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Huser, H. 
Math. Annalen 138, 1—26 (1959) 


Zur analytischen Theorie hyperbolischer Raumformen 
und Bewegungsgruppen 


Von 


Herz Huser in Basel 


1. Probleme und Ergebnisse 


1.1. Es sei § eine zweidimensionale, orientierbare und geschlossene analy- 
tische Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Gau8scher Kriimmung 
— 1, also eine hyperbolische Raumform im Sinne von Frr1x Kiem. 

Unter einem geschlossenen Weg w auf § verstehen wir eine stetige Ab- 
bildung 

w:p(t), OStsl, p(0)= p(l) 


des Einheitsintervalles in die FlacheF. Zwei geschlossene Wege heiBen homotop, 
wenn sie auf § stetig ineinander deformierbar sind. Dieser Homotopiebegriff 
‘ist ein Aquivalenzbegriff in der Menge aller geschlossenen Wege auf § und 
bewirkt daher eine Einteilung dieser Menge in Homotopieklassen 2. Es sei 
insbesondere © die Klasse der in einen Punkt deformierbaren Wege, und 2", 
n = 1, diejenige Homotopieklasse, welche die n-fach durchlaufenen Wege der 
Klasse 28 enthalt. Eine Klasse B heiSe primitiv, wenn sie nicht als Potenz O*, 
n > 1, darstellbar ist. Wir werden iibrigens sehen (5.5), daB jede Kiasse 3 + O 
genau eine Darstellung 3 = 3" besitzt, in welcher n = 1 und D primitiv ist. 
Die dadurch eindeutig bestimmte natiirliche Zahl »(%D) = n heiBe die Viel- 
fachheit der Klasse 2B. 

Jede Homotopieklasse {1} enthalt Wege w von endlicher Lange J ds. Wir 
definieren nun die Lange (2) einer Klasse % durch 

(WD) = inf. f ds. 
mEewW » 

In der vorliegenden Arbeit stellen wir uns die Aufgabe, die asymptotische 
Verteilung der Langen y(W) und u(P) zu studieren. Im Verlaufe dieses 
Studiums werden sich interessante Beziehungen unserer Aufgabe zu einem 
gewissen Gitterpunktproblem in der hyperbolischen Ebene und zum Laplace- 
Beltramischen Eigenwertproblem 4 p + Ag = 0 auf § ergeben. 

1.2. Zur Lésung unserer Aufgabe bedienen wir uns mit Vorteil des engen 
Zusammenhanges, der bekanntlich zwischen den hyperbolischen Raumformen 
und den diskontinuierlichen Bewegungsgruppen der hyperbolischen Ebene 
besteht. Sei § universelle Uberlagerungsfliche von §; wir denken uns die 
differentialgeometrische Struktur von § auf § durchgedriickt, so daB jeder 
Uberlagerungsweg auf 9 dieselbe Lange besitzt wie sein Grundweg auf §. 
Math. Ann. 138 1 
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Dann ist § ersichtlich eine einfach zusammenhangende, vollstandige analy- 
tische Flache konstanter Kriimmung — 1, also eine hyperbolische Ebene. Die 
zugehérige Decktransformationsgruppe A ist eine diskontinuierliche Gruppe 
von (eigentlichen) Bewegungen von 9; da § geschlossen ist, besitzt sie einen 
kompakten meBbaren Fundamentalbereich’). 

Wir ordnen jeder Homotopieklasse W eine Klasse Py, konjugierter Elemente 
von A in folgender Weise zu: Ist 

w:p(t), OStsl, p(0)= pil) 

ein Weg der Klasse 2 und ® irgendeiner seiner Uberlagerungswege auf 9, 
so gibt es genau eine Bewegung 7' € A, welche den Anfangspunkt von ® in den 
Endpunkt von ® iberfiihrt. Dann sei 


®y= {STS—|S € A}. 
Die so definierte Klasse ®y ist unabhangig von der Wahl des Uberlagerungs- 
weges ® von w und unabhangig von der Wahl des Reprasentanten w ¢ WD. 
Die Zuordnung Y -> Py, bildet die Menge aller Homotopieklassen 2 umkehrbar 
eindeutig auf die Menge aller Klassen ® konjugierter Elemente von A ab; 


insbesondere gilt ®.,— {#}, wenn E das Einselement von A ist*). Man erkennt 
nun leicht, daB fiir jedes T ¢ Oy, 


inf o(T'p, p) = w(B) ; 
PED 


dabei ist o(p, q) die Distanz der Punkte p, q € §, also die untere Grenze der 
Langen der Wege, die auf $ von p nach q fiihren. Somit gilt, wenn wir die 
Verschiebungslinge einer Bewegung 7' von § durch 


(1) (7) = info(Tp, p) 
PED 
definieren, 
(2) (WD) = p(T) fiir alle T ¢ Dy . 


Weil § geschlossen ist, ist natiirlich u4(W) > 0 fir W+ 0. Daher ist u(7) > 0 
fiir alle 7 ¢ A — E. Die einzigen Bewegungen von 9 mit positiver Verschie- 
bungslange sind aber die hyperbolischen Translationen*). Somit ist A eine 
diskontinuierliche Translationsgruppe. 

1.3. Die Gleichungen (1), (2) legen es einigermaBen nahe, zuerst die asym- 
ptotische Verteilung der Distanzen 0(7'p, p) oder, allgemeiner, die Verteilung 
der Distanzen o(7'p,q), 7’ ¢ A, zu untersuchen. Dazu betrachten wir die 
Dirichlet-Reihe 
(3) Gs(p, 9; 8) = 2 CoselTp, q),8=o+ it, p,qgeH, 
welche fiir ¢ > 1 absolut konvergiert (3.7). Wir werden in 3.8 und 3.9 beweisen: 

Satz 1. Fiir alle s = o + it, a >1, und g € § gilt: 

(4) Gg(p,q; 8) ist eine auf 9 stetige und beziiglich A automorphe Funktion 
von p. 
~~) Vgl. z. B. [8], pag. 148—149. 

*) Vgl. hierzu [7], § 49. 

%) Vgl. Abschnitt 2.8. 











Hyperbolische Raumformen und Bewegungsgruppen 3 

(b) Gg(p,q; 8) ist zweimal stetig differenzierbar nach lokalen reguliéren 
Koordinaten von p und erfiillt die Funktionalgleichung 

A,Gz(p, q; 8) + 8(1 — 8) Gg(p, g; 8) + 8(1 + 8) Gg(p,g;8+ 2)=0, 
wenn A der zu und $ gehirige Laplace- Beltrami-Operator ist. 

1.4. Dieser Satz fiihrt uns dazu, das Eigenwertproblem 4 g + Ag = 0 auf § 
zu betrachten: Die Zahl A heiBe Higenwert, wenn es auf § eine nicht iiberall 
verschwindende Funktion g gibt, welche (nach lokalen reguléren Koordinaten) 
zweimal stetig differenzierbar ist und die Differentialgleichung 4 » + Ag = 0 
erfiillt. Jede solche Funktion heiBe eine zum Eigenwert A gehérige Higen- 
funktion. Da & eine geschlossene analytische Mannigfaltigkeit ist, l4Bt sich 
dieses Eigenwertproblem im Rahmen klassischer Theorien behandeln*). Es 
ergeben sich bekanntlich folgende Tatsachen: Es gibt unendlich viele Eigen- 
werte; sie sind, abgesehen vom trivialen Eigenwert A = 0, positiv und haufen 
sich nirgends im Endlichen. Wir kénnen sie daher in folgender Weise nume- 
rieren : 

(4) Ag= 0< A< AQ< << An<+**, limA=+00. 

Der lineare Raum der zum Eigenwert A, gehérigen Eigenfunktionen besitzt 
eine endliche Dimension m, = 1; insbesondere ist 

(5) m= 1, 

weil jede zum Eigenwert A, = 0 gehérige Eigenfunktion offenbar harmonisch 
auf der geschlossenen Fliche § und somit konstant ist. Die fir alle 4 2=0 
definierte Funktion 

m, fiirA= An 

(6) mz (A) = 0 far A¢ {An} 

nennen wir das Higenwertspektrum von G. Unter der Spektralfolge {2),\n > 0} 
verstehen wir diejenige nicht abnehmende Zahlenfolge, in der jeder Eigenwert 
An genau m,-mal auftritt. Offenbar gilt: 

(7) A= O0< A= ASH S°** SA, S-°**, lim4,= +0. 

Wir fiihren gleich noch eine weitere mit den Eigenwerten verknipfte Folge ein, 
die bald eine wichtige Rolle spielen wird: Definieren wir 


s(=>+zYl-44 ©) -5-ZVl-44 tar Osas 7 
” s*(A) = ; 4 : V42--1, s-(A)= : ~~ ; y4a—1 fiir 4 <A<+00, 
so gilt 
(9) 8° (4g) = 8° (Ai) = 1. 8 (Aq) = 8 (Ag) = 0, 
und die Punkte s*(A,.), s- (/,,.) egen svumetrisch in bezug auf den Punkt s = 
der komplexen s =o + «/ Lene. Wenn i, = so liegt die Punktmenge 


*) Vgl. z. B. [3] und inshesondere [6] 
1* 
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{s* (An), #-(An)|n 2 1} aut der Geraden o= +; wenn dagegen 0<4<+, 
so liegen endlich viele Punkte dieser Menge im offenen Intervall 0 < s < 1, alle 
iibrigen wieder auf der Geraden o = ; . Es gibt daher stets ein solches 6 = 5(A,), 


0<d< +, daB die Menge {s* (dn), ~(4n)|n 2 1} in der Halbebene o < 1 — 3 
liegt. 
1.5. Das asymptotische Verteilungsgesetz der Spektralfolge {A),} ist seit 
den Untersuchungen von H. Wey. und anderen wohlbekannt*): 
Zi=L mg) ~Z_ [ [ao fir t+ +00. 
F . 


Ast 6 6ASt 


Da § die konstante Kriimmung — 1 besitzt, so ist nach dem Gau8schen Satz 
von der Curvatura integra : 
(10) Sf dw=4x(gg- 1), 

& 


wenn gz >1 das Geschlecht der orientierbaren geschlossenen Flache & ist. 
Wir haben somit 


(11) 9g —1=lim + S mg(A). 


t—> co Ast 


1.6. Da die Eigenwerte reell sind, gibt es ein zur Spektralfolge {2} gehériges 
Orthonormalsystem { ¢,} reeller Eigenfunktionen. Wir diirfen und wollen diese 
Eigenfunktionen als Funktionen auf der universellen Uberlagerungsflache 9 
von § auffassen. Dann ist ¢,(p), n > 0, eine auf $ zweimal stetig differenzier- 
bare und beziiglich A automorphe Lésung der Differentialgleichung 
A Gnt+ An Pn= 0, und es gilt 
(12) {F 9m(0) ou(p) dog {oom 


0 firm+n ’ 


wenn dw, das Flachenelement von § und & irgendein meBbarer Fundamental- 
bereich der Translationsgruppe A ist. Da die normierte Eigenfunktion g,(p) 
konstant ist, ergibt sich 


= F => t 
mode ({faa)-¥= (J a0y 
also wegen (10) 
(13) Po(p) = (42(9g— 1))-#. 


1.7. Das Orthonormalsystem {qg,} hat nun bekanntlich folgende Eigen- 
schaften: 


(a) (4:)° konvergiert, und 5” (2{P)" konvergiert gleichmaBig auf $. 


n=1 n=1 


5) Vgl. z. B. [6]. 
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(b) Fir jede auf $ zweimal stetig differenzierbare und beziiglich A auto- 
morphe Funktion /(p) gilt 


(p) -2 an Pal)» Oa [f 110) pal) de, 


1.8. Daher kénnen wir jetzt auf Grund von Satz 1 die Funktion Gz(p,q;8) 
fiir festes g und s in eine Fourier-Reihe nach den Eigenfunktionen @,(p) 
entwickeln. Dies gelingt dank der Funktionalgleichung von Gz(p, q; 8) in recht 
expliziter Weise; wir werden schlieBlich (4.17, 4.21) zu folgendem Ergebnis 
gefiihrt : 

Satz 2. (a) Die Reihe 


Hg (p,q; 8) “m5 a) r(-3*) Pn(P) Pn(q) 
konvergiert absolut fiir s ¢ P = {s* (An) — 21, 8-(An) — 2l|n 21,12 0} und stellt 
eine in der ganzen s-Ebene meromorphe Funktion dar, deren Pole in der Punkt- 
menge P enthalten sind. Hz (p,q; 8) besitzt im Punkte s*(A,) —21¢P denselben 
Hauptteil wie die Funktion 

P(2=2)) p(2=2)) TS om) Pm(Q)- 
FA )r5 ) 29 ne 
(6) In der Halbebene o > 1 gilt 








l 1 2-1 
Gg (p,q; 8) = 2_—1) #1 +)/a Ti Hal. 98). 


Damit ist es uns gelungen, die nur in der Halbebene o >1 konvergente 
Dirichlet-Reihe Gz(p,q;8) zu einer in der ganzen s-Ebene meromorphen 
Funktion analytisch fortzusetzen. Da P offenbar in der Halbebene o < 1 — 4, 


0< 6(A,) < > liegt, so ergibt sich aus Satz 2: In der Halbebene o > 1 gilt 


™ - 1 wes ; 
~ *o(T p, q) = 25— pom + R(p, q; 8) 9 


wobei die Funktion R(p,q;s) sogar in der Halbebene o >1 — 6 regular 
analytisch ist. Hieraus folgt aber nach dem Tauberschen Theorem von WIENER- 
IxeHARA®) sofort der 

Satz 3. Es sei N(p, q, t) die Anzahl der Elemente der Menge 


{T\T ¢ A, o(Tp,.g =H. 
Dann gilt fiir t + + co 


l 
N ae 
(P. 9.) ~ Faye 


In Analogie zum Fall einer diskontinuierlichen Translationsgruppe mit 
kompaktem Fundamentalbereich der euklidischen Ebene nennen wir die 
Punktmenge G,= {7'p| T ¢ A} ein hyperbolisches Gitter. N (p,q, ¢) ist dann 


*) [9], pag. 44. 
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nichts anderes als die Anzahl der Punkte des Gitters G,, welche in der hyper- 
bolischen Kreisscheibe mit dem Zentrum q und dem Radius ¢ liegen. Satz 3 
liefert fiir gewisse arithmetisch erzeugte Translationsgruppen bemerkenswerte 
zahlentheoretische Ergebnisse, auf die in einer spateren Arbeit eingegangen 
werden soll. 

1.9. Auf Grund der Entwicklung von Gg(p,q;s) nach den Eigenfunk- 
tionen g,(p) werden wir weiter zeigen (4.18, 4.22): 

Satz 4. (a) Die Reihe 





(14) Hg() = Fm F(*=F™) r(=Z) 
konvergiert absolut fiir s¢ P und stellt eine in der ganzen s-Ebene meromorphe 
Funktion mit der Polmenge P dar. H(s) besitzt im Punkte s*(A,) — 21¢ P 
denselben Hauptteil wie die Funktion m, ['(*—) p(*—5%) . 

(b) In der Halbebene a > 1 gilt 


Lf 90. p:8) do, = Ss 4 yx ha ~ Hg (8) . 
<) 





Andererseits werden wir aber durch gliedweise Integration der Dirichlet- 
Reihe Gz (p, p; 8) zeigen (5.14): 
Satz 5. Die Dirichlet-Reihe 


a pu (D) Cos u (BD) + —8 
(15) Pale)~ FB) (Conptay—1) OOF *A®D) 
konvergiert absolut fiir ¢ > 1, und es gilt 


1 re ff. y "7 ris) 
Dg(*)= T= Te—b Lf Gg (Pp, ps 8) dw, 4x (g- 1) (e—)- 
B ; 


Aus Satz 4 und Satz 5 ergibt sich nun der 
Satz 6. Die Funktion 


(16) Mg(s) = V2 pe (s=r- 4(95 — 1)) + Fanp Ha 


ist meromorph in der ganzen s-Ebene, und es gilt in der Halbebene a > 1 
(17) Dg(s) = Mg(s) . 


‘Wir haben somit die nur fiir ¢ > 1 konvergente Dirichlet-Reihe Dz(s) z: 
einer in der ganzen- s-Ebene meromorphen Funktion analytisch fortgesetzt. 
In den folgenden Nummern wollen wir die Folgerungen aus diesen Ergebnissen 
ziehen. 

1.10. Zunachst ziehen wir einige einfache Schliisse aus der Tatsache, dab 
die in der Halbebene « > 1 konvergente Dirichlet-Reihe Dz (s) positive Koeffi- 
zienten besitzt. Da »($) = 1 fiir primitive Klassen 3, so folgt aus (15) 











pa Y uP) (Ge et +) Cos~*u() < Dg(o) < + fra >1. 


Cos (PB) — 





Hyperbolische Raumformen und Bewegungsgruppen 7 


Daraus ergibt sich offensichtlich 
(18) ag(t)= 3) l<oo fiir t<oo. 
u(P)st 
Nach 1.1 besitzt jede Homotopieklasse I + © eine eindeutige Darstellung 
W = P", in welcher P primitiv und n = 1. Nun gilt aber’) 


(19) u(D") = ny(P) . 

Somit folgt aus (18) 

(20) wg(t)= 2’ l<o fiirt<o. 
4(@B)st 


Die Zahlenmenge { (2) |} + O} kann daher in eine monoton nach unendlich 

wachsende Folge angeordnet werden: 

(21) {~(W)/WD + O} = {ualn[>O}, 0 < pry < py <***< pn<***;limpn= + 00. 
n—-o 

Zu jedem pu, gibt es dann auf § mindestens eine, aber héchstens endlich viele 

Homotopieklassen 23 mit 4 (YW) = yn». Wir ordnen nun jedem yu, das Gewicht 


hn= 2 1/r(B) 
#(D) = Hn 
zu. Die fiir alle u = 0 definierte Funktion 
h, firpu= pn 
22 = 


heiBe das Lingenspektrum von §. Dieses Langenspektrum beschreibt offenbar 
die MaBverhiltnisse im GroBen auf F. Die Dirichlet-Reihe (15) kann jetzt auch 
folgendermaBen geschrieben werden : 


(23) Dg (s) = es In pn (qos) Cos-* pn 


Wegen der absoluten Konvergenz dieser Reihe fiir ¢ > 1 konvergiert 





> Aa Hn —it log Cos pn 
Pa(3+it)~ 2, Coie maT” 
gleichmaBig in — co < t< + co. Hieraus und aus (21), (22) folgt nach einem 
Satz aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen®) 


slog Cosy 4 AM) tar 0. 
a. +f Pa(3 ztitje t= Sica +t Gap ir yw 


Somit folgt aus Satz 6 


(24) hg(u) = —- Cos — 1 Cos u* lim + [3 (+ ” ellaitied dt. 


t+ 0 


) Wenn T' € Dy, so ist offensichtlich 7” € Dy» und daher nach 1.2 (2): u(D) = u(7), 
u(B") = w(T*); nach 2.6 ist aber u(7*) = nu(T') und somit u(P*") = nu(P). 
*) [1], pag. 51, Satz XII. 
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Damit haben wir das Langenspektrum mit Hilfe der meromorphen Funktion 
M,(s) dargestellt, was alsbald von Bedeutung sein wird. Wir wollen nun 
zeigen, da8 auch das Eigenwertspektrum und das Geschlecht von § aus der 
Funktion Mz(s) berechnet werden kann. In der Tat ergibt sich aus (16) und 
Satz 4 (a) unter Beriicksichtigung von (5), (8), (9) durch eine leichte Rechnung 


(Res2-* Mz(8)), — s+ (a) fiir An ¥ + 
a=) 2 " 1 
gy (Res2-* M5 (8). — s+ (4) fiir A, = rr. 


Da der Punkt s* (A) fiir 2 > 0, A ¢ {An} offenbar eine regulire Stelle von Mz(s) 
ist, so folgt aus (6) und (25) 


(25) 


1 
(Res2-* Mz(8)), . fir A += 
(26) mg(4)=4 raphe *}, azo. 
x (Res2-* Mz (8)), — s+ (a) fir A = ri 
Nach Satz 4(a) ist s = 0 eine regulire Stelle von Hz(s). Daher berechnet man 
leicht aus (16) 


(27) 29g—1= (ResM;(s)),-9- 


1.11. Es seien nun %,,%, geschlossene Raumformen mit gleichem 
Langenspektrum: hg, (u) = hg,(u) fir « 20. Dann folgt aus (22) und (23): 
Dz,(s) = Dz,(s) fir ¢ >1. Daher stimmen nach Satz6 die beiden mero- 
morphen Funktionen Mz (s), Mgz,(s) in der Halbebene o > 1 iiberein und sind 
somit in der ganzen s-Ebene identisch. Daraus folgt aber nach (26) und (27): 
mz (A) = mz,(A), 9g.= 9g,- Wir haben somit den 

Satz 7. Geschlossene hyperbolische Raumformen mit gleichem Léngen- 
spektrum besitzen auch gleiches Eigenwertspektrum und gleiches Geschlecht. 

Es seien jetzt §,,G, Raumformen mit gleichem Eigenwertspektrum: 
mg, (A) = mg, (A) fiir A > 0. Dann folgt aus (6) und (14) 


(28) Hz (8) = Hg, (8) ° 
Ferner folgt aus (11) 
(29) 9¢,= 9g, . 


Aus (28) und (29) folgt nun nach (16): Mg.(s) = Mz, (s). Somit ist nach (24) 
hz (u) = hz, (u) fir « > 0. Wir haben also den 

Satz 8. Geschlossene Raumformen mit gleichem Eigenwertspektrum besitzen 
auch gleiches Liingenspektrum und gleiches Geschlecht. 

1.12. Nach Satz 4(a) liegen samtliche Pole von H(s) in der Halbebene 


oS1-4, 0< 6(A) Ss sg Daher ergibt sich aus Satz 6: In der Halbebene 
o> 1 gilt: 


_ y H®) (_ Coon (S) lin - oes. aa 
Dyls)— & (By (Cou) —1) C8 *HD) = Gz + RU), 


wobei die Funktion R(s) sogar in der Halbebene o > 1 — 6 regular analytisch 
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ist. Daraus folgt aber nach dem Tauberschen Theorem von WienER-IKEHARA®) 
sofort. 





#(%) (_ Cos (@) _\t 

o<nqst ”(®) (coca) ~et firt++oo. 
tie 

Hieraus folgt wegen (<= -*"—) + 1 far up > +c 








(@) ‘ 
30 t)= £ ~e firt+ +o. 
( ) y(t) O<p@)st v (D) 2 
Um daraus eine asymptotische Aussage iiber 
(31) x)= 3 1 

#(D)st 
herzuleiten, gehen wir ahnlich vor wie beim Beweis des Primzahlsatzes. Es sei 
(32) o@= DL pw). 

u(P) st 


Nach 1.1 besitzt jede Klasse 3 + © eine eindeutige Darstellung I = J", in 
welcher D primitiv und n = 1. Es gilt aber »(") = n und yw(P") = nu(P)**). 
Daher ergibt sich aus (30), (32) offensichtlich : y(t) = (t) + &(t/2) + B(t/3)+---. 
Diese Reihe bricht nach endlich vielen Gliedern ab, denn es ist natiirlich 
8 (t/n) = 0 sobald t/n < po. Wir haben also 


Nw t 
(33) v= m+ J oun), me=[t]. 
n=2 ° 
Daraus und aus (30) folgt zunachst die Existenz einer endlichen Konstanten 
c > 0 derart, daB #(t) < yp (t) < ce‘ fir t > 0. Somit gilt fir ¢ > 24, 


t/He 


Nw Nb , 
(34) 0s J ditn)<c J ance | eaemet | u-*e“du. 
n=2 n=2 
ve 


Man zeigt aber leicht, daB 


t 
(35) f ut*erdu~tet, t++o. 
ve 


N 
Somit folgt aus (34): 5 in) = O(te*). Daher folgt aus (30) und (33) 
n=2 


(36) B(t) ~ et firt + +00. 
Wegen (31), (32) gilt offensichtlich 
t 
a(t)= futdd(u), 0<e< pw. 
Partielle Integration ergibt 
t 
a(t) — 7°80) = f u*O(u) du. 
— Me - 


*) Siche Anmerkung *). 
1°) Vgl. *). 
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Daraus und aus (36), (35) schlieBt man leicht 
a(t) — t7° b(t) ~ tet, t++o0. 
Somit gilt wegen (36) 
Satz 9. Hs sei g(t) die Anzahl aller primitiven Homotopieklassen der Lange 
St auf GF. Dann gilt fiir t+ + co 


ag (t) ~ e*/t. 
Definieren wir 
u(B)st 
so gilt offenbar w/(t)= 1 + a(t) + a(t/2) + a(t/3)+---, und diese Reihe 


bricht wiederum ab, sobald t/n < yu; wir haben somit 
N(t) . 
w(t)=1+2(t)+ ¥ x(tin), N= [=]. 
n=2 e Ho 


Daraus und aus Satz 9 ergibt sich leicht der 

Satz 10. Hs set w(t) die Anzahl aller Homotopieklassen der Linge <t auf §. 

Dann gilt fiir t + + co 
wg (t) ~ e*/t . 

Es mag zuniachst iiberraschen, da8 das asymptotische Verhalten von 
z(t) und w¢(t) fiir alle geschlossenen Raumformen § gleich. ist. Dies ist ein 
Phanomen dhnlicher Art wie die békannte Tatsache, daB die Anzahl der 
Primideale der Norm <¢ in allen algebraischen Zahlkérpern dasselbe asym- 
ptotische Verhalten zeigt. 


2. Hilfssitze*) 


2.1. Wir erinnern daran, daB § eine einfach-zusammenhangende, voll- 
standige analytische Flache konstanter Kriimmung — 1 ist. Bekanntlich gibt 
es auf $ Systeme {z,(p), x,(p)} reell-analytischer Funktionen von p mit 
folgenden Eigenschaften : 

(a) {xz,(p), 2_(p)} ist ein tiberall auf § regulares Koordinatensystem, in 
welchem die metrische Differentialform von $ die Gestalt 
(1) ds*= x7 *(dz? + dx) 
besitzt. 

(b) Die Zuordnung p— z(p) = z,(p) + iz,(p) bildet 9 eineindeutig auf 
die obere Halbebene der komplexen z-Ebene ab. 

Jedes solche Funktionensystem heiSe ein Poincarésches Koordinaten- 
system auf $. Sind z(p)= 2,(p) + tx,(p),2*(p)= zf(p) + ix$(p) zwei 
Poincarésche Koordinatensysteme auf $, so gibt es solche reelle Konstanten a, 
b, c, d (ad—bc = 1), daB entweder 

az(p)+5 az(p)+5 
z*(p) = ee Ty oder —2*(p) = ata . 


n) Die Abschnitte 2.1 bis 2.11 enthalten, zur Bequemlichkeit des Lesers, eine kurze 
Zusa telluang bekannter Tatsachen. 
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2.2. Ist z(p)= z,(p) + iz,(p) ein Poincarésches Koordinatensystem, so 
fahrt die Abbildung p— z(p) die Gesamtheit der Geodatischen von $ iiber 
in die Gesamtheit der zur reellen Achse orthogonalen Halbkreise und Halb- 
geraden der oberen z-Halbebene. 

2.3. Ist 7’ eine (eigentliche) Bewegung von $ und z(p) = z,(p) + iz,(p) 
irgendein Poincarésches Koordinatensystem auf 9, so gibt es solche reelle 
Konstanten a, b, c, d (ad — bc = 1), daB 

az(p)+b. 
2(TP)= yaa: 
Die Zahl |a + d| ist unabhangig vom Koordinatensystem z(p), und es gilt 


|ja + d| > 2 genau dann, wenn 7’ eine Translation + Z ist, 
ja + d| = 2 genau dann, wenn T' eine Grenzdrehung oder die Identitat Z ist, 
ja + d| < 2 genau dann, wenn 7 eine Drehung + £ ist. 


2.4. Fir jedes Poincarésche Koordinatensystem z(p) = z,(p) + ix,(p) auf H 
gilt 





(21 (p) — x, (g))* + (%2(p) — 2(g))* 
rans 1” 

2.5. Aus 2.3 und 2.4 folgt: Fiir jedes feste g ¢ $ und jede Bewegung T ist 
Coso(T7'p, q) eine auf $ reell-analytische Funktion von p. 

2.6. Ist 7’ + E eine Translation von 9, so gibt es auf § ein solches Poin- 
carésches Koordinatensystem z(p) = z,(p) + +2z,(p), daB 
(2) 2(Tp)=az(p), a>l. 
Hieraus ergibt sich wegen 2.2 sofort, daB es auf § eine einzige Geodatische 
[namlich z,(p)= 0] gibt, welche durch 7 in sich selbst tibergefiihrt wird. 
Aus (2) folgt fiir jede ganze Zahl m: z(7™p) = a”z(p). Daraus und aus 2.4 
ergibt sich leicht 


Coso(T™ p, p) = 1 + (“4"- _ 1) (1 o 2). 








Hieraus erkennt man sofort 


Cos (7) = Cos inf p(T" p, p)= inf Cosp(T*p, p) = “+2. 
PES PED 





Daher gilt wegen « > 1: u(7'™) = |m| loga und somit 





(4) u(T™) = |m| u(T) 
xi(p) 
(5) Cosg(7T™ p, p) = 1 + (Cos u(7™) — 1) (1 + Bw ). 


2.7. Ist 7 eine Grenzdrehung von §, so gibt es auf § ein solches Poin- 
carésches Koordinatensystem z(p) = 2,(p) + ix,(p), daB entweder 
2(T'p) = z(p) +1 oder z(7T'p)=z(p)-—1. 
Dann ist nach 2.4 


l 
Coso(T p, Pp) =1]+ 23M 
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und somit : 
p(T) = infe(T p, p)= 0. 
Ped 


2.8. Ist 7 eine Drehung von 9, so ist trivialerweise u(7) = 0, da T auf $ 
einen Fixpunkt besitzt. Somit ergibt sich aus 2.6 und 2.7, daB die Trans- 
lationen T' + E die einzigen Bewegungen von $ mit positiver Verschiebungs- 
lange yu (T') sind. 

2.9. Oft wird es zweckmaBig sein, statt Poincaréscher Koordinaten sog. 
geodatische Polarkoordinaten mit dem Pol g zu verwenden: Sei #(p), 


Os O(p)<2n, pEH-G 


der in positivem Sinne gemessene Winkel zwischen dem von g nach p fiihrenden 
geodatischen Strahl und einem festen Strahl durch g. Dann ist 


{o(p) = o(p, 9), O(p)} 
ein iiberall auf 9 —q reguléres Koordinatensystem, beziiglich dessen die 
metrische Differentialform von § die Gestalt 
(6) ds*= do*+ Sin’?o d#* 
besitzt. 
2.10. Es sei K [g, r] die hyperbolische Kreisscheibe mit dem Zentrum g und 
dem Radius r, i.e. die Punktmenge {p|o(p, q) < r}. Dann ergibt sich aus (6) 
22 r 
Sf dw= f f Sinodo dd = 2x(Cosr — 1). 
K{¢,r] 6=0e=0 
2.11. Es sei {&(p), 4(p)} irgendein lokales regulares Koordinatensystem 
auf 9, und es sei ds*= E(é, n) d&+ 2F(E, ny) dEdn + G(E, n) dx? die zu- 
gehérige metrische Differentialform von §. Dann driicken sich die beiden 
zu % gehdérigen Beltramischen Differentialoperatoren V, und 4, im Ko- 
ordinatensystem {&(p), 7(p)} folgendermaBen aus: 
# (21)* ar 2 2 40( 21)" 


a o& a (0€& 
Vif (p) = a ro 


| ( ot _p at of _p at 
pha AN tS Fn —" we) LA (228 -* an) 
Af (”)= Teq—r \on \_yeaam | * 2 \ yeo=r /J: 
2.12. Es sei 7’ eine Bewegung von $ und s = o + it. Dann gilt 
(a) 4, Cos~*o(T'p, g) = 8(s — 1) Cos~*g(T'p, g) — 8(s + 1) Cos~**® o(T p, q) 
(b) 4, Coso(T'p,q) = 2Cose(T'p, q) 
(c) 7, Cose(T p,q) = Sin*o(T'p, 9) 
(d) 7; Cose(Tp,q) = 48in*e(T p, q) Cos*o(T'p, 9). 
2.13. Beweis: Wegen der Bewegungsinvarianz der Beltramischen 
Operatoren gilt 
A,Cos~*o(T'p, q) = (4,,Cos-*o(u, q))u= Tp 
(7) V,Cose(T p,q) = (V.Cose(u, 9))u— rp 
7;Coso(T p, q) = (ViCoso(u, q))u = Tp: 
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Zur weiteren Berechnung der rechten Seiten fiihren wir gemaiB 2.9 auf 9 
geodatische Polarkoordinaten mit dem Pol g ein: 


(8) e(u)=e(u,g), Bu), wEH-gQ. 
Weil die metrische Differentialform von 9 im Koordinatensystem {o(u),@(u)} 
die Gestalt do*+ Sin*o9 d#* besitzt, so driicken sich die Beltramischen 
Operatoren nach 2.11 in diesem System folgendermaBen aus: 
1 a a é 1 oe 
Au= Sing 9@ (Sing 70) + gintg oer’ “SD 
@ \2 1 @ \2 

V.= (>) +a Sin®g (35) », wes. 
Aus (7), (8) und (9) ergeben sich ohne weiteres die Gleichungen (a) bis (d) fir 
p + T-*q. Die linken und rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber wegen 2.5 
iiberall auf 9 stetige Funktionen von p. Folglich miissen die Gleichungen (a) 
bis (d) auch noch fiir p= Tq gelten. q.e.d. 

2.14. Die reelle Funktion /(p) sei auf 9 zweimal stetig differenzierbar 
beziiglich der Poincaréschen Koordination z,(p), z,(p). Dann gilt?*) 


[PLP = 25 (p) 71) 


(9) 


und fiir V,f(p) + 0: 


a Vit) —- 
PHO) < a 2¢p) (2 + V7, Fip) + 14, 40) 


2.15. Aus 2.5, 2.12, 2.14 ergibt sich 

















(10) | 55 Cosg(T'p,q)| < 2¢1(p) Sing(T'p, @) < 2; *(p) Cose (Tp, 9) 
ai) [Pde Coe(T'P.9)| S 25*(p) (4Cose( p, a) + Sing(Tp, a) < 

< 52, *(p) Cose(T'p, 9) . 
Nun ist 


C) C) 
> er q) = —8 Cos-*~* (Tp, q) 5, Cose(T'p, 9) 


Q 
45% Cos-*o(T7'p, q) = — 8 Cos~*-10(T p, 9) z,a2, C8 e(T P, q) + 


a @ 
+ 8(8 + 1) Cos-*~*9(T'p, q) 3 Cose(T'p, 9) 5, Cose(T p, q) - 
Daraus und aus (10), (11) ergibt sich sofort 


2.16. Es sei 7 eine Bewegung von 9, s=o + it, und {z,(p), z,(p)} ein 
Poincarésches Koordinatensystem auf %. Dann gilt: 


3 
p=, Coste Tp, a) < |s| zy" (p) Cos~*o(T'p, 9) 
ot 
sea Corto P. a) < |s| (5 + |s + 1|) x7? (p) Cos~°o(T'p, q) . 


12) [4], pag. 35, Lemma 2. 
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3. Beweis von Satz 1 
3.1. Es sei N (p, q, t) die Anzahl der Elemente der Menge 
O={T|T¢cA,o(Tp,g sh. 


Es gibt eine nur von § abhangige positive Konstante c, so, daB fiir alle t > 0 
N (p, q, t) < ¢,Cost. 
3.2. Beweis: Da & eine geschlossene Flache ist, gilt offensichtlich 
Mo= inf u(W) > 0. Nach 1.2 ist somit o(T p, p) > uw, > 0 fiir-alle p € und 
+0 


T<«A-—E. Daraus folgt aber leicht, daB die Kreisscheiben K[T'p, u,/2}, 
T ¢« A, paarweise nicht iiberlappen. Fiir 7’ ¢ @ liegt aber die Kreisscheibe 
K[T'p, fo/2) in der Kreisscheibe K [q, t + 4/2]. Somit gilt 


dws Sf do, 





TEO KT >, u9/2} K(a.t + 0/2] 
also nach 2.10: 22(Cos u,/2 — 1) N(p, q, t) S 2(Cos(t + p,/2) — 1). Daraus 
folgt 
Cos (t+ j1o/2)—1 _ Cos(t + p1o/2) enl2 
N(p, 9,6) S —Cosus2—1. < Cosuel2—1 < Cospaid—1 ©! 
q.e.d. 


3.3. Fir o> 1 und 0 St <#, gilt 
Cos~*o(T'p, q) <ey(1 + <q) Cos--¢, 
t<e(T posh o—l 
3.4. Beweis: Offenbar gilt 
ty 
Cos-*o(T p,q) = N (p,q, t) Cos-°t + { Cos-*rd N (p,q, Tt) . 
tse(Tp.osth t 
Partielle Integration ergibt 
ty 
Cos~°o(T' p,q) = N (p,q,t,) Cos~°t, + o f N (p,q,t) Cos-°-11 Sinrdr. 
tse(Tp,ash t 
Daraus und aus 3.1 folgt fiir o> 1 


ts 
Cos~°o(T'p, g) < ¢gCos- @-t, + tga f Cos~°r Sint dr 
tse(T?, ot 








- Mt, + (1+ saz) Cos- #- m1 <a(1+—t saz) Cos-e-04, 


3.5. Es sei {7',|n => 1} eine beliebige Anordnung der Elemente der Gruppe A 
und o > 1. Dann konvergiert die Reihe 


z Cos-°9(T'np, 9) 


gleichmaBig in (p, q) auf jedem Kompaktum von §. 
3.6. Beweis: Sei p,»¢ $ und r> 0. Die Behauptung wird bewiesen sein, 
wenn wir die gleichmaBige Konvergenz fiir alle p, q « K [po, r] zeigen kénnen. 
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Wegen a > | gibt es zu jedem ¢ > 0 ein solches ¢, > 0, daB 
(1) co (1 + sq) Cos-@-0 t, <e. 


Wegen der Diskontinuitét von A gibt es einen solchen Index j,= j,(e, r), daB 
T';(K (po, ]) 0 K [po, r + t,] = 0 fiir alle j > j,(e, r). Dann gilt fiir p,q ¢K [po,r] 
und j > jo(e, r): 
2r + t, <@(T;Po; Po) = Q(T; Po, Typ) + O(TsP, 9) + O(4, Po) 

= @(T;p, 9) + @(Po P) + @(Po 7) S o(T;Pp, 9) + 2r, 
also 0(7',p, q) > t,. Somit gilt nach 3.3 und (1) 


by , Corrs o(T; p,q) <e% (1 + 4) Cos~ @-Dt, <e 
j = 
fiir alle p, g € kin rj) und n = m > jg(e, r). q.e.d. 

3.7. Aus 3.6 und 2.16 folgt: Es sei {x,(p), z,(p)} ein Poincarésches Ko- 
ordinatensystem auf §, A = {7,|n = 1}, 8 = o + it,ao> 1. Dann konvergieren 
die Reihen 


es) oo a 
2 Cos-*e(Tap,d), 2X Gz, Cos-*e( Tap, @) » 


absolut und gleichmaBig in (p, g) auf jedem Kompaktum von 9. 
3.8. Aus 3.7 und 2.5 folgt: Fiir alle s = o + it,a> 1, und gq € § gilt: 
(a) G(p, q; 8) = 3; Cos-* 0(T7' p,q) ist eine auf § stetige und beziiglich A 
TEA 


automorphe Funktion von p. 


(b) G(p, q; 8) ist tiberall auf 9 zweimal stetig differenzierbar nach Poin- 
caréschen Koordinaten 2,(p), z,(p), und es gilt 


Cos~* 0(7'n p, q) 


x 0x, 0%, 
i= 


a a - E tata 
oa, OP. 95 8) = ©, 3a, “eT P.9), Gz,02, G(p, 9; 8)= 4 Ox, 0x, 
< ~ Cos-*o(T'p,q). 


3.9. Fir o> 1 gilt 
A,G@(p, q; 8) + 8(1 — 8) G(p, q; 8) + 8(1 + 8) G(p,g,8 + 2) = 


3.10. Beweis: Sei {2,(p), z,(p)} ein Poincarésches Koordinatensystem 
auf §. Dann ist nach 2.1 und 2.11 


e 2 
4,= a4”) (sq + 3) 
Somit folgt aus 3.8 (b) 


A,G (p,q, §) = 2 4,Cos-*e (Tp, g), o>l. 
Hieraus und aus 2.12 (a) ergibt sich sofort unsere Behauptung. 


4. Beweis von Satz 2 und Satz 4 


4.1. Da die Flache § geschlossen ist, besitzt die Gruppe A kompakte 
Fundamentalbereiche; es gibt sogar einen kompakten Fundarentalbereich 
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Sc, welcher ein von endlich vielen geodiatischen Strecken berandetes 
konvexes Polygon ist#*). 

Wir untersuchen jetzt die Fourierkoeffizienten der automorphen Funktion 
G(p, q; 8) beziiglich des in 1.6 eingefiihrten Orthonormalsystems {, (p)}: 


(1) an(s, a) = [f G(p, 95 8) pa(p) der, , n20, o>l. 
Da das Fundamentalpolygon S kompakt ist, folgt aus 3.7 
an(8,q)= d' {f Cos-*e(T p,q) gn(p) dw, 
TEAS 
(2) —% { [f Cos-*o(T' p,q) pn(T p) dw, 
=» ff Cos-*o(p,q) palp)dw,, o>1. 


TEA T(®) 
Dabei wurde benutzt, daB g,(p) automorph beziiglich A ist, und daB das 
Flachenelement dw invariant gegeniiber den Bewegungen 7' ist. In derselben 
Weise ergibt sich 
ff G(p, q, 0) | pn(p)| do,= - Jf, Cos~°0(p, 9) |~n(p)| dw, 
x if |Cos-*o(p, 9) gn(p)|dw,, o>1, 


” ea T(S 
also insbesondere 
a ff \Cos-*e (p,q) ga(p)|\dw,<+co fir o>1. 
TEATS 


Daraus folgt, da die Fundamentalpolygone 7'(%), 7 ¢ A, ganz 9 tiberdecken 
und paarweise nicht tiberlappen, daB Cos~*o(p, q) ga(p) far o> 1 tiber H 
nage ist und daB gilt: 


2 Cos-*o(p,q) gn(p) da,= Lf Cos-*e(p, a) @n(p) dw. 
TEA TS 


Somit folgt aus (2) 
(3) Gn (8, q) = ff Cos-*o(p,q) pa(p)dw, o>1. 


Zur weiteren Berechnung dieses Integrals fiihren wir auf 9 — g in folgender 
Weise Koordinaten ein: Es sei #(p), 

OSO(p)<2a, pEH-gq, 
der in positivem Sinne gemessene Winkel zwischen dem geoditischen Strahl 
von g nach p und einem festen Strahl durch g, und 
(4) t(p) = log Cose(p, 9) . 
Wie man auf Grund von 2.9 leicht nachrechnet, driickt sich die metrische 


Differentialform von 9 in dem auf $ —q iiberall regularen Koordinaten- 
system {t(p), #(p)} nner Ben aus: 


ds*= Hy at? + (e*— 1) d®; 


ao 


3) Siehe Anmerkung *). 
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daher ist 

(5) dw,= edrdé. 

Nun definieren wir 

(6) yn(t, 0) = gna(p(t,8)) fir O<1tr<w~,0S0<22 
yn(0, 0) = gn(q) fir 0S0<22 

(7) ®,,(t) = f pn(t, 0) dd. 


Da ¢,(p) auf % stetig und beschrankt ist, gilt offenbar: 
4.2. ®,(r) ist stetig und beschrankt fiir tr > 0 und es gilt 
®, (0) = 2% gn(q) - 
4.3. Aus (3) bis (7) ergibt sich jetzt 


a,,(8, g) = fe (*-1)* ®, (t) dr. 
0 


Daraus und aus 4.2 folgt nach bekannten Satzen"*) aus der Theorie der Laplace- 
Transformation : 
4.4. a, (8, q) ist regulir analytisch in der Halbebene o > 1, und es gilt 
lim oa, (o,q) = 22% @n(q) - 
o—-+@0 


4.5. Die Funktion 
—s* (A, ‘8 —8~(A,) 
(8) fn(s) = an(s, q) 2-*P(a)/ (SS) r(2=S™) 
ist regular analytisch in der Halbebene o > 1, und es gilt dort 
fn(s + 2) = fn(8) - 


4.6. Beweis: Da 1/I"(s) eine ganze Funktion ist, die nur in den Punkten 
s= —l,l12 0 ganz, verschwindet, so folgt aus (8) und 4.4 in der Tat, daB /,, (s) 
regulir in der Halbebene o > 1 ist. 

Wegen (1) und 3.9 gilt fiira > 1 


(9) ff pn(p) A, G(p, q; 8) dm, + 8(1 — 8) an(s, q) + 8(1 + 8) a, (8+ 2,q)=0. 
z 
Weil die Flache § geschlossen ist, und weil ¢,(p) und G(p,q; 8) zweimal stetig 


differenzierbare und beziiglich A automorphe Funktionen von p sind, so ergibt 
die Greensche Formel 


LJ Gn(P) 4,G(p, 9; 8) dom= ff G(p, 9; 8) 4p Pa(P) dev, 
- — An {J G(p, q; 8) Yn(p) dw = —A,an(s, q) - 
Daraus und aus (9) folgt: s(s + 1) an(s + 2, q) = (s?— 8 + A;,) an(8, g); somit 
gilt wegen 1.4 (8) 
8(8 + 1) an(s + 2, q) = (8 — 8*(A,)) (8 — 8~(A;)) an(s, 9) - 


4) [2], pag. 473, Satz 1. 
Math. Ann. 138 2 
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Hieraus und aus (8) folgt nun unter Beriicksichtigung von J'(s + 1) = sJ"(s) 
in der Tat: f/,(s + 2) = fn(s). 

4.7. Aus 1.4 (8) und aus der Stirlingschen asymptotischen Darstellung von 
I's) ergibt sich leicht 


rera[r (=) r(HF™) ~ Fae, or te. 





Somit folgt aus (8) und 4.4 


lim fa(o) = —d @n(q) - 
o> +0 ah 


Daraus und aus 4.5 folgt nun offensichtlich /,(s) = const = = @n(q). Damit 


haben wir bewiesen: 





4.8. Es sei 
an(s,9) = ff O(p, 95 8) gn(p)dw,, o>1, n20 
(10) F(s,4) = r(=s)r(---%). Az0. 


Dann gilt fir o> 1 
Q+-1 . 
Gn (8,9) = V7 Fay Fs, An) Gag) - 
4.9. Es gibt eine nur von § abhangige Konstante c,> 0 derart, daB 
» |F (8, an) Gn(Q|?Sol7(o) fir 25050. 
n=1 


4.10. Beweis: Da {gn(p)} ein Orthonormalsystem ist, gilt die Besselsche 
Ungleichung — 


D» \an(s, \*< ff |@(p,¢;8)@do, fir o>1. 
n=1 B 


Daraus folgt nach 4.8 


o ; P (s)|? 
(11) 2 lF ls, An) pastes f |G (p,q; 8)?dw, < 
a= zB 
|2 
< ror / IG(p,q;s)Pdw,, «22. 
S 


oO 


Aus der fiir o > 0 giiltigen Darstellung J"(s) = { e~‘t*~}dt ist zu entnehmen, 
0 


daB |I"(s)| < I'(c) fir o> 0. Da auBerdem J'(c) fiir co = 2 monoton wachst, 
so folgt aus (11) 


a ’ 1 .? 
(12) YP, %) gals gq Tor) | [ \Cr.4.e)kdo, fir 2s0So. 
cians B 


Nach 3.3 gilt 


|G (p, g, 8)| = G(p, g; 0) <¢(1 +>) fir o>l. 
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Daher ist wegen 1.5 (10) 
[[eedcordo,<4( 
zB 


Somit folgt aus (12) 





1 \2 ™ 
=~) 4x(gg— 1) < 162 c8(gg— 1) far o>2. 


2 Fe, A) Gn(Q)|*S 48 (gg—1) I*(o,) fir 25050. 


Da die Konstante c, nach 3.1 nur von § abhangt, ist damit unsere Behauptung 
bewiesen. : 

4.11. Es sei h > 2 ganz, Q,= {s| |o| < A, |t| < h}. Dann gilt fiir alle s € Q, 
und A 2 4h*+ 1/4 


P(e, )| 5 80(5) IF @+2h,2)). 


4.12. Beweis: Wegen J"(s + 1) = s I'(s) erfiillt die Funktion (10) offenbar 
die Differenzengleichung 











FP. 4)= G—aapeneap Pet 2- 
Daraus ergibt sich fiir h > 2 
F(s, A= = 5 Hite Hay (z iT (s + 2k — s*(A)) (6+ 2k-—28- ay) . 
x F(s + 2h, A). 
Beriicksichtigt man noch, daB nach 1.4 (8) s* (A) s-(A) = A, so kommt 
ag-1 ~1 
F(s, 4) = 8 “ 8 ( Tl (s + 2k — s*(d)) (8 + 2k -©a)) x 
az ('~ sa) Gy) i= 
x F(s + 2h, A). 
Nach 1.4 (8) gilt 
(13) |Ims*(A4)| = |Ims~(A)| > 2h fir ASB>4h?+ 1/4. 


Daher gilt fiir A => 4h? + 1/4, 8 € Q,, & ganz: 


A + 2k — 8*(A)| = |Im(s + 2k — 8* (A))| = lo — Ims*(A)| > 
= |Ims* (A)| — jo] = 2h — lol Sh, 
somit 
| h—1 l 
(14) | J7 (8 + 2k —* (A)) (8+ a >h*®-2, 8¢6Q,, AL4h?+1/4. 
|k=1 


Wegen (13) gilt fiir s € Q,, A = 4h? 4 sd ferner 
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somit 
(15) l(a - 4a) 0-Ap)l20-2)>S. 8€Q,, AS4h+ V/A. 


Aus (12) und (14), (15) folgt aber die Behauptung. 
4.13. Es sei h > 2 ganz, n.(h) = Max {n| 2, < 4h? + 1/4} Dann gilt: 
(a) Fir alle 1 >k2=n,(h), 8€ Q,, pV ED 
(p) \2]"2 
zm) 


1 ‘“s I 
SIF %) ontP) PaO Sea(e) TRH!) Y (% 
n=k n=k 
(b) Far alle 1>k=n,(h), 8€ Q, 


U I 1/2 
SIF ase) rian) z wis i 
n=k n=k 





Dabei sind die Konstanten c,, c, nur von § abhangig. 
4.14. Beweis: Fiir 1 > k > ng(h) und s € Q, folgt nach 4.11 


I eg ele I 
ZF (, dn) @n(P) pn(q)| = 80(5)" , E |F(s+ 2h, 2) oa(g)| Pll = 
a. ~ig Hy 
M9 sanGay [Eure an a9 mr 3 (ey 


Fir s € Q,, h = 2, gilt aber 2 < A S Re(s + 2h) < 3h. Daher ist nach 4.9 


: 





I 
2 Fs + 2h, a;,) Pn(g)|?S oJ? (3h), 


wobei die Konstante c, nur von § abhangt. Somit “_- aus (16) 


nil elt 
2 |F (8, dn) Pn(P) Pn(q)| S 80 Vey (js) *T(3h) » (Sy | 
=k 


(17) lz>k=nlh), 8€Q,. 
Damit ist die Behauptung (a) bewiesen. Aus (17) ergibt sich fiir p = q 
h-1 : 2}4 
2), Hl loners 80 Vex (ip) Fam] (PP) 
n=k 
l>ken(h), 8€Q,. 


? 





Daraus folgt wegen Lf \@n(p)|*dw = 1: 


y \F (s, 4)| < 86//e, ° \h— ‘rian | tLe (232) ‘a i 


= 80)/4x(95— 1) (=) seat y° he 


Damit ist auch die Behauptung (b) bewiesen. 
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4.15. Aus 4.13 und 1.7 (a) folgt: Es sei h = 2 ganz, Q,= {s|\o| Sh, \t| <h}, 
Mo (h) = Max {n|2;,< 4h? + 1/4}. Dann gilt 
(a) Die Reihe 
2 F(s, dn) Pm (P) @n(Q) 


n= ng(h 
konvergiert absolut und gleichmaBig fiir alle (p, g,.8) € $ x x Q,. 
(b) Die Reihe 
2d’ F(s,d,) 
n = no (h) 

konvergiert absolut und gleichmaBig in Q,. 

4.16. Wie aus (10) sofort ersichtlich ist, liegen die Pole der meromorphen 
Funktion F(s, 2), A = 0, in den Punkten 

st+(A)-—21, s-(A) -—2l, (lL > 0 ganz) . 

Daher ergeben sich aus 4.15 unter l eriicksichtigung der in 1.4 eingefiihrten 
Bezeichnungen sofort die folgenden Satze 4.17 und 4.18: 

4.17. Die Reihe 


(18) H (p, q; 8) = 2 Fe, A) Gn(P) Pn(Q) 


konvergiert absolut fiir s¢ P= {s+ (An) — 21, s~(An) — 21[n]>1,12>0} und 
stellt eine in der ganzen s-Ebene meromorphe Funktion dar, deren Pole in der 
Punktmenge P enthalten sind. H(p, q; 8) besitzt im Punkte s*(A,) — 21 ¢ P 
denselben Hauptteil wie die Funktion 
F(s,4n) 3 x(P) Px(Q) - 
t= An 


4.18. Die Reihe 
(19) H (s) = 3 F(s, 4,) = L) maF (8, An) 
n=1 n=1 


konvergiert absolut fiir s¢ P und stellt eine in der ganzen s-Ebene mero- 
morphe Funktion mit der Polmenge P dar. H(s) besitzt im Punkte 
s* (An) — 21 € P denselben Hauptteil wie die Funktion m,F'(s, An). 
4.19. Weil { { ¢_(p) dw = 1, so folgt aus (18), (19) wegen 4.15 (a): 
B 


Sf H(p, p,s)dw= H(s) fir s¢P. 
x 
4.20. Aus 3.8 und 4.8 folgt nach 1.7 (b) fiira > 1: 
hed — Qe-1 
Gp, 4, 8) = Vm Tay Fis, Bn) Pn(9) Pa(P) - 


Somit gilt wegen (18) und 1.6 (13) 


(20) Gip,q,s8)= 


ee RE 4») iE a :8), o> 
aVa sat) Te” Wt V% Fey BP 954), 
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Nach (10) und 1.4 (9) ist aber 
ay Peay r(5)r(°54)~s2rr(8) (FF): 


Ferner gilt die Formel von Gauss-LEGENDRE 











(22) Vx I'(s) = ear(s)r(-> ). 


Aus (20), (21), (22) ergibt sich nun 
4.21. In der Halbebene a > | gilt 


1 1 - 
G(p, 93 8) = g5—1 a—1 * yx > ra H (p, q, 8) « 


4.22. Aus 4.19 und 4.21 folgt: In der Halbebene o > 1 gilt 
[J e@.»: 8)dw, — +n ray Hs) 


5. Beweis von Satz 5 


5.1. Nach 2.6 fiihrt jede Translation 7' + E genau eine Geoditische auf 9 
in sich selbst tiber; diese invariante Geoditische a7 heiBe die Achse von 7’. 
Offenbar gilt 


(1) ayn =ay, fir m+0 
(2) agrs-1= S(az). 


Eine Geodatische a heiBe Achse der Gruppe A, wenn a = ap fiir mindestens 
ein T ¢ A — E. Aus der Diskontinuitaét von A folgt leicht"®): 

5.2. Es sei a eine Achse von A. Dann ist A {a} = {7'| 7 ¢€ A, T (a) = a} eine 
zyklische Untergruppe unendlicher Ordnung von A. 

5.3. Ein Element P ¢ A heiBe Primelement, wenn es keine Darstellung 
P= Q" mit n> 1 und Q¢ A besitzt. Das Inverse eines Primelementes und 
die zu einem Primelement konjugierten Elemente von A sind offenbar ebenfalls 
Primelémente; eine aus Primelementen bestehende Klasse konjugierter 
Elemente von A mége Primklasse heiBen. 

Aus 5.2 und (1) folgt sofort: Ein Element P ¢ A — £ ist genau dann Prim- 
element, wenn es eine Erzeugende der zyklischen Gruppe A {ap} ist; jedes 
Element T ¢ A — E besitzt genau eine Darstellung 7 = P", in welcher n = 1 
und P ein Primelement ist. Die dadurch eindeutig bestimmte natiirliche 
Zahl »(7') = n heiBe die Vielfachheit von 7’. 

Sind S, 7’ + E konjugierte Elemente von A, so ist offensichtlich »(S)= »(7’). 
Daher kénnen wir fiir jede Klasse ® + {£} konjugierter Elemente von A ein- 
deutig definieren : 


(3) y(M)= +(T), Te®@. 


38) Val. z. B. [4], pag. 29, Lemma 7 (a). 
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5.4. Ist ® irgendeine Klasse konjugierter ‘Elemente von A und n => 1, so ist 
offenbar 
(4) @— {T"|T € OD} 


wieder eine volle Klasse konjugierter Elemente. Aus 5.3 folgt nun: Jede Klasse 
® + {EF} besitzt genau eine Darstellung ® = /7*, in welcher n = 1 und J7 eine 
Primklasse ist; dabei ist n = »(®). 

5.5. Wir definieren jetzt fiir jede Homotopieklasse 13 + © 
(5) »(B) = (Dy) . 
Da die in 1.2 erklirte Zuordnung Y -—- ®y, die Menge aller Homotopieklassen 


% + O umkehrbar eindeutig auf die Menge aller Klassen ® + {2} konjugierter 
Elemente von A abbildet und offensichtlich die Eigenschaft 


(6) Dy, = DR, n21 


besitzt, so folgt aus 5.4: Eine Homotopieklasse J ist genau dann primitiv im 
Sinne von 1.1, wenn »(J) = 1, i.e. wenn My eine Primklasse ist. Jede Homo- 
topieklasse 3 + © besitzt genau eine Darstellung I = ", in welcher n = 1 
und % primitiv ist; dabei ist n = »(QD). 

5.6. Es sei A = {ap| 7 ¢ A — E} die Menge aller Achsen von A. Wegen (2) 
wirkt A als Permutationsgruppe auf A. Wir heiBen nun zwei Achsen a,, a,¢ A 
aquivalent, wenn es ein solches S € A gibt, daB a,= S(a,). Da dieser Aquivalenz- 
begriff offensichtlich symmetrisch, reflexiv und transitiv ist, bewirkt er eine 
Einteilung von A in Aquivalenzklassen. 

5.7. Es seia,€ A,n=1,2,... ; ein Reprasentantensystem dieser Klassen- 
einteilung von A, und es sei P, eine Erzeugende der unendlichzyklischen 
Gruppe A {a,}. Dann ist {P"\n=1,2,... ;m-+0} ein Reprasentanten- 
system aller Klassen ® + {£} konjugierter Elemente von .1. 

5.8. Beweis: Wir haben zu zeigen: 

(a) Zu jedem 7' ¢€ A — E gibt es einen Index n, eine ganze Zahl m + 0 und ein 
S ¢A derart, daB STS-1= P”. 
(b) Aus Pr! = SPit S-!, m,, m, + 0, S € A folgt: ny= ny, m= my. 

ad (a): Offenbar gibt es einen Index n und ein S ¢ A so, daB S(az) = an. 
Dann ist nach (2) ag7s-: = an, i. e. STS-1€ A {an} = [P,]. Somit gibt es in der 
Tat ein solches m + 0, daB STS-!= P”. 

ad (b): Aus 
(7) Pa = SP S-' 


folgt nach (1) und (2): ap, = S(ap,), i.e. dn, = S(an,). Dann ist aber n,= ny 
und somit ap,,= S(a,,), i.e. S € A {an} = [Pn,J. Somit folgt wegen n,= n, 
aus (7): Poy = Pi. Folglich ist m,= m,, da ja P,, ein Element unendlicher 
Ordnung ist. q. e. d. 
5.9. Es sei 
(8) A=UA {ay}Th; 
° ? 

die Restklassenzerlegung von A nach der zyklischen Untergruppe A {a,}= [Pn]. 
Dann gilt: 
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(a) Zu jedem Element 7' ¢ A — E gibt es zwei Indices n,j und eine ganze 
Zahl m + 0 derart, daB 7 = T;} Paty. 
(b) Aus Ty}, Pm Tn,5,= Taj, Prt Tn,5,, Mr, Me + 0, folgt: m,= ng, j= jo, 


Maja 
m= M;. 
5.10. Beweis von (a): Nach 5.7 gibt es zu jedem 7' ¢ A — E einen Index n, 
eine ganze Zahl m + 0 und ein S ¢ A derart, daB 


(9) T= S-' PFs. 
Zu diesem S und n gibt es nach (8) einen Index j und einen Exponenten / 


derart, daB S = Py T,;. Daraus und aus (9) folgt aber T = T7} P?7,,;. q. e. d. 
Beweis von (b): Aus der Voraussetzung folgt 


Pw= SPes-', S=T, Tr)i,€A, m,m,+0. 


Mh 

Daher ist nach 5.7 n,= n,, m,= m, und somit 

(10) Pri= SP S-1, m +0 

(11) S= T,,;,Trh, - 

Aus (10) folgt nach (1) und (2): ap, = S(ap,), i.e. @n,= S(dn,). Somit ist 
S € A {an,}. Daraus und aus (11) folgt aber wegen (8): j,= j,. q. e. d. 


5.11. Weil das Fundamentalpolygon % von A kompakt ist, folgt aus 3.7 
und 5.9 fir a> 1: 


Sf Gp, p, s)dwo,—4a(g-1)= J ZY 2 {J Coste (Tx} PR Trp, p) dw, 


—_ 


m+0 
(12) p bt Cos~* o( PR Tn; p, Tnjp) dw, 
m+O0 n id 
=) » Dd ff Cos-*o(Prp, p) do, . 
m+0 2 7 Tnj(B) 


Hieraus reg fiir alle Indices n und alle m + 0 
(13) p LL Cos-*e(Pap, p) da, < ff G( Pp, p,a)dw,<co fir o>1. 


7 Trj(S ) 
Wir definieren nun 


? 


3, ist Vereinigungsmenge der paarweise nicht iiberlappenden Fundamental- 
polygone 7’, ;(G). Daher folgt aus (13), daB die Funktion Cos~*o(P""p, p) 
fiir o > 1 absolut integrierbar iiber %,, ist und daB 


a mie Cos~-*o(P" p, p)dw,= ff Cos-*o(P™p,p)dw,, o>1, m+0. 
} ng(B) nm 


Somit folgt aus (12) 
(15) LJ G(p, p, 8) dw — 4n(gg— lj=2 y’ & Inm(8), o>l 


me0 n 
mit 


(16) Inm(8) = [f Cos-*o(P"p, p)dw,, m+0, o>1. 
Bn 
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5.12. Zur Berechnung von J,,,,(8) fiir festes n kénnen wir nach 2.6 auf $ 
ein Poincarésches Koordinatensystem 


z(p)= 2 (p) + t2(p), —o<2(p)<+e, 2,(p)>0 
in solcher Weise einfiihren, daB 


(17) z(Pap) =az(p), a>l. 
Dann gilt nach 2.6 


‘ m m i 
(18) Coso(P”p, p) = 1 + (Cos u(P™)—1)(14 Alp) ) 
(19) log « = u(P») = ate ° 


Da [P~"] = [Pa] = A {an} = A {ap,} = A {ap—}, so sind P, und P~! nach 5.3 
Primelemente, und es gilt daher »(P™”") = |m|. Somit folgt aus (19): 

> _ #(PR) 

(20) loga = (P=) 

5.13. Aus (8) und (14) folgt leicht, daB G,, ein Fundamentalbereich der 
zyklischen Gruppe A {a,} = [P,] ist. Nun ist aber der Integrand von J,,,, (8) 
offensichtlich automorph beziiglich dieser Gruppe. Daher andert sich der Wert 
des Integrals nicht, wenn wir den Integrationsbereich @,, durch irgendeinen 
andern (meBbaren) Fundamentalbereich der Gruppe A {a,} = [P,] ersetzen. 
Wegen (17) ist offenbar 


(21) Be = {p|— o< 2,(p) << + w,1 <5 2,(p) < x} 


ein solcher Fundamentalbereich. Somit gilt 


(22) I,m (8) = [f Cos-*o(P"™p, p)dw,, ¢>1, m+. 
Re 


Beachten wir noch, daB nach 2.1 (1) dw, = 2;*dx,d xz, so folgt aus (18), (21) 
und (22) 


(23) Inm(8)= { Inm(%e, 8) ry 2dz,, ¢>1, m+0 
1 
mit 


Jaul%p2) = | 1 + (Cosu(P™) —1) (1+ <3 ) “dz,, «> 0. 


- 0 


Fiihren wir im Integral J,,,, die Substitution 2,= x, 7 aus, so kommt 


Cosy (P")—1 
Cos (P%) 


J nm (2g, 8) = X,Cos~* u(P™) | (1 { x?) dz. 
Fiihren wir endlich noch die Substitution 
Cos (P™) ): 


» trol, Cosp( Px) —1 


aus, so erhalten wir unter Verwendung einer Formel aus der Theorie der 
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Gammafunktion"*) 


+ 00 
Inm(ty 8) = 24 ( gag paye-z)' Cosm*e(Pa) [+ ytdy 


Cosu(PP) \tn ts 
= %4( Coma (Pay 1) Cm *(PRV TG 
Hieraus und aus (23) folgt unter Beriicksichtigung von (20) 


(PR) (_ Cosu(PS) \i an — I(s—}) 
Tam(t) = oopey (Com (Papnr) Cost m(Pa) Va pe) m+0, o>. 


Somit folgt aus (15) 
- + re) 
yx I'(s—}) [ | 400, 9:9) do - 4/099 | Fe—p 
>(PS) Gos u (P=) — 





P'(s—4) 














z)* Cos~*u(Pm) , 
m+0 n 


Daher gilt wegen 5.7 und (3) 

Se r'(s) 

yx Te—W [foe pi 8) dw — 4/2 g— VF ay 

a u (®) ( Cos u (®) 
0+ (EB) v(®) \ Cos u(®)—1 
Wegen 1.2 (2) und 5.5 haben wir damit bewiesen : 
5.14. In der Halbebene o > | gilt 

1 I'(s) T(s) | 

yx Te—-) [| oe. p; 8) da — 4)/n (9g— 1) Te—) 


yy HB (_ Coon) Vio. 
(Goonies r) Cos~* 4 (WB) - 








)' Cos~* u(®) . 


go v (B) 
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Eine Verallgemeinerung des Problems der Cesarokurven 
Von 
H. Brauner in Wien 


Wird das begleitende Dreibein einer Raumkurve lings dieser bewegt, so 
beschreibt jede im Dreibein festgehaltene Gerade bei dieser Bewegung eine 
gewisse Strahlflache, die fiir alle Geraden in der rektifizierenden Ebene mit 
Tangentenrichtung sowie fiir zwei gewisse Minimalgeraden T'orsen (also Strahl- 
flichen von konstantem Drall null) sind. E. CesAro [1] hat die Frage nach 
solchen Kurven aufgeworfen, bei denen auBer diesen genannten Geraden noch 
andere existieren, die bei Bewegung des begliuitenden Dreibeins Torsen er- 
zeugen. Dieses Problem fihrte ihn auf die sog. Cesdrokurven, die dadurch 
charakterisiert sind, daB zwischen ihrer Kriimmung und Torsion eine quadra- 
tische Gleichung mit konstanten Koeffizienten und ohne absolutes Glied 
existiert. E. Sackowsk1 [2] hat gezeigt, daB die Zugehérigkeit zur Klacse der 
Cesarokurven nur eine notwendige Bedingung darstellt und daB in einigen Aus- 
nahmefiallen. bei Cesarokurven keine zusatzlichen Geraden existieren, die auf 
Torsen fihren. 

Diese Fragen wurden von E. Kruppa [3] insofern verallgemeinert, als er die 
Bewegung des begleitenden Dreibeins einer windschiefen Strahl fliche zugrunde 
legt. Eine andere Verallgemeinerung, die hier betrachtet werden soll, entsteht, 
wenn man nach allen im Dreibein einer Raumkurve festen Geraden fragt, die 
bei Bewegung des Dreibeins Strahlflachen von konstantem Drall iberstreichen. 
Diese Fragestellung wurde durch die Entdeckung einer Reihe von Eigenschaften 
solcher Flachen nahegelegt [4]. 

Zunachst werden jene Geraden erfaBt, die bei allen Raumkurven auf Strahl- 
flachen konstanten Dralls fiihren und dann jene Kurvenklassen genauer unter- 
sucht, wo zuséitzliche Geraden dieser Art existieren. Diese Kurven sind not- 
wendig wieder Cesdrokurven; in den einzelnen Fallen werden vor allem die 
interessanten Konfigurationen jener im Dreibein fester Geraden betrachtet. 
Diese Untersuchungen enthalten die urspriingliche Cesarosche Fragestellung 
als Sonderfall, fiir die ebenfalls eine Reihe neuer Tatsachen angefiihrt wird; 
insbesondere zeigt sich bei Aufsuchung der hinreichenden Bedingungen, daB 
SaLKowskKI eine Type von Cesarokurven in seiner Aufzéhlung iibersehen hat, 
bei denen keine zusitzlichen Geraden existieren, die bei Bewegung des Drei- 
beins auf Torsen fiihren. 

1. Ist eine Raumkurve c durch den Ortsvektor r(s) als Funktion ihrer 
Bogenlange s gegeben und bedeuten t, b, b den Tangentenvektor, Hauptnormal- 
vektor bzw. Binormalvektor von ¢ (die in dieser Reihenfolge ein Rechts- 
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system bilden mégen), so beschreibt jede im begleitenden Dreibein {t, b, b} fest- 

gehaltene Gerade g bei Bewegung des Dreibeins lings c eine Strahlfliche O 

X(s, v) = x(s) + pt(s) + q b(s) + rb(s) + v(at(s) + B b(s) + y b(s)) = 
= n(s) + ve(s). 


(1) 


Die (konstanten) Zahlen p,qg,r bestimmen dabei einen im Dreibein festen 
Punkt Y auf g und die (konstanten) GréBen «: 8: y den im Dreibein festen 
Richtungsvektor e von g. Ist ¢ ein Einsvektor bzw. ein isotroper Vektor, so gilt 


(2) e2= af + 62+ y2=1 bzw. ¢c?= a?+ f+ 7*=0. 
Y Y 


Der Drall d der Flache @ ist gegeben durch d = (¢¢5) : é? und dafiir ergibt sich 
nach (1) (wenn x und tr die Kriimmung bzw. Torsion von c ist) 


(3) Ax?+ Br?+ Cxutr= Px+ Qr. 

Fiir die nur dem Verhaltnis nach bestimmten Koeffizienten in (3) erhaélt man 

A:B:C:P:Q= [y(qa — pB) — d(a?+ f?)]:[a(rB — qy)—d(f? + y*)]: 
: [a(qa — pB) + y(rB—qy) + 2ayd): ay: — (f+ y*). 


Wir legen das Dreibein {t, h, 6} eines festen Kurvenpunktes X in die 
Achsen eines kartesischen Parallelkoordinatensystems (zx, y,z). Die Gerade g 
besitzt dann die Pliickerschen Strahlkoordinaten 


(4) 


(5) Py: Po: Py: Py: Ps: Pe= %:B: y: (Gy — 7B): (ra — py): (pB — qa) 


und aus (4) wird 


0A = —p,pe— (pi + ps), OC = —PyPo— PsPat+ 24p,p; , 

oB= —pypy— (pp + pi), @eP= PPPs, EQ= —(Pi+ pi) - 
Wir fragen nun nach solchen im Dreibein von c festen Geraden, die bei 
Bewegung des Dreibeins lings c Strahl flichen © von konstantem Drall d iiber- 


streichen; solche Geraden sollen im folgenden kurz ,,d-Geraden‘“‘ genannt 
werden. Fiir ihre Pliickerkoordinaten erhalt man aus (3) und (6) 


(6) 


9 
ra 
> 


(7) | A PaPot TPPat *T(PPo+ PaPa) + *PrPs— t(PE + p3) + 
+ d[x? (pj + 3) + T° (p3 + p§) — 2xtp,p3]= 0. 
Bei festem d ist das ein quadratischer Strahlkomplex K(d). Bewegt man das 
Koordinatensystem durch 
gus SE eet ne Pee = EE Ree 
: V+? : y=yr x?+7? ’ da Vx? -+ tr? 


(8) 


in eine solche Lage (z’, y’, z’), daB die z’-Achse in die rektifizierende Kante k 
fallt, der Ursprung in den Schnittpunkt der Hauptnormalen mit k und die 
x’z'-Ebene parallel zur rektifizierenden Ebene wird, so lautet der Komplex 
K (d) 


: - , U , , 
(9) woe d) (pi> + 2") — P3Po= 0. 
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Das ist der Tangentenkomplex einer euklidischen Schraubung um die rektifi- 
zierende Kante k vom Parameter a8 — d. Variiert d, so erhalt man oo! ko- 
axiale Schraubungen, unter denen fiir d = 0 die oskulierende Schraubung von c 
vorkommt?). 

Satz 1: Die d-Geraden einer Kurve gehéren dem Tangentenkomplex einer 
Schraubung um die rektifizierende Kante vom Parameter ww — dan. 

Um fiir eine gegebene Kurve c die d-Geraden aus dem Komplex K (d) aus- 
zusondern, dienen die Gleichungen (3) und (6). Besteht zwischen Kriimmung 
und Torsion von c keine quadratische Beziehung der Form (3), so miissen simt- 
liche Koeffizienten verschwinden und das liefert unter Beachtung von (2) 
und (6) zu jedem Wert von d zwei isotrope Lésungen 


(10) Py:..-:pe= 0:1: +4:0:d: tid, 
sowie auBerdem fiir d= 0 
(11) Pi:---:pe=1:0:0:0:7:0. 


(10) stellt bei variablem d die Minimalstrahlbiischel in den beiden Minimal- 
ebenen durch die Tangente dar, (11) alle zur Tangente parallelen Geraden der 
rektifizierenden Ebene. Kurven, bei denen eine quadratische Beziehung der 
Gestalt (3) existiert, sind als ,,Cesdrokurven‘‘ bekannt. Nur bei ihnen kénnen 
auBer den oben genannten d-Geraden (die sich stets ergeben) noch zusétzliche 
existieren. 

Satz 2°): Jede Raumkurve besitzt fiir jeden Wert von d zwei die Tangente 
normal schneidende isotrope d-Geraden, die von der Normalebene den Abstand 
+id und gegen die Schmiegebene die Béschung +1 besitzen; auBerdem sind alle 
zur Tangente parallelen Geraden der rektifizierenden Ebene 0-Geraden. Die 
einzigen Kurven, bei denen noch zusdtzliche d-Geraden existieren kénnen, sind die 
Cesarokurven. 

2. Im folgenden sollen die bei Cesarokurven zuséitzlich existierenden 
d-Geraden untersucht werden und als ,eigentliche d-Geraden“ bezeichnet 
werden. Ob (3) fiir die Existenz eigentlicher,d-Geraden auch hinreichend ist, 
muB erst geklart werden. 

Sei nun c eine Cesdrokurve. Die sie bestimmende Gleichung (3) ist dann 
reduzibel, wenn die rechte Seite der Gleichung ein Teiler der linken ist. Das ist 
der Fall, wenn 


(12) A=A@-CPQ+ BF=0 
gilt und (3) nimmt dann die Gestalt an 

(13) (Px + Qtr) (ax + br -—1)=0 
mit 

(14) A=Pa, B=Qb, C= Pb+ Qa. 


die bei Bewegung des Dreibeins auf Torsen fiihren. 
*) Diesen Satz habe ich bereits in [4] abgeleitet. 
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c besteht dann aus einer Béschungslinie und einer Bertrandkurve. Wir setzen c 
zunachst als nicht reduzibel (A + 0) voraus. 

Wir untersuchen die eigentlichen d-Geraden einer nicht reduziblen Cesdro- 
kurve, fir die P + 0 gilt (,,allgemeiner Fall‘). Infolge (6) ist mit P + 0 auch 
P+ 0, ps 0 und man erhilt aus (6) 


K, ... Apyps3+ Ppsp.+ d Pp? + p2) = 0, 
(15) K,... Bp, p3+ Pp,py+ dP (ps + pi) = 0, 
K, ... P(pi + p?) + Qp,ps= 0. 


Jede dieser Gleichungen stellt einen quadratischen Strahlkomplex dar. Eine 
Untersuchung zeigt, daB (fiir d +0) K, der Tangentenkomplex einer eukli- 
dischen Schraubung vom Parameter d um die zur Binormale parallele 
Gerade x= 0, y= —A: P der Normalebene ist, K, der Tangentenkomplex 
einer euklidischen Schraubung vom Parameter d um die zur Tangente parallele 
Gerade z= 0, y= B: P der Schmiegebene und K, der Treffgeradenkomplex 
eines Fernkegelschnittes. Die Komplexkegel von K, sind orthogonale Kegel; 
sie werden von den Parallelebenen zur Normalebene in Kreisen geschnitten, 
die die Schmiegebene in Punkten der Tangente von c beriihren. Die eigentlichen 
d-Geraden von c sind die gemeinsamen Strahlen dieser drei quadratischen 
Komplexe mit dem Komplex K (d). Aus K, erhalt man p, zu 


A d 
(16) Po= — pPi- >, (Pi + Pe)» 
weiters folgt aus K, und K, 
(17) Pp.= (dQ — B)p,. 


Die eigentlichen d-Geraden gehéren also einem Gebiisch um die zur Tangente im 
Abstand (dQ — B): P parallele Gerade der Schmiegebene an. Aus (6) erhalt man 
ferner die Beziehung 


(18) P(p,Pe+ PsP4) + (C — 2d P)p,p,= 0. 


Setzt man hier (16) und (17) ein und eliminiert p, unter Verwendung von K,, 
so erhalt man fiir 


(19) A= Py: Ps 
die Gleichung 
(20) dP}#*?+ (A —dQ) A+ (Pd—-C)A+ B-dQ=0. 


Denken wir uns im folgenden die Lésungen dieser kubischen Gleichung 
bestimmt, so erhalt man unter Verwendung von (6), (17), (18), (19) fiir die 
Pliickerkoordinaten der eigentlichen d-Geraden 


QA+P dQ-—B 
Pi: Pe: Ps: Pa-Ps: Po= A: /- a $i 3 


(21) pe V-oree dP i+ (4+ B-2dQ)A-aP): 


: Fh ad Pats (A -dQa-aP}. 
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Das sind fir d + 0 sechs Geraden, die paarweise zur Hauptnormalen symme- 
trisch liegen und die Schmiegebene in Punkten der zur Tangente parallelen 
Geraden z = 0, y= (dQ — B): P durchsetzen. Ist speziell d = 0, so reduziert 
sich (20) zu 

(22) A#-—CA+ B=0 


und dies fihrt unter Verwendung von (21) auf vier 0-Geraden®*). 

(21) liefert nur dann keine Geraden, wenn samtliche Pliickerkoordinaten 
verschwinden. Das ist fir P +0 nur dann méglich, wenn QA + P= 0 und 
damit wegen des Komplexes K, auch p,= 0 gilt. In diesem Fall erhalt man 
namlich aus (6) 

(23) d(P?+ Q@) —- Q(A + B)=0 

und daher ist auch dP4?+ (A + B—2dQ)4—dP=0. Andererseits folgt 
aus (20) mitA= —P:Q 

(24) d(P?+.@)?-— Q(AP?4 CPQ+ PQ@)=0. 

(23) und (24) sind nur dann vereinbar, wenn 4 = AQ*— CPQ+ BFP*=0 
gilt, die Cestrokurve also reduzibel ist. 

Satz 3: Zur rektifizierenden Ebene parallele eigentliche d-Geraden kénnen nur 
bei zerfallenden Cesdrokurven existieren. 

Wir fragen nun speziell nach isotropen eigentlichen d-Geraden. Unter Be- 


ricksichtigung von (2) folgt aus (21) ‘ 


(25) a(a—$¥)=0 

und wegen P +0 ist 4+ 0 und daher PA — Q= 0. Dies liefert eingesetzt 
in (20) 

(26) P(A@—CPQ+ BF*)= PA=0, 

d. h. die Cesarokurve zerfallt, 

Satz 4: Bei einer nicht reduziblen Cesarokurve mit P + 0 existieren keine 
isotropen eigentlichen d-Geraden. Zu jedem Wert von d + 0 gibt es sechs (reelle 
oder komplexe) eigentliche d-Geraden, fiir d = 0 vier. 

LaBt man d variieren, so erhalt man eine von allen eigentlichen d-Geraden 
gebildete, mit dem Dreibein fest verbundene Strahl fliche 2. Die Spurkurve 
dieser Strahlfliche 2 in der Schmiegebene (z = 0) ergibt sich aus (21) zu 
(27) 2= > y- ai [dP H+ (4+B-2dQ)A-dP}, y= “25% 


wobei fiir die Parameter 4 und d nach (20) gilt 











—AM+CA—B 
(28) d= G+) (PA—Q) 
Aus (27) und (28) erhélt man unter Verwendung des rationalisierenden 
Parameters 
—;— 
2) ‘= /- ai 





*) Die fiir d = 0 giiltige Gleichung (22) findet sich schon bei Satkowsxr [2]. Eine 
explizite Darstellung der Lisungsgeraden fiir d = 0 [analog zur Darstellung (21)]} diirfte 
bisher in der Literatur nicht vorkommen. 
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fiir die Spurkurve von 2 in homogenenen Koordinaten z= 2: x, y= 22: %, 
z= 23: 2% eine Gleichung der Bauart 

(30) Lg: Ly: Ly: Le= EP? (é?) : PA (e?) : (02+ 1) PR): 0, 

wobei J}* (é?) ein Polynom k-ten Grades in f* bedeutet. Diese zur Hauptnormale 
symmetrische, rationale Kurve 8.Ordnung besitzt fiir t= 0 und t= co im 
Fernpunkt der Tangente von c je einen einfachen Punkt; die restlichen sechs 
Fernpunkte errechnen sich aus }3*(¢?) = 0. 

Die Strahl fliche Q ist durch eine Korrespondenz zwischen dieser Kurve 
8. Ordnung und dem zum Komplex K, gehérigen Fernkegelschnitt 
(31) Lo: Lj: Ly: X= 0: —P(1 + &): Qt: QF 
bestimmt, die, wie sich aus (30), (29), (20) ergibt, eine (1,1)-Korrespondenz ist, 
in der der Fernpunkt der Tangente von c belegt mit dem Parameterwert ¢ = 0 
selbstentsprechend ist. Das Erzeugnis dieser Korrespondenz ist daher eine 
Strahl fliche 9. Grades, die zur Hauptnormale axial symmetrisch ist und die 
Schmiegebene aufer in der obigen Kurve 8.Ordnung noch in dem Tangente 
von ¢ schneidet. Ihre Fernkurve ist der Fernkegelschnitt (31), die Ferngerade 
der rektifizierenden Ebene und weitere sechs Ferngeraden. 

Satz 5: Die eigentlichen d-Geraden einer nicht reduziblen Cesarokurve mit 
P +0 erfiillen eine zur Hauptnormale axial symmetrische, rationale Strahl- 
fliiche 9. Grades. 

3. Nun ist noch die Diskussion jener nicht zerfallenden Cesarokurven aus- 
stindig, fiir die P = 0 gilt. Wegen (6) ist dann p,p,= 0, d. h. die eigentlichen 
d-Gereden sind entweder zur Schmiegebene oder zur Normalebene oder zur 
Hauptnormale parallel. 

Es sei zunichst P = p,= 0, p,+ 0. Aus (6) folgt dann 


(32) d= B:Q, 


d. h. alle eigentlichen d-Geraden fiihren auf Strahlflachen vom gleichen kon- 
stanten Drall B: Q. Aus (6) folgt ferner die Parameterdarstellung 


Py: «+»: Pe= 9: Qu?: Qu:Cu(u? + 1): — [p?(A — B)+ A}: 
> [w?(A — B) + A). 


Die eigentlichen d-Geraden erfiillen daher eine konoidale Strahl fliche 3. Grades 
®, deren Gleichung nach (33) lautet 


(34) [AC—(A— B)(C— Qy) P+ Q@ [Cx + (A — B)z}[x(C — Qy) | Az] =0. 


(33) 


® besitzt die Ferngerade der Normalebene als einfache Leitgerade und die 
die Hauptnormale im Punkt y= BC: Q(B -— A) normal schneidende Gerade 
der Béschung C : (B — A) gegen die Schmiegebene zur doppelten Leitgeraden. 
® schneidet die rektifizierende Ebene in ihrer Ferngeraden und einer Hyperbel, 
die den Ursprung als Mitte und eine zur doppelten Leitgeraden parallele 
Asymptote besitzt. ® besteht daher aus allen im hyperbolischen Netz der 
beiden Leitgeraden enthaltenen Strahlen, die diese Hyperbel treffen; sie ist 
von 8. Art ({5] 8. 196) und fiir A(B — A) < 0 vom J. Typ, fiir A(B — A) >0 
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vom JI. Typ. Ihr Normalri8 auf die Normalebene ist (iibrigens unabhangig 
vom Wert von B) eine Parabel, deren Brennpunkt im Ursprung und deren 
Scheitel auf der Hauptnormale im Punkt y= C: Q liegt. In (33) kommen fir 
Q* u*(u?+ 1) = 0 isotrope d-Geraden vor; wegen e + 0 ist u +0, u?+1=0 
aber fiihrt auf die isotropen Geraden (5), d.h. es gibt keine eigentlichen iso- 
tropen d-Geraden. 

Wir betrachten einige Sonderfiille, in denen c nicht reduzibel wird. Ist 
C = 0, so wird ® ein gerades Konoid mit der Tangente als doppelte Leitgerade. 
Ist A = B(+0), so ist ® eine Cayleysche Strahl fliiche 3. Grades von 11. Art 
({5], 8. 196), die in einem parabolischen Netz um die Ferngerade der Normal- 
ebene enthalten ist. Die Ferngerade der rektifizierenden Ebene ist Fernerzeu- 
gende, die Striktionslinie speziell eine kubische hyperbolische Parabel (vgl. [5], 
8. 200). Ist auBer A = B noch C = 0, so erfiillen die eigentlichen d-Geraden 
jene Strahlschar 2. Grades auf dem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid 


(35) Az— Qzry=0, 


die die Hauptnormale enthilt. Ist insbesondere B = 0, so sind nach (34) alle 
eigentlichen d-Geraden speziell 0-Geraden und c ist eine Kurve der von 
J. ANDRADE untersuchten Art [6], ({2], 8. 537) 


(36) Axvt+ Cxt= Qr. 
® lautet in diesem Fall 
(37) A?y? + (Cx + Az)®*— Qry(Czx + Az)=0; 


sie schneidet die rektifizierende Ebene in ihrer doppelten Leitgeraden, ist vom 
I. Typ und kann konstruktiv unter Verwendung der UmriSparabel auf die 
Normalebene erzeugt werden. Ist auBer B= 0 noch C = 0, so ist die T'orsion 
von c proportional zum Quadrat der Kriimmung. ® besitzt dann jene metrisch 
spezielle Form, bei der die drei Ferngeraden ein Poldreieck des absoluten 
Kegelschnittes bilden (vgl. [5], S. 199). 

Nun untersuchen wir den Fall P = p,= 0, p,+ 0. Aus (6) folgt 


(38) d= A: Q(1 + p*) 
und die Parameterdarstellung 
(39) Py. +3 Pe= Qur(1 + w?): Qu(1 + w*): 0: [B(L + w*) — A): 


:—mp[B(1 + p*) — A): C(1 + p*). 
Das ist eine konoidale Strahl fliche 4. Grades Y mit der Darstellung 


ov. “ 1 A— B(1 + p*) 
iam | Oo ae y= - 
Qu Vi+ 
und der Gleichung 


Qz(x2+ y*) ((B — A)x + Cz] + Q@y[Cxz(3.4 — 2B) — 2C%2? 4. 
(41) -(B— Ay? + (B— A) B2*) + CQ[C*2*- 
+ BCaz—2B(B— A)y¥)+CBy=0. 
3 


(40) 


Nite? 7 Ons e 


Math. Ann. 1338 
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Zu jedem Wert von d gehéren zwei zur Hauptnormale symmetrische Erzeu- 
genden parallel zur Schmiegebene. Der Umri8 dieser Flache auf die Schmieg- 
ebene ist die Parabel 


(42) Q2?- 4Cy=0. 
Y besteht aus allen Sehnen der Raumkubik k 
AC BC 








(43) %: 4: 2 %= Q(*#+ 1):—— t:(C# + ——a) : t[(A — BP - B), 


die die Ferngerade der Schmiegebene treffen ; sie ist daher nach der Sturmschen 
Einteilung von JV. Art ({5), 8. 255). & ist eine zur Hauptnormale symmetrische 
kubische Ellipse durch den Fernpunkt der Binormale, deren Scheitel der 
Punkt (0, —CB: Q(A — B), 0)‘und deren Normalri8 auf die Schmiegebene 
der Kreis 
(44) Q?(B — A) (z*?+ y*) — QC(2B-— A)y+ BC?=0 
ist. Aus (39) folgt, daB es keine isotropen eigentlichen d-Geraden gibt. 

Wir betrachten einige Sonderfiille, in denen c nicht reduzibel wird. Ist 
A= B(+0), so wird die Doppelkurve von ¥ die gleichseitige Hyperbel 
(45) @az+AC=0, y=C:Q; 
sie schneidet die Fernleitlinie der Flache im Fernpunkt der Tangente von c. 
Diese Fernleitgerade ist nun selbst Flachenerzeugende (u = 0), und zwar Torsal- 
linie zweiter Ordnung. Die zugehérige Torsalebene ist die Schmiegebene. Die 
Strahlflache ist daher von VJ. Art ([5], 8. 264). Ist C = 0, so ist V ein gerades 
Konoid mit der Binormale als dreifache Leitgerade. Seine Gleichung lautet 
nach (41) 
(46) Qaz(x?+ y*) + y[B(x*+ ¥) -—Ay*]=0. 
Dieses Konoid wird durch eine (1,3)-Korrespondenz zwischen der Binormale 
und der Ferngeraden der Schmiegebene erzeugt und ist daher vom X. Typ 
((5], S. 265). Eine Flache derselben Art entsteht fiir B = C = 0, also fiir eine 
Kurve c, deren Torsion proportional dem Quadrat der Kriimmung ist. Ist auBer 
C = 0 speziell A = B(+0), so wird aus (46) 
(47) Qz(227+ y?)+ Ary=0. 
Das ist ein Pliickerkonoid von der Héhe —A : Q, dessen Mittelerzeugenden in 
der Tangente und Hauptnormale liegen. Die oskulierenden Schraubungen einer 


solchen Kurve c besitzen den konstanten Parameter A : Q. 
Ist nun P= p,= p,= 0, so folgt aus (6) 


(48) oA=-dp}, oB=-dp;, C=0, 0Q=-p}, 
d. h. es liegt eine Cesarokurve der Bauart A (x*+ 1t*) = Qt vor, deren oskulie- 
rende Schraubungen samtlich den konstanten Parameter A: Q besitzen. In 
diesem Fall sind alle «* zur Hauptnormale parallelen Geraden eigentliche 
d-Geraden zum Wert d= A: Q. 

Satz 6: Bei nicht reduziblen Cesarokurven mit P = 0 gibt es keine eigentlichen 
isotropen d-Geraden. Zu jedem Wert von d + 0 existieren zwei zur Hauptnormale 
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symmetrische und zur Schmiegebene parallele eigentliche d-Geraden, die in ihrer 
Gesamtheit eine konoidale Strahl fliiche 4. Grades bilden. Fiird = B: Q existieren 
auferdem co zur Normalebene parallele eigentliche d-Geraden, die eine konoidale 
Strahl fliche 3. Grades erfiillen. Speziell bei den Kurven A= B, C = 0, deren 
oskulierende Schraubungen den konstanten Parameter A: Q besitzen, erfiillen 
alle eigentlichen d-Geraden fiir d + A: Q ein Pliickerkonoid um die Binormale 
mit der Schmiegebene als Mittelebene; fiir d= A: Q sind alle oo* zur Haupt- 
normale parallelen Geraden sowie eine zur Normalebene parallele Strahlschar 
2. Grades auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid eigentliche d-Geraden. 
4. c sei nun eine reduzible Cesdrokurve ; nach (13) gilt dann 
(Px + Qtr) (ax + br-1)=0. 


Wir untersuchen zuniachst den ,,allgemeinen Fall“ P + 0. Fiir die eigentlichen 
d-Geraden gilt (20) und nach (13) daher 


(49) (PA — Q) [aA — 6+ d(4#+ 1))=0, 
wobei die Bezeichnung (19) verwendet wird. Analog zn (21) erhalt man 


QA+P , Q } 
— = 1:5 (4-6): 





Pi: Po: Ps: Pa: Ps: Pe= ay 


(50) :V—gace [ar - (2a $- a -0 S)a-a] : 
:[aa — #) —(a—aZ)a]. 


Diese Darstellung versagt nur, wenn p,= QA + P= 0 gilt, also zur rektifi- 
zierenden Ebene parallele eigentliche d-Geraden vorliegen. (50) liefert dann 


isotrope Geraden, wenn 4?— ——,— + 1 = 0 gilt und daher wegen P+0,A+0 


(51) A=Q:P. 


Nach (13) besteht c aus einer Béschungslinie und einer Bertrandkurve, wobei die 
erstere speziell eine ebene Kurve (P = 0), die letztere ein windschiefer Kreis 
(b = 0) oder eine Kurve konstanter Torsion (a = 0) sein kann. Man erhilt die 
eigentlichen d-Geraden dieser beiden Kurvengattungen aus (50), wenn man im 
Falle der Béschungslinien P : Q konstant und a und 6 variabel, im Falle der 
Bertrandkurven a und } konstant und P: Q variabel setzt. 

Wir betrachten zuniachst die Béschungslinien und setzen 


(52) a=p,, b= ps. 
Aus (50) folgt, daB simtliche d-Geraden eine Strahlkongruenz bilden, die im 
Strahlgebiisch mit der Achse q 


P Q 
(53) Hi+--:G= @ :0:—-1:-pd:0:d 
enthalten ist. Diese Achse g schneidet die Hauptnormale von ¢ normal im 
Punkt y = —dQ: P und besitzt gegen die Schmiegebene die Boschung — Q: P. 
AuBerdem sind alle d-Geraden im Schraubtangentenkomplex K (d) enthalten; 
die Kongruenz aller eigentlichen d-Geraden besteht daher ans allen Komplez- 
3* 
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kegeln von K(d), deren Spitzen auf q liegen*). LaBt man d variieren, so erhalt 
man einen Strahlkomplex, dessen Gleichung in jenem Koordinatensystem 
(z’, y’, 2’) mit der rektifizierenden Kante & als z’-Achse, das aus dem (z, y, z)- 
System durch die Bewegung (8) entsteht, nach (9) und (53) lautet 
(54) (Pps — Qps) (pi? + Ps*) — PsPo(Pi + Ps) = 0. 

In der zu einem festen Wert von d gehérigen Kongruenz von eigentlichen 


d-Geraden liegen auch isotrope Geraden, die man unter Beachtung von (51) 
erhalé zu 


Pp 
a:..ine$:V—-S :1:-9(@- pw): 





P 

55 ; /- Tk ge - Ee oe B 
(55) GP [-4¢F- 4+ Smt Sem] : 

Y 
Diese Geraden besitzen die von d unabhangige Richtung 
(56) Q:ifP?+ @: P 
und bilden die isotropen Parallelstrahlbiischel in den beiden isotropen Ebenen 
(57) Qz+iVP+ y+ Pz+ia SPs @=0 


durch die Achse g. LaBt man d variieren, so erhalt man zwei Parallelstrahl- 
biindel mit den festen Richtungen (56) als Gesamtheit aller isotropen eigent- 
lichen d-Geraden. 

Satz 7: Sédmtliche eigentlichen d-Geraden einen nicht ebenen Béschungslinie 
erfiillen einen kubischen Strahlkomplex, in dem zwei Parallelstrahlbiindel iso- 
troper Geraden enthalten sind. Die zu einem festen Wert von d gehérigen eigent- 
lichen d-Geraden bilden jene Strahlkongruenz, die aus allen Komplexkegeln des 
Schraubtangentenkomplexes K(d) besteht, deren Spitzen auf einer gewissen, die 
Hauptnormale senkrecht schneidenden Geraden liegen; in dieser Kongruenz 
liegen zwei Parallelbiischel isotroper eigentlicher d-Geraden. 

5. Wir betrachten nun die Bertrandkurven und setzen 


1 . 
(58) w=Q:P, A=zz(-2 +/a?-4d(d-5)). 
Nach (50) erfiillen alle eigentlichen d-Geraden zu jedem der beiden Werte 
von A eine Strahl fliche mit der zur Hauptnormale parallelen Richtebene 
(59) Pi— Aps= 0, 
deren Gleichung nach Elimination des Parameters yu lautet*) 


(60) d®z2+ (b — d)a®— bAaz — (2d — b)*Ay + (2d — b)*(b — d) = 0. 





*) Fiir d = 0 findet sich diese Tatsache schon bei Kruppa [3]. 

5) Diese Gleichung findet sich im Sonderfall d = 0 bereits bei Krupra ([3] S. 330), 
sie ist jedoch leider durch Druckfehler entstellt und sollte in der dortigen Bezeichnung 
‘richtig lauten: 2C, xz — C, 2?— 4C7(C,+ y) = 0. 
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Das ist ein hyperbolisches Paraboloid mit der Hauptnormale als Achse und dem 
Scheitel y= (b — d): 4, x= z= 0, das durch eine Ahnlichkeit zwischen der 
Scheitelerzeugenden x: z= dA: (b — d), y= (b — d): A und der Ferngeraden 
der Richtebene (59) erzeugt wird. LaBt man d variieren, so entsteht eine 
Strahlkongruenz, deren Gleichungen nach (50) und (58) lauten 
(61) p(t + p8) — (@p,+ bp,) (pi + p§) = 
= Pe(Pi + P3) — (ap, — bps) (pi + P§) + Ps(bpi + 2ap,p,— bp3) = 0. 

Die isotropen eigentlichen d-Geraden erfiillen nach (51) mit A= u= P:Q 
die Strahl flaiche 
(62) Py. ++: Pe= we: V—p®—1 :1:p(d —b): 


Vor [(6 — d) uw? + au —d):(d—ayp). 





Sie ist im Gewindebiischel 
(63) Pat (6 - d)p,+ A(p,+ ap,— dp,)= 0 


enthalten. Die Parameterwerte A,,, der beiden singuliren Gewinde dieses 
Biischels berechnen sich aus 


(64) (d — b) —aA + dA*= 0 
und die Tragergeraden q,, g, der beiden Gebiische sind 
(65) 1:0: Aj,,.:(6—d + aA,,,):0: —dA,,,, 


also zwei die Hauptnormale normal schneidende Geraden. Die Gleichung der 
Flache (62) lautet®) 


aty?+ [fy — a)z — baP+ y*(y — a)? + d*[a?+ 22+ 2y(y — a))4 
+ 2d[—azz — bz*— by(y —a)]) + @(6-dP=0. 


Diese Strahl fliche 4. Grades besteht aus allen Geraden des Netzes mit den 
Brennlinien g, und qg,, die den absoluten Kegelschnitt treffen; sie ist daher 
von VJJ. Art ([5], S. 262). LaBt man d variieren, so erhalt man nach (62) und 
(63) die Kongruenz 

(67) api — bp, P+ PiPo— PsPa= Pi + Pi + PE= O 

von isotropen eigentlichen d-Geraden. 

Satz 8: Die eigentlichen d-Geraden einer Bertrandkurve erfiillen, soweit fiir sie 
Pp, + 0 und p,+ 0 gilt, eine (9,9)-Kongruenz; zu jedem Wert von d + 0 gehéren 
zwei Strahlscharen zweiten Grades, die fiir d = 0 zusammenfallen. Die’ isotropen 
eigentlichen d-Geraden erfiillen eine (4,4)-Kongruenz; zu jedem Wert von d gehért 
eine Strahl fliche 4. Grades VII. Art. 

Dies gilt in analoger Weise auch fiir die Kurven konstanter Torsion (a = 0) 
und windschiefen Kreise (b = 0). Nur bei den letzteren tritt bei den 0-Geraden 
eine Spezialisierung ein, weil aus b = d = 0 nach (49) A = 0 und damit gach (10) 
auch P = 0 folgt, also nicht miehr der bisher vorausgesetzte allgemeine Fall 
mit P + 0 vorliegt. 


(66) 


*) Speziell fiir den Fall d — 0 findet sich diese Gleichung schon bei Krupra ([3] 8.330). 
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6. Die Formeln (50) versagen, falls p,= QA + P = 0 gilt, was nach Satz 4 
nur bei zerfallenden Cesarokurven méglich ist. Nach (23) und (14) gilt dann 


pa (Pa + Qb) 


und nach (6) fiir p,+ 0, p,+ 0(P +0) unter Verwendung von A= —P:Q 
Ab— Ab—a 

(69) Pri... Pe= 2:0: -1: SF tpt A Gy. 

Ist c speziell eine Béschungslinie, so ist A konstant und die eigentlichen 

d-Geraden haben die Richtung des Darbouxvektors 


(70) db=ttixb=—+ (Pt—Qb) 


und sind daher normal zur Bezugsebene der Béschungslinie. Jede solche 
Gerade erzeugt bei Bewegung des Dreibeins lings c einen Zylinder. Ist c eine 
Bertrandkurve, so folgt aus (68) und (69) 


(71) d(l1+/*)+aA-—b=0, y=di+a. 


Die zu einem festen Wert von d gehdérigen eigentlichen d-Geraden erfiillen je 
ein Parallelstrahlbiischel in zwei Ebenen normal zur Hauptnormale, fiir d = 0 
ein Parallelstrahlbiischel. LaBt man d variieren, so erhalt man ein parabolisches 
Netz um die Ferngerade der rektifizierenden Ebene. Analoges gilt auch fiir 
windschiefe Kreise und Kurven konstanter Torsion. 

Ist auBerdem P = 0, so ist die Béschungslinie eine ebene Kurve. Fiir sie 
ergeben sich fiir p,= p,= 0 die Normalen ihrer Ebene; ist c eine Bertrandkurve, 
so liefert p,= p,= 0 ein zur Binormale paralleles Strahlbiischel des obigen 
parabolischen Netzes, wobei fiir alle Strahlen d = 6 gilt’). Fiir p,= p,= 0 und 
damit Q = 0 lautet die Cesarokurve 
(72) x(Ax+Cr)=0, 

d. h. es ist 1 : a= 0 und 1 : b = 0, und zwar so, daB Pa = A(+0), Pb = C(+0). 
Aus (4) folgt 
(73) A:C=-—d:y. 


Alle zur Tangente einer Béschungslinie parallelen Geraden sind daher eigent- 
liche d-Geraden, wobei zu festem d jene co! Parallelen gehéren, die die Normal- 
ebene in der zur Binormale parallelen Geraden y= —dC: A durchsetzen‘*). 
Bei Bertrandkurven gibt es keine zur Tangente parallele eigentliche d-Gerade. 

Satz 9: Die zur rektifizierenden Ebene parallelen eigentlichen d-Geraden sind 
bei Béschungslinien (auBer den Parallelen zur rektifizierenden Kante) alle zur 
Tangente parallelen Geraden, wobei die zum gleichen Wert von d gehérigen eine 
zur rektifizierenden Ebene parallele Ebene erfiillen. Bei den Bertrandkurven gibt 
es ein parabolisches Netz um die Ferngerade der rektifizierenden Ebene, zu jedem 
Wert von d(+0) zwei Parallelstrahlbiischel in zur Hauptnormale normalen 
Ebenen. 


(68) d= 


7) Darin steckt folgender bekannter Sonderfall: Die Binormalenfltiche einer Kurve 
konstanter T'orsion t hat den konstanten Drall 1 : r. 
*) Diese Tatsache habe ich bereits in [4] abgeleitet. 
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Nun fehlt noch die Diskussion im Falle P = 0 und p,+ 0. Es sei zunachst 
P = p,= 0, p+ 0. Aus (32) und (14) folgt 


(74) d=b 
und aus (33) 
(75) Py: ---: Pe= O: pe: 1: a(u?+ 1): by: —bp?. 


Ist c eine Béschungslinie, so ist sie wegen P = 0 eben und (75) stellt alle oo 
zur Normalebene von c parallelen Geraden dar. Zu jedem festen Wert von d = 6 
gehoért die Strahlkongruenz 


(76) Pi=Ps— bp,= 0, 


die als Schnitt eines Gebiisches mit dem Normalengewinde einer Schraubung 
um die Hauptnormale vom Parameter —b entsteht; diese Kongruenz ist ein 
parabolisches Netz um die Ferngerade der Normalebene. Ist c eine Bertrandkurve, 
so erfiillen nach (75) alle eigentlichen d-Geraden ein hyperbolisches Paraboloid 


(77) baz + by — a(az?+ b)= 0, 


in das die Strahlfliche ® (34) in diesem Falle iibergeht. Simtliche eigentlichen 
d-Geraden liefern Strahlflachen vom gleichen konstanten Drall d= b. Ist die 
Bertrandkurve speziell ein windschiefer Kreis (b=), so bilden die zugehérigen 
0-Geraden die Tangenten der Parabel 


(78) 2+ 4ay—6a=0, x=0 
der Normalebene, deren Scheitel der Kriimmungsmittelpunkt von ¢ ist und 


deren Brennpunkt auf ¢ liegt [1], [3]. 
Es sei nun P= p,= 0, p,+ 0. Aus (38) und (14) folgt d = 0 und aus (39) 


(79) Py: ++? Pe= w?: me: 0:6: —pb:a. 

Bei einer ebenen Kurve sind das alle zur Schmiegebene parallelen Geraden, bei 
einer Bertrandkurve das hyperbolische Paraboloid®) 

(80) baz + az*+ By=0. 


Dieses fallt bei einer Kurve konstanter Torsion (a = 0) mit dem hyperbolischen 
Paraboloid (60) zusammen. Fiir einen windschiefen Kreis (b = 0) erfiillen die 
0-Geraden (79) die Tangenten der Parabel 


(81) zv?—4ay=0, z=0 


in der Schmiegebene mit dem Scheitel auf c und dem Brennpunkt in der 
Kriimmungsmitte von c [1], [3]. 

Der Fall P = p,= p,= 0 liefert nichts Neues. 

Satz 10: Die eigentlichen d-Geraden einer ebenen Kurve erfiillen das Gebiisch 
der Ferngeraden der Normalebene;.zu jedem Wert von d gehért ein parabolisches 


*) Diese Gleichung findet sich schon — bis auf einen Druckfehler bei Kruppa ([3] 
S. 332). Sie miiBte in der dortigen Bezeichnung lauten: Z, xz + 21,2*+ Ejy = 0. 
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Netz; auBerdem sind alle Parallelen zur Ebene der Kurve 0-Geraden. Bei den 
Bertrandkurven existieren auBer den in Satz 8 genannten eigentlichen d-Geraden 
noch eine zur Normalebene rarallele Strahlschar eines hyperbolischen Paraboloids, 
deren Strahlen auf Flachen vom gleichen Drall b fiihren, und eine zur Schmiegebene 
parallele Strahlschar eines hyperbolischen Paraboloids von 0-Geraden. Speziell fiir 
Kurven konstanter Torsion arten die beiden Strahlscharen, die fiir windschiefe K reise 
zusammenfallen, in die Tangenten zweier Parabeln aus. 

7. AbschlieBend kann nun die Frage beantwortet werden, ob bei jeder 
Cesarokurve eigentliche d-Geraden existieren, d. h. ob die Bedingung (3) auch 
hinreichend ist. Aus den vorhergehenden Satzen folgt, daB bei jeder Cesaro- 
kurve eigentliche d-Geraden existieren, bei den zerfallenden sogar zu jedem 
beliebig vorgegebenen Wert von d. 

Gibt man jedoch bei einer nicht zerfallenden Cesarokurve (4 + 0) den Wert 
von d vor, so existieren in einigen Sonderfillen keine eigentlichen d-Geraden, 
wie die Diskussion der Satze 3 und 6 in Verbindung mit (6), (20) und (21) lehrt. 
. Ist namlich auBer 4 + 0 noch P + 0 (allgemeiner Fall), so darf wegen 0 P= p, ps 
die Gleichung (20) nicht als einzige Lésung die Werte 2 = 0 oder 4 = o be- 
sitzen; auBerdem darf in diesem Fall wegen Satz 3 der Wert A= — P: Q nicht 
als einzige Lésung neben A = 0 und A = co auftreten. (20) darf also nicht die 
Bauart haben (A — A,) (A — A,) (A — A,) = 0, wobei A,;(i = 1, 2, 3) nur eine der 
Zahlen 0, oo, — P: Q ist. Analoges gilt fiir d = 0 fiir Gleichung (21). Das ergibt: 

Satz 11: Hine nicht zerfallende Cesdrokurve mit P + 0 besitzt dann keine 
eigentlichen d-Geraden, wenn fiir d + 0 gilt 
(1) d= AQ: (3P?+ Q@)= B@: (P#+ = CQ: (P@-—3P*) oder 
(IJ) d= Q(AP?+ CPQ+ BQ): (P?+ @y= Q(2AP + CQ): 

:3P(P?+ Q@)= B:Q oder 
(UI) d= QIAP?+CPQ+ BQ): (P?+ @y= B:Q=C:P oder 
(IV) d= B:Q=C:P=A:Q, 
bzw. fiir d= 0 


(I’) AP*— B@=0, 2AP+CQ=0 oder 
(II') A:C=-—-Q:P, B=0 oder 
(Ir') B:C=-P:Q, A=0 oder 
IV’) B=C=0 oder 
(V’) A= B=0 oder 
(VI') A=C=0. 
Ist nun P = 0, so gilt nach Satz 6 entwederd = B: Qoderd = A: Q(1+ p?). 
Nur fiir d= 0, A + 0, B + 0 ist keine der beiden Gleichungen erfiillbar. 
Satz 12: Hine nicht zerfallende Cesdrokurve mit P = 0 und A+0, B+0 
besitzt keine eigentlichen 0-Geraden (V II’). 
Sieht man von diesen Sonderfallen'®) ab, so gilt: 


1°) SatkowskI hat in [3] fiir d = 0 die Bedingungen //’—VII’ angegeben, den 
Fall J’ aber iibersehen. Ein Beispiel dieser Art: (x — 1)? = x + rT. 
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Satz 13: Bei jeder Cesdrokurve existieren eigentliche d-Geraden. Schreibt man 
den Wert von d vor, so existieren bei zerfallenden Cesdrokurven stets eigentliche 
d-Geraden, bei nicht zerfallenden nur dann, wenn kein in Satz 11 und 12 genannter 
Sonderfall vorliegt. 
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Uber geschlossene Weingartensche Flachen 
Von 
K. Voss in Miinchen*) 


1. Auf einer Flache F im dreidimensionalen euklidischen Raum, die min- 
destens dreimal stetig differenzierbar ist, seien k,,k, die beiden Haupt- 
krimmungen, H = : (k,+ k,) die mittlere Kriimmung und K=k,k, die 
GauBsche Kriimmung. F heiBt eine Weingartensche Fliche — kurz W-Fliche — 
wenn die beiden Funktionen H und K abhangig sind, genauer gesagt, wenn die 
Funktionaldeterminante von H,K nach lokalen Flachenparametern uw, v 
identisch verschwindet: 
(l) ae 

O(u,v) 

Im folgenden wird besonders die Frage untersucht, welche geschlossenen 
W-Flachen es gibt. Bekannte Beispiele solcher Flachen sind die Kugel, die 
iibrigen geschlossenen Rotationsflichen (vom Geschlecht 0 oder 1) und die 
geschlossenen Roéhrenflichen (vom Geschlecht 1). DaB diese Flachen zu den 
W-Flachen gehoren, ist leicht zu sehen: Bei Rotationsflichen hangen H und K 
nur von einem Parameter ab; bei Réhrenflichen ist eine Hauptkriimmung 
konstant, also laBt sich z. B. K durch H ausdriicken. Durch Zusammensetzen 
geeigneter Stiicke von Flichen der genannten Arten kann man weitere ge- 
schlossene W-Flachen konstruieren, darunter auch solche beliebigen Ge- 
schlechts, die noch beliebig oft differenzierbar sind. Beschrinkt man sich aber 
auf analytische Flachen — und im folgenden wird dies geschehen — so sind die 
oben genannten Beispiele die einzigen, die ich kenne. 

In dieser Arbeit wird bewiesen : 

Satz 1: Die einzigen analytischen geschlossenen W-Flichen vom topologischen 
Typus der Kugel sind Rotationsflichen'). 





2. Zum Beweis des Satzes 1 verwende ich ein Verfahren, das von 8. Conn- 
Vossen*) in die Differentialgeometrie eingefiihrt worden ist und im Zu- 
sammenhang mit W-Flichen schon von H. Horr verwendet wurde. Hierbei 


*) Die vorliegende Arbeit entstand wahrend eines Aufenthalts am Mathematischen 
Institut der Universitat Freiburg i. Br. im Rahmen eines Stipendiums der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft. Mein besonderer Dank gilt Herrn Pros. W. Sitss fiir seine freund- 
liche Unterstiitzung und Anregung. Uber die Ergebnisse der Arbeit wurde bereits am 
Internationalen Mathematikertreffen in Wien 1956 berichtet. 

1) Hierbei sind beliebige Selbstdurchdringungen zugelassen: vgl. die Definition der 
geschlossenen Fliche im Raum am SchluB von Nr. 6. 

2) Literaturangaben am Schlu8 der Arbeit. 
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handelt es sich einerseits um die Untersuchung der lokalen Eigenschaften eines 
Feldes tangentialer Linienelemente, das mit dem differentialgeometrischen 
Problem verbunden ist; andererseits muB ein Feld auf der ganzen Flache auf 
Grund der globalen topologischen Gestalt gewissen bekannten Bedingungen 
geniigen. 

Ich betrachte ein Feld orthogonaler Linienelementpaare. Ist ein solches Feld 
in der Umgebung einer isolierten Singularitét o definiert und (mit Ausnahme 
von 0) stetig, so wird der Index j der Singularitét o folgendermaBen definiert : 
Man bedecke die Umgebung von o mit einem ausnahmslos stetigen Feld von 
Bezugsrichtungen; bei einmaliger Umlaufung von o kehrt das von den beiden 
Linienelementen gebildete orthogonale Kreuz in sich zuriick, erfahrt also eine 


Winkelanderung 6a = k sd gegeniiber der Bezugsrichtung mit einer ganzen 


Zahl k. Der Index ist dann definiert als j = — da= 2 k. Er ist unabhangig 


von den bei der Definition auftretenden Willkiirlichkeiten. 

Mit jeder Flache im Raum ist in bekannter Weise das Feld der Kriimmungs- 
richtungen verbunden. Singularitaéten sind die Nabelpunkte, d. h. die Punkte 
mit H*— K = 0. In diesem Fall ist k stets gerade, also j eine halbganze Zahl, 
denn bei Umlaufung einer isolierten Singularitét kehrt eine — etwa die zur 
gréBeren Hauptkriimmung gehérige — Kriimmungsrichtung in sich zuriick. 

Ist auf einer geschlossenen orientierbaren Fliche vom Geschlecht g ein 
Tangentialfeld der betrachteten Art mit Ausnahme isolierter Singularitaten 
definiert, so ist nach dem Satz von Poincaré 


(2) 2j= 2(1—g). 
Insbesondere gilt fiir jedes Feld auf der Kugel 
2j= 2. 


Zum Beispiel besitzt das Kriimmungsrichtungsfeld auf dem allgemeinen 
Ellipsoid 4 Singularitéten mit 7 = a dasjenige auf dem Rotationsellipsoid 
2 Singularitéten mit j = 1. 

Die lokalen Eigenschaften der Kriimmungslinien auf W-Flachen sollen nun 
genauer untersucht werden. 


3. Hierzu kniipfe ich an Ergebnisse von H. Horr an. Es sei ein analytischex 
Flachenstiick vorgelegt, welches einen Nabelpunkt o enthalt, aber nicht nur 
aus Nabelpunkten besteht. Wir betrachten speziell solche Flachenstiicke, bei 
denen der Limes 
(3) lim eK =f 
bei Annaherung an o existiert (wobei zur Bildung des Limes nur Folgen von 
Nicht-Nabelpunkten zugelassen sind). Die Klasse dieser Flichen umfaBt alle 
W-Flachen, wie spiter gezeigt wird. Ich nenne — in Anlehnung an die Aus- 
drucksweise bei Differentialgleichungen — den Nabelpunkt o elliptisch, 
parabolisch bzw. hyperbolisch, je nachdem ob 2 < 1, A = 1 oder 2 > 1 ist. Von 
H. Horr wurde gezeigt: 
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a) Die Nabelpunkte vom elliptischen Typus sind isoliert und haben 
negativen Index. 

b) Die Nabelpunkte vom hyperbolischen Typus sind isoliert und haben den 
Index 1. 

Unter der starkeren Voraussetzung, daB F ein W-Flachenstiick ist, laBt 
sich nun auch iiber die Nabelpunkte vom parabolischen Typus eine Aussage 
gewinnen, und das Hopfsche Ergebnis im hyperbolischen Fall laBt sich ver- 
scharfen. Ich werde beweisen: 

Satz 2: F sei ein analytisches W-Flachenstiick, welches nicht nur aus Nabel- 
punkten besteht, und o ein Nabelpunkt vom parabolischen Typus auf F. Dann 
liuft durch o eine regulére Kurve I’, gegeben durch eine Gleichung t(u, v) = 0, 
(t,,, tp) + (0,0), welche ganz aus Nabelpunkten besteht und alle Nabelpunkte 
von F in der Umgebung von o enthilt. Das Paar der Kriimmungsrichtungen ver- 
hilt sich bei Anniiherung an I stetig, und zwar wird im Limes eine Richtung 
tangential, die andere orthogonal zu I’. 

Satz 3: o sei ein Nabelpunkt vom hyperbolischen Typus auf einem analy- 
tischen W-Flachenstiick F. Dann ist F rotationssymmetrisch beziiglich der Flichen- 
normalen in o als Rotationsachse. 


4. Beweis des Satzes 1: Es sei F eine geschlossene W-Fliche vom Ge- 
schlecht 0. Wir kénnen annehmen, daB F nicht nur aus Nabelpunkten besteht. 
Wir erweitern das Netz der Kriimmungsrichtungen zu einem Netz mit iso- 
lierten Singularitaten, indem wir in Nabelpunkten vom parabolischen Typ — 
falls solche vorhanden sind — als Netzrichtungen die Tangential- und Ortho- 
gonalrichtung zu der Nabellinie des Satzes 2 definieren. Da die Indexsumme 
positiv ist, besitzt das erweiterte Feld eine Singularitat o vom hyperbolischen 
Typ. Somit ist F nach Satz 3 in der Umgebung von o rotationssymmetrisch ; 
die analytische Flache F hat also mit der gedrehten Flache ein Flachenstiick 
gemeinsam, also ist F mit der gedrehten Flache identisch, also F eine Rotations- 
flache. 


5. Falls W(é, 7) eine reelle Funktion von zwei Variablen ist, die etwa als 
symmetrisch, analytisch und nicht identisch verschwindend angenommen 
werde, so kann man die Klasse aller W-Flachen betrachten, zwischen deren 
Hauptkrimmungeh die Relation 


(W) W (ky, k,) = 0 
besteht. 

Durch-die Gleichung (W) wird in der k,, k,-Ebene ein Kurvengebilde von 
lokal-algebraischem Charakter definiert; den Nabelpunkten entsprechen 
Punkte mit k,= k,, also Lésungen der Gleichung W (k, k) = 0, und zu jedem 
solchen Punkt gehéren eine oder mehrere Zahlen x = i) fiir die einmiin- 

1 
denden reellen Kurvenzweige. 
Die Satze 2 und 3 gestatten auch noch gewisse Aussagen iiber Flichen 


’ héheren Geschlechts, wenn man nur spezielle Relationen (W) betrachtet; 
z. B. gilt: 
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Satz 4: Die Relation (W) sei so beschaffen, dap alle oben definierten Zahlen 
x20 sind. Dann gibt es — abgesehen von eventuellen Rotationsflichen vom 
Geschlecht 0 — keine weiteren analytischen W-Flichen vom Geschlecht g + 1 mit 
der Relation (W). 

Beispiel: Die lineare Relation 
(L) k= xk,j+ uw, *, const, x20, 
bzw. die zugehérige symmetrische Relation 

(ky— %k,— ys) (ky— xk,— w) = 0 
hat die im Satz 4 verlangte Eigenschaft. Daher sind die einzigen analytischen 
Flichen vom Geschlecht g +1 mit einer Relation (L) Rotationsflaichen. Fiir 
x*l=— 3,5,7,... und nue fir diese Werte von x gibt es tatsichlich derartige 
geschlossene Rotationstlachen (vgl. H. Horr). 

Beweis des Satzes 4: Da die Indexsumme fiir g + 1 von Null verschieden 
ist, gibt es Nabelpunkte, und nach Satz 2 sogar nicht-parabolische Nabel- 
punkte. Diese miissen wegen der speziellen Art der Relation (W) vom hyper- 
bolischen Typ sein, denn in jedem Nabelpunkt ist 4 = |(1+.%)/(1—x)| = 1. 
Also ist die Flache nach Satz 3 eine Rotationsfliche mit g = 0. 

Fiir g = 1 l4Bt sich der SchluB nicht anwenden, da es auf einer solchen 
Flache keine Nabelpunkte zu geben braucht. Aus den Satzen 2 und 3, kombi- 
niert mit der Indexsummenformel (2), folgt aber allgemein : 

Satz 5: Auf einer analytischen W-Fliche vom Geschlecht g= 1 kann es 
héchstens Nabelpunkte vom parabolischen Typus geben. Auf einer Fliche mit 
g = 2 gibt es elliptische, aber keine hyperbolischen Nabelpunkte. 

Im folgenden werden zunachst die benétigten Formeln der Flichentheorie 
zusammengestellt. Dann wird die Abweichung zweier sich beriihrender Flachen 
und ihre Wirkung auf die KriimmungsgréBen untersucht. Danach werden die 
Satze 2 und 3 bewiesen: dabei beruht der erste Schritt auf einem algebraischen 
Lemma von H. Horr; spater werden auBer einem funktionentheoretischen 
Satz iiber abhaingige Funktionen nur elementare Eigenschaften homogener 
Formen benutzt. 


Definition und Darstellung der Flichen 

6. Im dreidimensionalen euklidischen Raum sei ein cartesisches Ko- 
ordinatensystem eingefiihrt. Ein Flichenstiick ist gegeben durch den Orts- 
vektor 

r= {z,y,2}, 

wobei x, y, z reelle Funktionen zweier Parameter wu, v in einer Umgebung des 
Nullpunktes der wu, v-Ebene sind. Die linear unabhangigen Vektoren r,,, r, 
spannen die Tangentialebene auf; u sei der Einheitsvektor in Richtung 
— (rx, x x,). In den Ableitungsgleichungen 


Uy= “Fut Y%o 
uy= Brut Or, 
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erfiillt der Abbildungstensor 


(4) bo 


die Symmetriebedingung u,rt,= «fF + yG= u,r,= BE + 6F beziiglich des 
metrischen Fundamentaltensors E = rz, F = r,r,, @ = x2, d.h. es gilt 


(5) —BE+(«a-—-d6)F + yG=0. 


Die Eigenwerte des Tensors (4) sind die Hauptkriimmungen, die Eigen- 
vektoren die Kriimmungsrichtungen in der wu, v-Ebene, also ist 
2H=a+6, K=ad- By, 

und die Kriimmungsrichtungen sind die Nullrichtungen der quadratischen 
Form 
(6) —ydu*?+ («— 6)dudv+ Bpdv®=0. 
Haben die beiden Hauptkriimmungen in einem Nabelpunkt den gemeinsamen 
Wert c, so gilt in jedem Parametersystem 

(a BY (c O 

( 5) ~ \O <): 
Die Codazzischen Gleichungen fiir den Tensor (4) haben die Form von Kon- 
gruenzen 

ay — B= 0 

(7) 


yb =o Mola 4,6. 7). 


Zur Untersuchung der Umgebung eines Flachenpunktes o 148t man den 
Nullpunkt des raumlichen Koordinatensystems mit 0, die xz, y-Ebene mit der 
Tangentialebene in o zusammenfallen und geht durch eine Parametertrans- 
formation von u, v zu z, y als lokalen Flachenparametern iiber. Dann wird die 
Flache durch eine Funktion 


z=2(x,y) mit 2(0,0) = z,(0, 0) = z,(0,0)=0 
dargestellt. Ich setze 
z= Pp, 2Zy= 7; 1 + pet = W2, » = 0, 
P q 
w-?> w=@.- 
Damit wird 
u= {P,Q,-—W-}}, 


und die Komponenten des Tensors (4) berechnen sich im 2, y-System nach der 
Formel 

a B\_ (P,P, 

(, 6) = (or ¢ : 


Eine geschlossene Fliche vom Typus der Kugel ist folgendermaBen definiert : 
Auf einer Parameterkugel sind drei Ortsfunktionen x, y,z gegeben mit der 
Eigenschaft: falls u, v lokale Parameter auf der Kugel sind, so liefert der zu- 
gehérige Ortsvektor r ein Flachenstiick. x definiert also eine Abbildung der 
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Parameterkugel in den Raum, und zwar eine differenzierbare Abbildung vom 
Rang 2. Die Abbildung braucht aber keineswegs eineindeutig zu sein. 

Eine Flache heiBt (reell) analytisch, wenn die auftretenden Funktionen sich 
durch konvergente Potenzreihen in wu, v darstellen lassen. 


Beriihrung analytischer Flichen 


7. Sind W, P, Q wie oben definiert und p,, q,, py, gg beliebige Werte der 
Variablen p,q, so gilt fiir'die Differenzen P,— P,, Q,— Q,, wie man nach- 
rechnet, eine Darstellung 


P, — P,= «(p,— Pz) + A(qi— 4%) 


8 

(8) Q, — Q2= H(Pi— Pe) + (Gi — 4%) 

mit 
ee Pi + Pr | kif di + Qe | 
x= ay (1 — Pap ew,| A=) — Paws 
~ ool Pi + Ps | _ i+ | 
we “A — Qiyw,| v=—y l - Qyswy: 


Nun seien F,, F, zwei analytische Flachenstiicke, die sich in o berihren, 
mit den Darstellungen 


z= 2(%,y), z= 2(z,y). 
Ich setze 


%— %,= d(x, y) 
und entwickle d nach homogenen Formen i-ten Grades in x, y: d= Ld. 
Wenn F,, F, nicht identisch sind, beginnt die Entwicklung mit 
d(z,y)=d®(z,y)+--+, k2e=2, d®#0. 


In der Formel (8) ist jetzt p,— p,= d,. q,— q.= d, zu setzen, und wegen 
p; (0, 0) = q,;(0, 0) = 0 wird x(0, 0) = (0, 0) = 1, A(0, 0) = (0, 0) = 0. Daher 
beginnt die Entwicklung von (8) mit 
P,- P= a +-°°, Q- %= ay 
und daraus folgt durch Bildung der Funktionalmatrix 
%—a, Bi, —Pp, r dy dy) 
(9) Os —V2 4, ~8,) “ a a) P 
8. Von jetzt an ist F ein analytisches Flachenstiick mit einem Nabelpunkt o 
und der Kriimmung H,=c in o. Als Kriimmungskugel S bezeichne ich die 
Kugel mit dem Zentrum r, — (1/c) ut.) und dem Radius 1/|c|, welche F ino beriihrt 
(fiir c = 0 ist S die Tangentialebene in 0). S besitzt die Darstellung 
» (x? + y*) 
S: = q = . — 
z C(x y) 1+ Vl—c#(a?+ y?) 
Ich stelle F durch eine Funktion /(2z, y) in der Form 


F: z= O(x, y) + f(z, y) 
dar, wobei f die Abweichung von SN erfaBt. Wenn F nicht mit 8 identisch ist, 
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beginnt / mit einem Anfangsglied 
{+= A(z,y)=0, n21. 
Wendet man (9) auf F,= F, F,= S an, so wird a,= 6,=c, B,= y,= 0, also 


(0) Cy e-d~ bs a+ 


Im folgenden werden an KriimmungsgréBen verwendet : 
k, —k,\2 a—é\2 
Ht — K=( 3 ‘) =( 2 ) + By 
D = (k,— ¢) (kz— ¢) = (a — ce) (6—c) — By. 
Aus (10) folgt fiir die Anfangsglieder 
H-—c= H® +-:--, H = + -(Aget A,,) 


H?— K= T@”)+---, Tan) — (42542) + 43, 


D=D@+--- Dit= A,,Ayy— Ady. 


Hierbei ist wegen A = 0 und n=1 stets 7@” 0, denn die einzigen reellen 
Funktionen A, fiir die der Ausdruck 7'@") identisch verschwindet, sind die 
Polynome a(z*+ y*) + bz + cy + d mit Konstanten a, b, c, d. 


9. Ich fasse jetzt in der Darstellung 
F: z= C+ fOtD4 --- + fetHi--- 
ein héheres Glied 





fert%— B(x, y), yon, 
ins Auge. F,(u = n) sei die approximierende Flache 
} AL z= C+ fiet4 +--+ 4 fOtD, 
* 
Ich vergleiche F mit der Flache F,_, = F. Nach (9) gilt 
a—& p—B ati B,, B,, 

74 6-3) (a, 2) 
Fihrt man auch hier Entwicklungen « = 2 at“, a= Dat usw. ein, so erhalt 
man fiir den Anfang der Entwicklung von (10) bis zur Ordnung » 


ya s pe 58+ Bes 2 B+ Ba 


(11) P< SFP. aeaeier ‘ 
sm ys wo] \ ys fore, yy sore, 
t=n ‘=n t-n ‘=n 


wobei die ersten Glieder fiir i= n in (10) gegeben sind. Aus (11) folgt durch 
Spurbildung 


HO= HO far nsi<y 


i ~ aA . 
H®O=HO+H® mit w= = (Beat B,,) 


(12) 
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und durch Determinantenbildung 
* 
M+) Dery fy ; 
(13) D om vd es 
Der) = De++ Der”) mit De+= A,, B,,— 2AgyBry+ Age Byy- 


10. Spater werden noch folgende Hilfssitze gebraucht: 

Hilfssatz a: Wenn f(x, y) = 2"**g(x, y) ist, also F die Kriimmungskugel 
lings des GroBkreises x = 0 von mindestens (n + 1)-ter Ordnung beriihrt, so ist 
H—c= 2"(...) und D= x***2(, ...). 

Beweis: Formel (8) fiir F,= F und F,= S ergibt wegen p,— p,= 2"*1(. ..), 
%— Ge= 2"*?(...) zundchst P,— P,= 2"*1(...). Die Funktion yw enthalt den 
Faktor p,+ pPo= ~P,— Py+ 2W,P,; wegen P,= cz ist also uw ein Vielfaches 
von 2, folglich Q,— Q,= 2"*?(...). Daraus folgt durch Differentiation 

lat B )- # (...) a 
y b6-—c am+i(...) 2e+8(,..) 
und damit die Behauptung iiber Spur und Determinante. 

Hilfssatz b: Wenn F analytisch ist, bezogen auf beliebige Parameter u,v, und 
H —c= u(...), ¢ konstant, und H*?— K = u®"g(u, v), n= 1, g(0, 0) + 0 gilt*), 
80 fiigen sich fiir u = 0 die v-Richtung und die dazu orthogonale Richtung stetig 
in das Kriimmungsrichtungsfeld ein. 

Beweis: Die Entwicklung von (4) nach Potenzen von u lautet 

(° eer ee. wae) 

y 6 uby,(v)+--* e+ u*d,(v)+---]” 
wobei k > 1 ist und nicht alle vier Funktionen «,, 8,, y,, 6, identisch ver- 
schwinden. Man kann annehmen, daB die u-Linien orthogonal zur Kurve u = 0 
verlaufen; dann ist F(0, v) = 0, und aus (5) folgt nach Division durch u* fiir 
u= 0: 
(59) — B,(v) (0, v) + y,(v) G(0, v) = 0, 
wobei #,G>0. Aus (7) folgt £,(v) =0, 4,(v) = 0, und wegen (5,) auch 
yx(v) = 0, also a, (v) = 0. Damit bekommt (6) die Gestalt 


(6’) u* {u(...) du®+ [a,(v) + u(...)]dudv+ u(...)dv}=0. 
Wegen H?— K = u®* 5% (v)? + u(.. )} ist k= n und 


a, (0) + 0. 


Dividiert man (6’) durch u*, so erhalt man eine auch fiir u= 0 stetige Er- 
weiterung des Richtungsfeldes, wobei die Feldrichtungen fiir u= 0 durch 
du dv = 0 gegeben sind, q. e. d. 


W-Flichen in erster Niherung 


11. Jetzt werden Flichen mit Nabelpunkten betrachtet, bei denen der 
Limes (3) existiert (vgl. die zitierte Arbeit von H. Horr, 8. 242). 


2) Daraus folgt, daB F die Kriimmungskugel lings der Nabellinie u = 0 von genau 
(nm + 1)-ter Ordnung beriihrt. 


Math. Ann. 138 4 
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Mit den Bezeichnungen von Nr.8 wird nach Einfiihrung konjugiert 
komplexer Parameter w= x + iy, @= x—iy 


H™=2A,c, -T@= |2A,,)*. 


Die Existenz des Limes (3) ist bei analytischen Flachen gleichbedeutend mit 
(3’) Hm2— 2TE , 
d. h. gleichbedeutend damit, daB die reelle Form A (zx, y) einer Beziehung 
(3”) lAwc| = 4 |Awe!| 
mit konstantem A geniigt. Nach einem algebraischen Lemma von H. Horr 
(angewandt auf A,; und A,,,) gibt es nur die folgenden Lésungen A, A der 
Gleichung (3”): a) A= 0, A harmonische Form; b) A= 1, A Potenz einer Linear- 
form; c) A= (m + 1)/m(m ganz = 1), A Potenz von x*+ y?. Nach einer geeig- 
neten Drehung der z, y-Ebene ist also 

(a) im elliptischen Fall A = a R(w"*?), A= 0 (HM= 0); 

(b) im parabolischen Fall A = ba"*?, A= 1 (D@”= 0); 

(c) im hyperbolischen Fall A = c(ww)™*!(m > 1), A= (m + 1)/m, 
wobei a, b, c reelle Konstanten sind. 

In den Fallen (a) und (c) ist 7'@” eine definite Form, also besitzt H?— K 
eine isolierte Nullstelle, d. h. der Nabelpunkt ist isoliert. Ferner andert sich 


der Index nicht, wenn man in der Gleichung (6) zu den Anfangsgliedern iiber- 
geht, d. h. zu dem Feld 


(65) —A,,(dx*— dy*) + (A,,— Ay) dx dy = 23(A,,,dw*) = 0, 
welches ebenfalls eine isolierte Singularitat hat. Aus (6) folgt 


, 1 
Gx (888A ww) ’ 


also j = —n/2 im Falle (a) und j = 1 im Falle (c). 

Das Ergebnis dieses Abschnitts laBt sich auch folgendermaBen ausdriicken : 
Bei einem Nabelpunkt auf einer analytischen Fliche existiert der Limes (3) dann 
und nur dann, wenn die Fliche in ihrem Anfangsglied A entweder mit einer 
Fliche konstanter mittlerer Kriimmung, oder mit einer Réhrenfliche bzw. Torse, 
oder mit einer rotationssymmetrischen Fliche iibereinstimmt. 


12. Zu den Flachen mit Limes (3) gehéren insbesondere alle analytischen 
W-Flachen. Falls namlich die Funktionaldeterminante (1) identisch ver- 
schwindet, so gilt das gleiche auch fiir die Funktionaldeterminante der beiden 
Funktionen (H — c)* und H?— K nach z, y, und daraus folgt 

3 (H™3, T?”) — 
— O8(y 
Nun gilt folgender Hilfssatz : 

Zwei homogene Formen (x, y), (x, y) gleichen Grades, deren Funktional- 
determinante verschwindet, sind proportional. 

Daraus folgt dann, daB bei W-Flachen (3’) gilt, also der Limes (3) existiert. 
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Zum Beweis des Hilfssatzes fiihre ich Polarkoordinaten r,# ein und be- 
zeichne die Werte von @, Y fiir r= 1 mit 9(#) bzw. y(#). Aus dem Ver- 
schwinden der Funktionaldeterminante von ®, Y nach r, # folgt 

ey —vy=0, 
also ist g/y = « konstant in einem Intervall mit y + 0, also verschwindet die 
Form ® — a identisch. 


W-Flachen in héherer Niherung 


13. Um die Bedingung (1) in hdherer Naherung auszunutzen, gehe ich zu der 
aquivalenten Gleichung 


(1’) =) 


iiber und betrachte wie in Nr.9 die Flache F modulo F,_,= P fir » >n. 
Zunachst erhalt man aus (1’) 


A@n+r-% — x thee 0 
ot a (x, y) 


und daraus mit (12) und (13) 





a(H™, Dm+™) | a(H™, Dem) 
(14) + d (x, y) 


* 
= " (2n+—2) — 
diz, y) + Ain 0. 


Betrachtet man P als bekannt, so ist (14) eine Differentialgleichung fiir das 
nachste Glied B(x, y). 


Beweis des Satzes 2 
14. Im parabolischen Fall ist nach Nr. 11 
A=bat?, D@X*=0. 
Durch Ahnlichkeit und eventuelle Spiegelung der Flache kann man erreichen 
b= I/(n + 2) (n+ 1). 
Das nachste Glied D@"+» erhalt man aus (13) fiir » = n + 1: dort wird erstens 
De@n+)— anf *®; zweitens folgt aus dem Hilfssatz a von Nr. 10, angewandt 
» * * 
auf F= F,: z= + A, daB D= 22"+2(...) ist, also D@"*+= 0, und damit 
D@n+i)— gn fin +9) | 


Ich unterscheide zwei Fille: 

1. Fall: D verschwindet von der Ordnung 2n + 1, d. h. D@"*%= 0. Da die 
beiden reell analytischen Funktionen H — c und D gemaB (1’) abhdngig sind 
und nicht identisch verschwinden, gibt es nach einem lokalen Satz der Funk- 
tionentheorie eine reell analytische Funktion 


t(z, y)=t+---, *920, aal, 
4* 
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und zwei reell analytische Funktionen 
p(t)=ar?+--- und yw(t)= Bre+---, a, B+0, p,qe2l, 
derart, dag 
H-—c= p(t) und D= y(t) 
ist*). 
Da H®™ und D@"+» nicht identisch verschwinden, ist 
ap=n, aq=2n+1, 


also a ein gemeinsamer Teiler von m und 2” + 1. Diese beiden Zahlen sind aber 
teilerfremd, also ist a = 1. t(z, y) = 0 ist die im Satz 2 behauptete Nabellinie. 

2. Fall: D verschwindet mindestens von der Ordnung 2n + 2,d.h. D@**) = 0. 
Wegen /{)* = 0 gilt dann 

fmt — gnt2(.), 

Ich beweise folgenden 

Zusatz zum Satz 2: Falls D von der Ordnung =>2n + 2 verschwindet, so ist 
die Nabellinie I ein Kreis senkrecht zur Tangentialebene (bei Flachpunkten: eine 
Gerade in der Tangentialebene) *). 

Ich werde zeigen, daB f(z, y) durch x"*? teilbar ist, daB F also eine Dar- 
stellung der Form 
(15) z= C+ amt? {b+ +--+} 


besitzt. Hierzu beweise ich induktiv, daB alle in Nr.9 definierten Flachen 
F,(v = n,n + 1,...) eine solche Darstellung haben. Fiir y= n und y= n + 1 
ist dies schon bewiesen. Ich nehme an, fir F,_,= P sei eine Darstellung (15) 
vorhanden, und betrachte F, mit » > + 2. Fiir die zu F gehorigen Kriim- 
mungsgréBen gilt nach dem Hilfssatz a von Nr. 10: H —c= 2*{...}, 
D= xtn+2 {. . .}, also 


, : 

Am getif...}. 
Ferner ist 

l aA 

HM= 72", Der” = 2° B,,. 
Damit folgt aus (14) 
HY Diet” = xn+14..}, 
also Byyy= 2"** {. . .}, und daher 
B= wt? {...3+ axry®+ batty + cz*?, 

*) Vgl. W. F. Oscoon, S. 164. (Der dortige Beweis enthalt eine Unkorrektheit, die 
aber leicht zu beheben ist.) DaB man im reellen Fall die Funktionen t, gy, y ebenfalls reell 
wahlen kann, sieht man so ein: Nach einer geeigneten Transformation des Parameters t 
wird g = 7”, also # reell. Ist nun ¢(x», y) + 0, so wird in der Umgebung (2, y)/t(x, y) =e 
eine p-te Einheitswurzel, die aus Stetigkeitsgriinden konstant ist. Daher gilt identisch 
i = et; mit 7*=e wird also nt reell. — Allgemeinere Satze globalen Charakters sind 
neuerdings von K. Stern bewiesen worden (s. insbesondere S. 63—64). 


5) Hierin sind insbesondere Aussagen iiber Nabelpunkte auf Réhrenflachen bzw. Torsen 
enthalten. 
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wegen y > n + 2 also 
B= x+%(...). 
Damit ist der Zusatz bewiesen. 
Im ersten Fall ist nach Verfiigung iiber eine Konstante 


‘t(z, y)= ates 


und H?— K = (H —c)?— D=*" 7 +t? | . Dasselbe gilt auch im zweiten 


Falle, wenn man ¢(z, y) = x setzt. Die Behauptung im Satz 2 iiber das Ver- 
halten der Kriimmungsrichtungen bei Anniherung an die Nabelkurve 
t(x, y) = 0 folgt jetzt aus dem Hilfssatz b von Nr. 10 nach der Parameter- 
transformation 


w= t(z,y), v=y. 


Beweis des Satzes 3 


15. Unter Verwendung der Bezeichnungen von Nr. 9 soll gezeigt werden, 
daB alle Flachen F,(y = n,...) Rotationsflichen sind. Nach Nr. 11 ist im 
hyperbolischen Fall nach geeigneter Normierung 


A = (wio)™*1/(n + 2) (n= 2m), 

d.h. F,, ist eine Rotationsfliche. Ich betrachte F,(y >) und nehme an, die 
= 
Behauptung sei fir F,_ ,= F schon bewiesen. Man erhalt in Polarkoordinaten 
r, 0: 
H™=(m+1)r", D@= (n+ 1)r*. 
Ist 
B= r’**b(d) 


die zu untersuchende Form, so wird 


HO=+ rh) mit h= b+ (v + 2)%. 
Weiter ist 


Do+n= —4 {AgzBow— 2AvzBuct Aww Baa 
= r-2{(n + 2) wH 2B, 5 — n(w* B,, + 0 Bez} - 
Nach Umformung mit der Homogenitatsrelation 
w? B+ 2wwB, 7+ VW Bsz= (vy + 2) (v +1) B 
erhalt man 


De+n= pn+d(O) mit d= (n+ 1)h—n(y + 2) (y+ 1d. 
Da PF Rotationsflache ist, verschwindet A; geht man in (14) noch zu r, # iiber, 
so folgt 
H™ De +) D2” HY) — 0 
oder 
(m + 1)d’— (n+ 1)h’'=0. 
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Fiahrt man hier 6(@) ein und ordnet, so erhalt man die Bedingung 
(n + 1)b’’= (» + 2) (vy — n)d’. 
Demnach geniigt die Funktion b’= a(#) wegen » > n einer Gleichung 


a”"=pa mit w>d. 
Da a(@) periodisch, also eine Funktion auf der Kreislinie ist, gibt es eine 
Stelle, an der das Maximum angenommen wird; dort ist a” < 0, also auch a < 0. 
Ebenso ergibt die Betrachtung des Minimums a = 0. Daraus folgt: b’= a = 0, 
also ist b konstant, q. e. d. 
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Functional Analysis and Partial Differential Equations. I* 
By 
Fe.rx E. BrowpeEr in New Haven, Conn. 


Introduction 


The general theory of boundary-value problems for linear partial differential 
operators has seen a flourishing development within the past decade with the 
successful treatment of the classical types of boundary-value problems for 
elliptic, hyperbolic, and parabolic differential equations, as well as the general 
class of equations of propagation. It is the purpose of the present paper, and 
of its successor, to present a general treatment in unified terms of these various 
problems and to exhibit explicitly the common methodological basis of the 
discussion of apparently diverse sorts of problems. In rough terms, this basis 
consists of the combination of general principles from functional analysis with 
concrete analytical a-priori inequalities, usually of an “energy” type. We have 
divided the presentation into two parts. The first, embodied in the present 
paper, treats exclusively of the relevant methods from functional analysis, 
while the following paper contains the detailed application of these methods to 
partial differential operators. The latter, in particular, contains an unified 
discussion of elliptic boundary-value problems, mixed initial-boundary value 
problems for equations of propagation, and a simplified treatment of Leray’s 
theory of the Cauchy problem for hyperbolic equations. 

We begin with a brief summary of the material presented below. If we are 
given a differential operator L defined on a family of functions D(L) lying in 
some function space Z and satisfying some linear null boundary conditions 
on a domain G, we are interested in general in determining the class of functions 
f in some function space F for which the equation Lu = f has a solution u in 
D(L), (or in abstract terms, assuming that Lu lies in F for all u in D(L), the 
range of L). Finite-dimensional linear mappings motivate the introduction 
of the adjoint operator L* and the study of the range of L*. If the finite- 
dimensional analogue were reliable, the range of L would be the orthogonal 
complement in some suitable sense of the null space of L*, i.e. the set of all 
v in D(L*) for which L*v = 0. In the infinite dimensional case, this will be 
true if and only if the range of L is closed in F, and it is this last fact which 
provides the motivation for the study of operators with closed range given 
below. 

In Sections 1 and 2, we study the inter-relations in a very general linear 
space setting of various properties of ZL and L* centering around the closed 


*) This paper was written while the writer held a National Science Foundation Senior 
Post-Doctoral Fellowship during the academic year 1957—58. 
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range property. One of our results states that if Z and F are Banach spaces, 
L a closed operator from E to F,, then the range of L is closed if and only if the 
range of L* is closed. More generally, if Z and F are Fréchet spaces, 7' closed 
once more, then the range of L is closed if and only if the range of L* is weak* 
closed. In Section 1, we derive a number of useful consequences of these and 
related equivalences, and discuss some other more easily derivable duality 
principles. Section 2 contains a discussion of the problem of the relation of the 
closed range and homomorphism properties of L and L* in the context of the 
general theory of locally convex linear spaces. In Section 3, we apply the 
results of Sections 1 and 2 to give a more general treatment of the abstract 
theory of the existence of solvable boundary-value problems. We give also 
a more general form of the generalized- Friedrichs extension which is applied 
in the following paper. : 

A salient general feature of our discussion, and of the whole theory of 
boundary-value problems, is the significant role played by unbounded (or not 
necessarily continuous) linear operators. Certainly, in the context of the usial 
function spaces, differential operators are not continuous operators. One can 
deal with this difficulty in essentially two ways. The first, as in L. Schwartz’s 
theory of distributions, is to define a new (non-metrizable) topology in which 
the operators are all continuous. The second, as we shall do below, is to 
construct a theory of (not necessarily continuous) closed linear operators. Since 
it is both inconvenient and un-necessary to discard the firm Hilbert or Banach 
space structures with their numerous useful properties merely to make one’s 
operators fit the Procrustean bed of continuity, the latter approach, which 
stems primarily from von NEUMANN, seems to the writer to be the most 
fruitful and is the basic organizing principle of our discussion. 

Section 1: Let E and F be two Banach spaces, Z* and F* their respective 
adjoint spaces. We shall denote the pairing between an element e of the space E 
and an element e* of its dual space E* by ¢e, e*). E x F will denote the Banach 
space of pairs { (e, f): e € Z, f ¢ F}, equipped with the usual linear structure and 
with the norm |(e, f)| = {\el?+ |/|*}} - 

Let 7 be a linear transformation with its domain D(7') a dense subspace 
of E and its range R(7') contained in F. N(T), the null space of 7’, consists 
of all e in D(7’) for which Te = 0. T is said to be closed if its graph G(T) 
= {(e, f):e € D(T), f = Te} is a closed subset of E x F. If T is a closed operator, 
N(T) is obviously a closed subspace of EZ. 

The adjoint transformation 7* is defined with domain D(7*) in F* 
consisting of all /* such that ¢7'e, f/*) is a bounded linear functiona! of e in 
D(T). For each f* in D(7*), there exists an unique element e* of E* such that 
(Te, f*) = <e, e*) for all e in D(T). We define T'* (/*) = e*. The domain of 7* 
is weak*-dense in F* and 7* is a closed linear transformation from F* to E*. 

In stating the results of this section we shall use two topologies on Z and F, 
the strong and the weak, and two topologies on Z* and F*, the strong and the 
weak. A transformation 7' from D(T') into F is said to be a homomorphism 
(strong or weak) if it maps open sets in D(7’) (in the topology induced on D(T') 
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by the strong or weak topologies on HZ, respectively) onto open sets in R(T’) 
(in the topology induced on R(T’) by the strong or weak topologies of F, 
respectively). Similarly, we define 7'* to be a strong or weak* homomorphism 
from D(7'*) into E* by the requirement that 7* maps open sets of D(7'*) in 
the appropriate topology onto open sets of R(7'*) in the appropriate topology. 
An equivalent condition for 7’ to be a strong homomorphism is that there 
exists a constant c such that for each f in R(7'), there exists e in D(7’) with 
je] <clf|, Ze= f. (When no topology is explicitly mentioned, the strong 
topology is indicated.) 

Theorem 1.1: Let Z and F be two Banach spaces, 7’ a closed linear operator 
with dense domain D(7') in E and range R(7') in F. Then the following pro- 
perties of T and its adjoint operator 7* are equivalent to one another: 

(a) R(T) is closed in F, 

(b) R(7'*) is closed in E*, 

(c) R(7'*) is weak*-closed in E*, 

(d) 7 is a homomorphism of D(7') into F, 

(e) T is a weak homomorphism of D(7’) into F, 

(f) 7* is a homomorphism of D(7'*) into E*, 

(g) 7'* is a weak homomorphism of D(7*) into E*, 

(h) R(T) = {f: ¢f, f*) = 0 for f* in N(7*)}, 

(i) R(T*) = {e*: <e, e*) = 0 for all e in N(7T)}, 

(j) R(T) is of second category on itself, 

(k) R(7'*) is of second category on itself. 

For bounded operators, Theorem 1.1 is due to Banacn [1], Chap. X, 
pp. 145—150. A generalization of Banach’s results to Fréchet spaces (i.e. com- 
plete locally convex metrizable linear spaces) was given by DizrupoNNE and 
ScHwartz in [9]. We give a similar generalization of their results for closed 
operators in Fréchet spaces in the following: 

Theorem 1.2: Let Z and F be Fréchet spaces, 7 a closed linear operator 
with dense domain D(7') in £ and range R(T’) in F. Then the following pro- 
perties of 7’ and its adjoint operator 7'* are all equivalent: 

(a) R(T) is closed in F, 

(c) R(7'*) is weak*-closed in E*, 

(d) 7’ is a homomorphism of D(7) into F, 

(e) T is a weak homomorphism of D(7’) into F, 

(f) 7* is a weak* homomorphism of D(7'*) into E*, 

(h) R(T) = {f: ¢f, f*> = 0 for all f* in N(7'*)}, 

(i) R(T*) = {e*: ¢e, e*) = 0 for all e in N(T)}, 

(j) R(T) is of second category on itself. 

The essential part of Theorem 1.1 is the equivalence of conditions (a) 
and (b)'). The proofs of both Theorems 1.1 and 1.2 follow from the more 
general result of Theorem 2.1 of Section 2. We shall give in the present section 


1) The writer has been informed by J. T. Scowarrtz that the equivalence of (a) and (b) 
for closed operators in Banach spaces was established by G. C. Rota in his Yale doctoral 
dissertation in 1956. 
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a more elementary proof of this equivalence for reflexive Banach spaces, and 
discuss various corollaries and applications of the general result. We remark 
that in Hilbert space, the equivalence of (a) and (b) of Theorem 1 was remarked 
without explicit proof by VisrK in [28], and an important special case of the 
result was applied by Visi in [29] to the study of mixed initial-boundary 
value problems. 

Theorem 1.1’: Let Z and F be Banach spaces, H and F reflexive, 7 a closed 
linear transformation with dense domain in Z and range in F, 7* its adjoint 
operator. Then R(7’') is closed iff R(7'*) is closed. 

Proof: We begin by showing that if R(7') is closed in F, then R(7'*) must 
be closed in Z*. Let F,= R(7). Then 7 may be considered as the composition 
j 7, of a mapping 7’, of Z onto F, with the injection mapping j of F, of F. It 
follows easily from the Hahn-Banach theorem that j* maps F* onto Ff, and 
that R(7*) = R(T). Thus it suffices to consider the case that R(T) = F 
Then 7* is one-to-one, and by the Banach open mapping theorem, there 
exists a constant c > 0 such that for each f in F, there exists an e in D(T') 
with T'e = f, |e] < c||f|. Then for each /* in D(7*), we have 


Xf, >| = XT, #1 = Ke, T* P| S lel - | T*F*] Self - | T*F*1 - 
Letting f be an arbitrary element of F with ||/| = 1, we obtain 


If] SelT*f*] , 


i.e. ||(7'*)~*| < c. Since 7'* is closed, (7'*)~! is closed, and, since it is bounded, 
its domain, which is R(7'*), must be closed in Z*. 

Suppose now that R(7'*) is closed. Since HF and F are reflexive, H**= EL, 
F**— F,and T**= T. It follows from-the preceeding portion of the argument 
that R(T) = R((7'*)*) is closed. 

Another result for closed operators which we shall find useful is the 
following generalization of the classical theorem of F. Rigsz for transforma- 
tions of the form J+ C, C completely continuous, which was given for 
bounded transformations in Banach spaces by B. Yoop [31] and extended to 
continuous linear mappings of Fréchet spaces by L. Scuwarrz [25]. 

Theorem 1.3: Let 7' be a closed linear transformation with domain D(7') 
dense in the Fréchet space E and range in the Fréchet space F. Let C be a 
T-compact linear operator from £ to F, i.e. D(C) > D(T), while there exist 
open neighborhoods U and V of null in # and F such that C maps U \ 7-(V) 
into a compact subset of F. (In the case of Banach spaces, this last condition 
becomes: C maps each set {e: |e] + || Z'e] < r} into a compact set.) 

Suppose that R(7’) is a closed subspace with finite defect in F. Then for 
T + C, which is a closed operator with domain D(7), R(T + C) is a closed 
subspace with finite defect in F. 

If in addition, N(7) is of finite dimension, then N(7' + C) is of finite 
dimension. 

Theorem 1.3 will be established as a consequence of Theorem 2.3 of 
Section 2. 
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As a simple corollary of Theorem 1.2, we have the following theorem 
(which is established for Banach spaces by a direct argument in § 3 of Chap. II 
of Hrixe and Pururies [13)). 

Theorem 1.4: Let 7 be a closed linear transformation with dense domain 
in the Fréchet space Z and range in the Fréchet space F. Then: 

(i) 7 has a continuous inverse iff R(7'*) = H*. 
(ii) If R(T’) is of the second category in F, then R(7)= F and T is a 
homomorphism. 

(iii) The equation 7'e = f has one and only one solution e in D(7) for each f 
in F iff the equation 7* /* = e* has one and only one solution /* in D(7*) for 
each e* in E*. 

Proof: (i) If T has a continuous inverse, then R(7') is closed and 7’ is one- 
to-one. By Theorem 1.2, R(7*)= £*. If R(7*) = E*, on the other hand, 
R(T*) is weak* closed. By Theorem 1.2, R(7') is closed, N (7) = {0}, and T isa 
homomorphism. 7'~! is then continuous. 

(ii) If R(T) is of the second category in F, it must be of the second category 
on itself. By Theorem 1.2, R(7') is closed in F and T is a homomorphism. If 
R(T) were a proper closed subspace of F, R(7') would be nowhere dense. Thus 
R(T) = 

(iii) The equation 7'e = f has one and only one solution for each f in F 
iff R(T)= F, N(T)= {0}. But then R(7*)= E*, and N(7*) = {0}, by 
Theorem 1.2 and the equation 7'* /* = e* has one and only one solution for 
each e* in Z*. The converse implication follows similarly. 

Theorem 1.5: Let 7' be a closed linear mapping with dense domain D(7’) 
in the Banach space Z and range R(T’) in the Banach space F. 

Suppose that either: 

(a) There exists a mapping J of D(7') into F* and a wultien constant c 
such that for all e in D(7’), ° 


(1.1) (Te, Je)| Sc lel: Jel re 
or 

(b) There ‘exists a continuous linear mapping J of D(T) into F* and a 
positive constant c such that for all e in D(7’) 
(1.2) KTe, Je)| 2c lel 
or 

(c) There exists a continuous linear mapping J of D(7) into F* and a 
positive constant c such that for all e in D(T), 
(1.3) Re <Te, Je) =c \elz. 

Then R(7’) is closed, N (7) = {0}, T'-? is a bounded mapping of R(T) 
into EZ, and R(7'*) = E*. 

Proof: (c) obviously implies (b). On the other hand since ||J el p+. S c, el, 
(b) implies (a). It suffices therefore to consider (a). 

Since |(Te,Je>| S| Telp- Jel pe, (1.1) implies that |T ep jc \elz. 
Thus N (7') = {0}, 7’- is bounded on R(7'), and R(T’) is closed. It follows from 
Theorem 1.1 that R(7'*) = E*. 
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Theorem 1.6: Let 7 be a closed linear transformation with dense domain 
in the Banach space EF and range R(T’) in the Banach space F, T* its adjoint 
operator. Suppose that one of the conditions (a), (b), or (c) of Theorem 1.5 
holds and that N(7*)= {0}. Then R(7’)= F, and the equations Te = f, 
T* {* = e* have one and only one solution for each / in F and e* in E*. 

Proof: By Theorem 1.5 and Theorem 1.1, R(7') = {f: ¢/, {*) = 0 for all 
f* in N(T*)}. Since N(7'*) = {0}, R(T) = F, and our conclusion follows. 

Theorem 1.7: Let 7 be a closed operator from the Banach space Z to the 
Banach space F, T* its adjoint, J a continuous linear mapping of D(7’) into F* 
such that D(7*) C R(J) and there exists a constant c > 0 for which 


|<Te, Je>| Sc lel? . 


Then the equation 7'e = / has one and only one solution for each f in F 
(and a similar fact holds for the equation 7'* /* = e* for each e* in E*). 

Proof: By Theorem 1.5 (b), R(7’) is closed, 7’ is one-to-one, and R(7'*) = F. 
By Theorem 1.6, we need verify only that N(7'*) = {0}. 

Suppose /* ¢ N(7'*). Since D(7*) C R(J), there exists e in D(7') such that 
Je= /{*. For such an e, however, 

O= \Ke, T*/*)| = |e, Je)| Se lel. 

We have e = 0, /* = Je = 0, implying that N(7'*) = {0}. 

Corollary to Theorem 1.7: Let H be a Hilbert space with inner product 
[u,v], 7 a closed linear operator with dense domain D(7') in H and range 
R(T) in H, T* its adjoint operator. Suppose that there exists a positive constant 


c such that 
Re[Tu, u] >c |ul}? 


for all uw in D(T’). Then R(7*) = H. 

If in addition, 7' is continuous, R(7’)= H and 7'-! is a bounded operator 
on H. 

Proof: We choose Ju = u. The first part of the corollary follows from 
Theorem 1.3, the second from Theorem 1.7. 

For closed 7’, the result of Corollary 1.7 is due to VistK [28], [29]. For 
bounded 7’, the stronger conclusion is also due to VisrK [27], but was first 
emphasized as a significant result in its own right by Lax and Mitcram [17]?). 
The use of more general operators J than the identity operator was begun in 
the work of Leray [18] on the Cauchy problem for hyperbolic equations. 

Theorem 1.8*): Let E and F be Banach spaces, V a locally convex linear 
space, 7', and 7’, continuous linear mappings of V into E and F respectively, 
Tf and T the adjoint mappings of 7', and 7',. Then: R(7}) > R(7T$) iff there 
exists a constant c, such that 
(1.4) IT < el, 


for all v in V. 


% Other applications of this result have been made by the writer [5], [6], J. L. Lions 
[18], [20], and L. ‘Nrrenpere [21]. 
*) Theorem 1.8 is an extension of a result of Ficnera [10]. 
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(ii) Suppose that R(7',) is dense in the Banach space H#, and that (1.4) 
holds. Then for each pair of elements e* in Z* and /* in F* for which 7’? (e*) 
= TE(f*), ie. 


(1.5) (Tv, e*) = (Tv, f*>, vev, 
we have 
(1.6) le*] S eol/f*| - 


Proof: Let E, be the closure of the range of 7',, F, the closure of the range 
of T,. EZ, and F, are closed subspaces of Z and F respectively, and we may 
consider 7’, and 7’, as mappings of V into #, and F,, composed with the 
identity mappings j and k of E, and F, into £ and F, respectively. By.the Hahn- 
Banach theorem, j* and k* are open mappings of Z* onto Ef and of F* onto Ff. 
Thus the ranges of 7'f and 7'$ are not changed if we replace Z and F by E£, 
and F,. Consequently, there is no loss of generality in assuming that R(7’,) 
is dense in EZ, R(T,) is dense in F. 

Under this latter assumption, 7’ and 7} are injective mappings of E* 
and F* into V*. Now if R(T?) >R(T#), the mapping Q’ (/*) = (Tf) (73 /*) 
is well-defined for all /* in Z* and by the continuity of Tf and Tf, Q’ is a 
closed linear mapping of F* into Z*. By the closed graph theorem Q’ is bounded, 
i.e. | Q’ (f*)|| <cg!//*| for all /* in F*. For each v in V, however, 


(T,v, [*) = (v, TEf*) = Cv, TE(Q'f*)) = (Tir, OF*) . 

Since | 7',v| = sup {|(7',, /*)| : f* ¢ F*, |f*| = 1}, the preceeding equality 
implies 
(1.4) |Tv] S col 7,» . 

On the other hand, suppose (1.4) holds. Then N(7,)c N(7;), and the 
mapping Q defined by the assignment Q(7',v) = 7',v yields a well-defined and 
bounded linear transformation of R(7',) into F. Since R(7',) is dense in EZ, 
Q may be extended to a bounded linear operator from EZ into F. Let Q* be the 


adjoint operator to Q. Q* is obviously a continuous linear operator from F* 
into E*. Let f*¢ F*, v ¢ V. We have 


<v, TE (Q*f*)> = (Tir, Q* f*> = (Q(T), f*) = (T 20, f*> = (ve, TEP). 
Thus 7'f(Q*/*) = T3/*, R(T$)c R(T), and (i) is proved. 
For the proof of (ii), we observe that T'¥(e*) = T3(/*) iff et= Q*/*, and 


the conclusion of (ii) follows from the boundedness of Q*, which has already 
been established. 

A consequence of Theorem 1.8 is the following result, which has been 
obtained by Ficnera [11] in a slightly more special form for mappings into 
L»-spaces. (Fichera’s theorem makes the unnecessarily strong assumption that 
R(L) = £ in the notation of Theorem 1.9.) 

Theorem 1.9: Let Z and F be two Banach spaces, Z* and F* their respective 
adjoint spaces, V a locally convex linear space. Let L, L', M, M’ be continuous 
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linear mappings of V into Z, F*, F, and £* respectively. (Cf. the following 


Siagrem) E F 
LZ M7 
ve V 
w, L 
E* F* 
Suppose that for each pair of elements u and v of V, we have 
(1.7) (Lu, M'v) = (Mu, L'v). 


Suppose further that R(L) is dense in Z, and that there exists a constant 
C, > 0 such that for all v in V 


(1.8) | Mv] < col|Lo} . 
Then for each v of V, we have the inequality 
(1.9) |M’v| S cy|L’'v} . 


Proof: Since R(L) is dense in Z, (L*)-' exists on R(L*). By Theorem 1.8, 
R(M*)c R(L*) and Q*= (L*)-! M* is a bounded linear mapping of F* into 
E* with |Q*| < c. 

Let u and v be elements of V, and set /*= L’'v. We have 


(Mu, L'v) = (u, M*f*) = Cu, L*(Q*f*)) = (Lu, Q*f*). 
By (1.7), (Lu, M’v) = (Lu, Q*f*). Since R(L) is dense in Z, M'v = Q*f* 
= Q*(L'v). By the bound on Q*, we have |_M’v| < c,|L’ v}. 

Section 2: Let FE and F be locally convex linear Hausdorff spaces over the 
field of complex numbers. For the definition and general theory of locally 
convex linear spaces, we refer to BourBaki [2]. To be consistent with the 
usual Banach space conventions, our notation differs slightly from that of (2). 

Our primary concern in this section is the theory of (not necessarily .conti- 
nuous) linear operators 7' with domain in £ and range in F. 

Let 7 be such an operator with domain D(T), a linear subspace of Z, and 
with range R(T’) in F. T is said to be a closed operator from £ to F if the 
graph of 7, 

G(T) = {(e, f):e € D(T), f= Te} 
is a closed subset of the product space Z xF. T is said to be. closable as an 
operator from E to F if cl(@(T7')) (the closure of G(T’) in Z xF) is the graph of 
a linear operator from E£ to F. The obvious necessary and sufficient condition 
for T to be closable is that cl(@(7)) include no elements of the form (0, f) 
with f + 0. 

‘Let E* and F* be the dual spaces of Z and F respectively, which we shall 
assume, except when otherwise explicitly stated, to have the strong topology 
(i.e. uniform convergence on bounded subsets of Z and F, respectively). For e 
in E, e* in E*, we shall write the pairing of e and e* as <e, e*). The linear space 
F* x E* is isomorphic with (Z x F)* under the pairing 


<(e, f), (f*, e*)> a. <e, e*»> + <f, f*> ° 
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For a subset A of EH, the. polar of A is the subset A® of H* consisting of 
those e* for which |e, e*)| < 1 for all ¢ in A. If A is a subspace, the polar of A 
coincides with the annihilator of A, i.e. the set of e* such that <e, e*) = 0 
for all e in A. If B is a subset of Z*, the polar of B is the subset B° of E con- 
sisting of those e for which |<e, e*)| < 1 for all e* in B. A subset A of the 
locally convex space £ is said to be circled if we lies in A for every e in A and 
each complex a with |«| < 1. Then for each subset A of 2, A®= (A®)® is the 
smallest closed convex circled set containing A. In particular, if A is a closed 
convex circled set, then A®=— A. 

The weak*-topology on E*, o(H#*, Z) in the notation of [2], is the locally 
convex Hausdorff topology having as its base of neighborhoods at the origin 
‘the sets of the form {e,, . .., ¢,}°, where {e,, . .., €,} is any finite subset of Z. 
‘The weak topology on E, o(H, E*), is the locally convex Hausdorff topology 
having as its base of neighborhoods at zero, the sets of the form {ef, . . ., ef}° 
where {ef,..., ef} is any finite subset of Z*. The Mackey topology on £, 
t(Z, E*), is the locally convex Hausdorff topology having as its base of neigh- 
borhoods at zero, the sets of the form K°®, where K is any weak*-compact 
gonvex circled subset of Z*. The original (or strong) topology on Z is finer 
‘than the weak topology and coarser than the Mackey topology. A convex subset A 
of £ is closed in any one of these three topologies iff it is closed in each of the other 
two. If B is a subset of Z*, B= (B® is the smallest weak*-closed convex 
circled subset containing B. 

The locally convex linear space E is said to be a Mackey space if r(Z, E*) 
is the strong topology on Z. If EZ is metrizable, it is a Mackey space (Prop. 6, 
§ 2, Chap. IV of [2)). 

E is said to be fully complete [15] provided that a subset B of H* is closed 
in the weak*-topology iff B\ K is weak*-compact for every weak*-compact 
subset K of Z* (the Krein-Smulian property for Banach spaces). In [15], 
J.L. Ketitey has shown that full completeness of Z is equivalent to the 
completeness of the uniform space of the closed linear subspaces of EZ with the 
Hausdorff uniformity. Every Fréchet space is fully complete [9). 

Definition 2.1: Z is said to satisfy condition (s) if for each closed subspace 
N of E and each compact convex circled subset K of Z/N, there is a compact 
convex circled subset K, of Z such that y(K,) = K, where ¢ is the canonical 
mapping of Z onto E/N. 

Every Fréchet space satisfies condition (s), [26]. 

Definition 2.2: EZ will be said to satisfy condition (¢) if for every linear 
subspace M of HZ, the Mackey topology of M, t(M, M*), coincides with the 
topology induced on M by the Mackey topology of EZ, r(Z, E*). 

In general t(M, M*) is always finer than t(Z, E*) restricted to M. A con- 
dition equivalent to condition «) is that Z* with the weak* topology should 
satisfy condition (s). 

If every linear subspace of £ is a Mackey space, then £ satisfies condition (t), 
since t(M, M*) coincides in that case with the induced strong topology on M, 
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which in turn is the topology induced by 1t(#, Z*). Thus every metrizable 
space £ satisfies condition (¢). : 

A subset A of Z is said to be absorbing if for each z in E£ there exists a 
complex number A such that Az lies in A. 

E is said to be tonnelé if every closed convex circled subset A of E which 
is absorbing has zero in its interior. Every Fréchet space and more generally 
every Baire space is tonnelé. If £ is tonnelé, H is a Mackey space (Prop. 5, § 2, 
Chap. IV of [2]). Every quotient space of a tonnelé space E by a closed sub- 
space N is also tonnelé. E£ is said to be fully tonnelé if every closed subspace of 
E is tonnelé. Every Fréchet space is fully tonnelé. 

PrAk [22] has shown that if Z is fully complete, F tonnelé, every continuous 
linear mapping of Z onto F is an open mapping. A. P. and W. Rogerson [23] 
have proved a closed graph theorem which states that every mapping 7’ of 
a tonnelé space F into a fully complete space E with a closed graph is con- 
tinuous. Coins [8] has shown that if N is a closed subspace of a fully complete 
space HZ, then N and E/N are fully complete and also that fully complete 
spaces are complete. 

If EZ, is a subspace of EZ, then restricting each element e* of E* to the 
subspace H,, defines a continuous linear mapping gp of E* onte £¥. In general g 
is a weak* homomorphism (i.e. an open mapping in the weak* topology) of Z* 
on Ef, and defines a weak*-isomorphism of £*/E? with Ef. However, gy need 
not be a homomorphism in the strong topology of Z* and Ef. 

. Definition 2.3: We shall say that a pair (Z, Z,) satisfies condition (r) if ® 
is a homomorphism of Z* on Ef (and, therefore,.an isomorphism of £*/E%). 
If E* is fully complete, Ef tonnelé, the pair (Z, £,) will satisfy condition (r). 

Let T be a linear operator with its domain D(7’) in £ and its range R(T’) 
contained in F. We shall suppose that )(7') is dense in Z. Let 


‘D(T*) = {f*: f* ¢ F*, (Te, f*) is continuous in e on D(T)}. 


Since D(T) is dense, the canonical mapping g of E* on {D(7)}* is weak*- 
isomorphism onto. Therefore, for each /* in D(T*), there exists an unique 
element e* in E* such that 

{e, e*) = <Te, f*) 


for all e in D(7). We define 7*/*= e*. The operator 7'* thus defined with 
domain D(7*) contained in F* and range R(7'*) in E* is called the adjoint 
operator of 7’. 

Let G(— 7’) be the graph of the operator (— 7’), G(7'*) the graph of 7*. 
We note that by the definition of 7*, the element (/*, e*) of F* x E* will lie 
in G(T*) iff (Te, *) = <e, e*) for all e in D(T). This last equation may be 
re-written <(e, /), ({*, e*))> = 0 for all (e, f) in G(— 7). 

Lemma 2.1: (i) 7'* is a closed operator from F* to £*. Indeed @(7*) is a 
weak*-closed subset of F* x E*. 

(ii) For e in E, f in F, the element (e, f) of Z xF lies in cl(@(7T)) iff <e, T*/*) 
= ¢f, f*) for all f* in D(T*). In particular when T is closed, e lies in D(7’) 
with Te= f iff ¢e, T*/*) = <f, f*) for all f* in D(T*). 
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(iii) 7’ is closable iff D(7'*) is weak*-dense in E*. 

Proof: (i) Since G(7*) = G(— 7), G(T*) is weak*-closed and therefore 
strongly closed in F* x E£*.: 

(ii) cl(@(T)) is a closed convex circled subset of Z xF. Since G(— 7'*) 
= G(T), we have cl(G(T)) = cl(G(T))® = G(T)™= G(— 7*)*. In other 
word, (e, f) lies in cl(@G(T)) iff <e, T*f*) — <f, f*) = 0 for all f* in D(T*), 
ie. Ce, T*f*) = Cf, f*). 

(iii) 7 is closable iff there exists no element of the form (0, f) in c 1(@(T)) 
with f + 0. Suppose such an element (0, /) exists. Then for each /* in D(7'*), 
since the relation ¢(e, f), (f*, — T*/*)) = 0 for (e, f) in G(7) persists by con- 
tinuity for (e,f) in cl(G(T)), we have 0= (0, — T*/*) + <j, f*> = ¢, f*). 
Thus D(7'*) is contained in {f}°, and D(7T*) cannot be weak*-dense. On the 
other hand, if D(7'*) is not weak*-dense, since F is the dual space of F* taken 
with the weak*-topology, there exists an / in F such that ¢/, /*) = 0 for all 
f* in D(T*), f +0. But then <0, 7*/*) = ¢f, f*) for all f* in D(7*), which 
by (ii) implies (0, /) € ¢ 1(@(7)) and T' is not closable. 

Let t, be a topology on E, t, a topology on F. T' is said to be-a (t,, t,) homo- 
morphism if 7'(A) is an open set in R(T) in the topology induced by ¢, for 
every subset A of D(7’) open in the topology induced by ¢,. 7 is said to be a 
(t,, t,) isomorphism if 7’ is an injective, surjective (¢,,¢,) homomorphism of 
D{T) on R(T). As usual, if no topologies are specified, a homomorphism will 
refer to a homomorphism in the strong topologies on E and F. If t, and ¢, are 
the weak topologies we shall speak of a weak homomorphism. If ¢t, and ¢, are 
the weak* topologies we shall speak of a weak* homomorphism. 

Theorem 2.1: Let HZ and F be locally convex linear spaces, 7 a linear 
operator with dense domain D(7’) in Z and range R(7') in F. Let G(T’) be the 
graph of 7 considered as a subspace of E xF, T* the adjoint operator to T 
with domain D(7*) in F* and range R(7'*) in #*, N(7T) and N(7"*) the null 
spaces of 7' and 7'* respectively. 

Consider the following properties of T' and 7'*: 


(a) R(T’) is closed in F, 

(b) R(7'*) is closed in E*, 

(c) R(7'*) is weak*-closed in E*, 

(d) 7 is a homomorphism of D(7’) into F, 

(e) T is a weak homomorphism of D(T’) into F, 

(f) 7* is a homomorphism of D(7*) into E£*, 

(g) 7'* is a weak* homomorphism of D(T'*) into E*, 
(h) R(T) = {f: ¢f, f*) = 0 for alll f* in N(7*)}, 

(i) R(T*) = {e*: <e, e*) = 0 for all e in N(T7)}, 

(j) R(T) is tonnelé. 

Then the following relations hold between these properties: 


(I) (a) => (h) <> (g) 
(b) = (c) <> (i) => (e) — (d). 


Math. Ann. 138 
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(II) If @(7’) is fully complete and F is fully tonnelé, 
Ne Qehe@Mo@ 
Y 


(b) = (c) => (t) = (e) 
(ILI) If G(7’) is fully complete, F fully tonnelé and satisfying condition (t), then 
(j) => (a) = (h) = (9) = @) 


(b) = (c) => (t) = (e). 
(IV) If G(7) is fully complete, F fully tonnelé, and the pair (Z x F, G(7)) 
satisfies condition (r), then (/) = (c). 

(V) If G(T) and F* are fully complete, while F and G(7'*) are fully tonnelé, 
and the pair (Z x F, G(T)) satisfies condition (r), then properties (a) to (j) are 
all mutually equivalent. 

Proof: The assertion of Theorem 2.1 follows from Theorem 2.2 and Lem- 
mas 2.2 to 2.9 which are proved below. 

Theorem 2.2: Let 7 be a linear operator with domain D(7'), a subspace 
of EZ, and range R(7) in F. Let G be the graph of 7 considered as a linear 
subspace of Z x F, S the continuous mapping of G into F defined by 

S(e, Te)= Te. 

Then: 

(i) Properties (a), (c), (d), (e), (g), (A), (¢), and (7) of Theorem 2.1 for T as a 
mapping of £ into F are equivalent to the corresponding properties for S as a 
mapping of G into F. 

(ii) Properties (6) and (/) for S as a mapping of G into F imply properties 
(b), (f) and (A) for 7 as a mapping from £ into F. 

(iii) If the pair (Z x F, G(7)) has property (r), then properties (b) and (/) 
for T are equivalent to the corresponding properties for S. 

Proof{: Let J be the mapping gf D(7') into G defined by Je = (e, T'e), 
J, the mapping of @ into £ defined by J, (e, Te) = e. J is a homomorphism, J, 
is continuous, and J,Je = e for e in D(T). 

We shall designate properties (a), . . ., (j) for S by (a)g, ..., (j)7, and the 
properties (a), ...,(j) for T by (a)y, . . ., (j)z. Since (h) is equivalent to (a) 
and (i) to (c), we need not consider them explicitly. We remark first that 
R(T) = S(@) so that (a), is’ equivalent to (a)7 and (j)s to (j)7. Furthermore, 
T = SJ, where J is a homomorphism and hence a weak homomorphism. Thus 
(d)s is equivalent to (d)7, and (e)y is equivalent to (e)7. 

Let ¢ be the canonical mapping of F* x E* on G*. By a preceeding remark, 
@ is continuous and a weak*-homomorphism, which induces a weak*-iso- 
morphism of (F* x E*)/G(— T*) onto G*. [Note that G°= G(7)°= G(— T*).] 

Since S is.a continuous mapping of @ into F, S* is a continuous mapping 
of F* into G*. Let /* be an element of F*. Then for each (e, T'e) in G, we have 


<(e, Te), S*f*) = <S(e, Te), f*> = (Te, f*) = <(e, Te), (f*, 0)). 











Functional Analysis and Partial Differential Equations. I 67 


Thus S*/*= o(f*, 0). Let R(S*) be the range of S*. Since @ is a weak* 
homomorphism of F* x F* onto G*, R(S*) is weak*-closed in @* iff p-1(R(S*)) 
is weak*-closed in F* x E*. But the elements of ®-!(R(S*)) are precisely those 
of the form (/*, 0) + (ff, — T*/f), where /* is any element of F* and f/f any 
element of D(7*). Since for fixed /f, /* + ff can be made equal to an arbitrary 
element of F* by suitable choice of /*, g~?(R(S*)) = F* x R(—7'*), which is 
weak*-closed in F* x E* iff R(7'*) is weak*-closed in Z*. Thus (c),s is equivalent 
to (c)r. 

Since J, is a continuous mapping of G into Z, Jf is a continuous mapping 
of £* into G*. Let e* ¢ E*, (e, Te) ¢ G. Then 


((e, Te), Jf e*) = <J,(e, Te), e*> = Ce, e*) = <(e, Te), (0, e*)). 
Thus J¥e*= (0, e*). Now, we note that J¥e*= S*/* for e* in E*, f* in F* iff 
(0, e*) — (f*, 0) = (—ff, T* ff) 


for some ff in D(T*), ie. (ff, —e*) = (f*, —T* ff). This last equation is 
equivalent to saying that /* lies in D(7*) and 7*/*= e*. It follows that for 
every set A in F*, T*(A 4 D(T*)) = (J#)-1(S*(A)). Jf is continuous and 
hence weak*-continuous. Thus if S*(F'*) is closed in G*, R(7'*) is closed in E*, 
so that (b)y implies (b)y. If A is an open set in F*, T*(A 1 D(T*)) 
= (Jf)~1(S*(A)) is open in the range of 7'* if S*(A) is open in S*(F*), so that 
(f)s implies (f)7. Similarly (g), implies (g),. 

Suppose that (g)7 holds. To establish (g)s, we must show that if A is a 
weak*-open subset of F*, then S*(A) is a weak*-open subset of R(S*). Since p 
is a weak*-homomorphism of F* x E* on G@*, it suffices to show that p~'(S8*(A)) 
is a weak*-open subset of p-'(R(S*)). We have already verified that g—(R(“*)) 

- F* x R(—T*). By a similar calculation, we observe that m~'(S*(A)) 

consists of all elements of F* x £* of the form (a* + f/¥, — 7*/¥) with a* in A, 
ft in D(T*). Let (a*+ ff, — 7*f*#) be a fixed such element, and choose a 
weak* neighborhood V of zero in F* such that a*+ vf — v¥ < A for any 
vf, vt in V. Since 7* is a weak* homomorphism of D(7'*) into £*, by assump- 
tion, there exists a convex circled weak* neighborhood U of zero in E* such 
that for u* in U ~ R(7*), there exists v* in V ~\ D(T*) such that T*v*= — u*. 
If a* is any element of A, (a*+ ff + v*, —T f/f + u*) lies in g~'(S*(A)). 
Let v¥ be an arbitrary element of V. Then a*= aj + vf — v* lies in A, and 
(af + f¥ + vf. — T* ff + u*) liesin y-'(S*(A)). But (af + ff + vf, —T* ff + ut) 
is an arbitrary element of (af + ff + V) x((—- T*ff + U)o R(— T*)) which 
is a weak* neighborhood of (af + ff, —T*/ff) in F* x R(—T*). Thus 
g~1(S*(A)) is weak* open in R(S*) and (¢), follows. 

The proofs given above for (g), as a consequence of (g)7 and (c), as a 
consequence of (¢); would yield the equivalence of (b), and (6)7 as well as (f)s 
and (f), provided that » were a homomorphism of F* x E* onto G* in the 
strong topology. The hypothesis of (iii) is precisely that g is a homomorphism 
in the strong topology, and the conclusion of (iii) follows under that assumption. 


3* 
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Corollary to Theorem 2.2: Suppose that F* x Z* is fully complete and G* 
is tonnelé. Then properties (2)—(j) for S are equivalent to properties (a)—(j) 
for T’. 

Proof: Since each continuous linear transformation of the fully complete 
space F* x £* onto a tonnelé space G* is a homomorphism, the pair (£ x F, @) 
satisfies condition (r), and our conclusion follows from Theorem 2.2. 

Lemma 2.2: Let E and F be locally convgx linear spaces, 7 a continuous 
linear mapping of Z into F, T* the dual mapping of F* into Z*. Then proper- 
ties (#) and (h) are equivalent to property (g) for 7’, while properties (c) and (i) 
are equivalent to property (e) for 7’. 

Proof: Since weak closure and strong closure are the same for subspaces 
of F,, (a) is equivalent to the property that R(7') is a-weakly closed subset of F. 
The equivalence of (c) and (e) follows from Prop. 4, § 4, Chap. IV of [2], since 
every strongly continuous linear mapping is also weakly continuous. The 
equivalence of (a) and (g) follow from the same proposition combined with the 
fact that the dual of Z* with the weak* topology is Z, the dual of F* with the 
weak* topology is F, and the dual of 7'* as a weak* continuous mapping of F* 
into E* is our original mapping 7’. 

Lemma 2.3: Let E be a fully complete linear space, F fully tonnelé, and 7 
a continuous linear mapping of Z into F. Then (a) is equivalent to (d) for 7’. 

Proof: Since T is a continuous linear mapping of the fully complete space 
E onto the closed linear subspace R(7') of F, which by the hypothesis is 
tonnelé, it follows from the result of Ptak stated above that 7' is a homo- 
morphism. Thus (a) implies (d). 

On the other hand, if Z is fully complete, N the null space of the homo- 
morphism 7’, then N is a closed subspace of Z and E/N is fully complete by [8]. 
Since every fully complete space is complete, Z/N is complete and 7 induces 
an isomorphism of £/N onto R(T’). Thus R(7’) is complete, and therefore must 
be a closed subspace of F. 

Lemma 2.4: Let 7 be a continuous mapping of the locally convex linear 
space £ into the locally convex linear space F. Then (d) implies (e) for 7’. In 
addition (c) implies (6) for 7’. 

Proof: The fact that (d) implies (e) for 7’ is a direct consequence of Prop. 9, 
§ 4, Chap. IV of [2]. Since every weak*-closed set in Z* is closed, (c) implies (bd). 

Lemma 2.5: Let E be fully complete, F fully tonnelé, 7’ a continuous linear 
mapping of Z into F. Then: 

(i) If 7* is an isomorphism of F* into £*, then R(7T*) is weak* closed 
in E*, i.e. (c) holds. 

(ii) (fr implies (c)7. 

Proof: (i) Since £ is fully complete, R (7'*) is weak* closed in Z* iff R(7*) K 
is weak*-compact for each weak*-compact subset K of E*. Every weak*- 
compact subset of £* is bounded (Prop. 7, § 3, Chap. III of [2]). Since 7* is an 
isomorphism of F* into Z* which is also weak*-continuous, (7'*)-1(K) is a 
bounded weak*-closed subset of F*. Since F is tonnelé, (7'*)-'(K) is weak*- 
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compact in F* (Theorem 3, § 2, Chap. IV of [2]). Hence, R(7T*) 1K 
= T*((T*)-1(K)) is weak*-compact in Z*. The weak*-closedness of R(7'*) is 
thus established. 

(ii) Let M = cl(R(T)). The canonical mapping gy of F* into M* is con- 
tinuous and a weak*-homomorphism. Let 7, be the mapping of Z into M 
induced by 7’, Tf the adjoint mapping of M* into Z*. Then, 7*= Tf 9. 
Suppose that 7'* is a homomorphism. Then for every open subset A of M*, 
Tf (A) = T*(q~-*(A)) is open in R(T?) = R(T*), and Tf is a homomorphism. 
But the range of 7’, is a dense subset of M, so that 7'f is injective and an 
isomorphism. Applying the conclusion of (i), R(7'f) = R(T*) is weak*-closed 
in E*. 

Lemma 2.6: Let E be fully complete, F a fully tonnelé space satisfying 
condition (f), 7’ a continuous linear mapping of Z into F. Then (e)7 implies 
(9)r- 

Proof: Let T, be the mapping of Z/N onto R(T) induced by 7’, where N, 
the nullspace of 7’, is a closed linear subspace of Z. It is sufficient to show that 
the mapping 7',, which is continuous and a weak isomorphism, is also an iso- 
morphism. Let 77! be the inverse mapping to 7. 7’{1 is weakly continuous 
as a linear mapping from the weak topology of R(7') (which is the topology 
induced on R(7') by the weak topology of F) to the weak topology of Z/N. 
Hence by Prop. 7, § 4, Chap. IV of [2], 77’ is continuous as a mapping from 
the Mackey topology t(M, M*) on M into the Mackey topology t(Z/N,(H)N)*) 
on E/N, while the last topology is finer than the strong topology on £/N. Since 
F has property (¢) and is tonnelé, the Mackey topology t(M, M*) is identical 
with the strong topology of M. Thus 77! is continuous in the strong topologies, 
and (g)7 is established. 

Lemma 2.7: Let E* be fully tonnelé, F* fully complete, 7 a continuous 
linear mapping of E into F. Then (6), implies (/)7. 

Proof: Suppose R(7*) is closed in Z*. 7T* is a continuous linear mapping 
of the fully complete space F* onto R(7'*), and R(7"*) is tonnelé, since it is 
a closed subspace of the fully tonnelé space Z*. Thus by the Ptak open mapping 
theorem, 7* is a homomorphism of Z* on R(7'*) and into E*, and (f)7 is 
established. 

Lemma 2.8: Let £ be fully complete, F fully tonnelé, Z* fully tonnelé, 
F* fully complete, 7 a continuous linear mapping of Z into F. Then (6), 
implies (a)7. 

Proof: Let M = cl(R(T)). T may be considered as inducing a continuous 
linear mapping 7’, of Z into M, and the range of Tf is equal to R(7'*). By 
Lemma 2.7, if (b)7 holds, then 7'* is a homomorphism of F* into E*. If ¢ is 
the canonical mapping of F* onto M*, @ is continuous and T*= Tf ¢. It 
follows that Tf is also a homomorphism. Since R(7',) is dense in M, Tf is an 
injective mapping. We may assume without loss of generality in the remaining 
part of the proof that M = F. 

Let / be an arbitrary element of F. We wish to show that / lies in R(7',). 
Let H = {f}°, K an arbitrary weak*-compact subset of Z*. H is a weak*- 











70 Feix E. BrowpEr: 
closed subset of F*. T'?(H)-\ K is compact in the weak* topology and hence 
strongly bounded. Since 7’f is an isomorphism of M* into £E*,(Tf)-\(T?(A)nK) 
= Hr\ (TF)"(4&) is bounded and weak*-closed in F*. Since F is tonnelé, 
H -\ (TF)-*(&) is weak*-compact. Since Tf is weak*-continuous, 7} (H)~K 
is weak*-compact. Since this is true for an arbitrary weak*-compact K and 
since E is fully complete, 7'f (H) is weak*-closed. 

By the Hahn-Banach theorem, there exists an element ff in F* which is 
not contained in H. Since 77 is injective, Tf (/§) does not lie in Tf (H). Since 
the dual space of Z* with the weak* topology is Z with a suitable topology, 
by the Hahn-Banach theorem there exists an e in E such that (e,T*h) = 0 
for h in H, while <e, Tf (f$)> + 0. Every element /* of F* may be written in 
the form a(/*) ff + h, where h lies in H and a(f*) = ¢f, f*)/<f, ff. Thus, 


(Tye, f*) = Ce, TI (h)) + a(f*) <e, TI (fS)) = at ¢, f*). 


where af = <e, Tf (f>)>/<f, fg + 0. It follows that Tj! (aj1e) = f, and (a)z is 
established. 

Lemma 2.9: Let E be fully complete, F fully tonnelé, 7’ a continuous linear 
mapping of Z into F. Then (j)7 is equivalent to (a)7. 

Proof: If R(T) is a closed subspace of the fully tonnelé space F, it must be 
tonnelé. Conversely, if R(7') is tonnelé, the Ptak open mapping theorem asserts 
that F is a homomorphism of the fully complete space Z on R(T). Thus R(7') 
is fully complete, hence complete, hence closed in F. 

Theorem 2.3: Let E be a fully complete space satisfying condition (s), 
F a fully tonnelé space, 7, a continuous linear mapping of Z into F, C a 
compact mapping of £ into F. Suppose that R(7',) is a closed subspace of F 
with finite co-dimension in F. 

Then if 7 = 7,+ C, R(T) is a closed subspace of F with finite co-dimension 
in F. If in addition N (T,) is of finite dimension, then so is N (7'). 

Proof: Since F is fully tonnelé and R(T’) is closed, we know that R(7%) is 
tonnelé. Since £ is fully complete, 7, is a homomorphism of £ into F, and 
hence a weak homomorphism. In particular, R(7$) is a weak*-closed subset 
of E*. Furthermore, N(T$)= R(T,)°, and by the hypothesis on the co- 
dimension of R(T,), N (7) has finite dimension. 

We shall denote by é the topologies on E* and F*, respectively, with bases 
of closed neighborhoods of the origin K® : K convex and compact. By Theorem 1 
of [16], C* is a compact mapping from the &-topology on F* into the £-topology 
on £*. 

_ Let p be the canonical mapping of Z onto H/N(T7,), py the injection 
mapping of R(7,) into F. T, may be written as the composition pS, gy, where 
S, is the isomorphism of Z/N(T,) onto R(T.) induced by 7. Thus, 
T> = ¢y* S*y*. Since S, is an isomorphism, Sf is an isomorphism in the 
&-topologies on R(7',)* and (£/N (7,))*. Since g* and y* are continuous in the 
strong topology, they are continuous in the &-topologies. 

Let P be a continuous idempotent linear mapping of F onto R(7\). 
‘Such a mapping exists by the Hahn-Banach theorem and the finite 
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co-dimension of R(T.) in F.) If K is a compact: subset of F, let K,= P(K). 
If B ¢ KY, let A= P* B. Then, |<f, 4>| = |<f, P* B)| = <P, B| < 1 for f in K, 
ie. A€ K®. Moreover, y*(A)= 8. Thus y*(K°)>K}, and y* is a &-homo- 
morphism of F* onto R(7;,)*. 

Similarly, since Z satisfies condition (s), for every compact convex subset 
K, of E/N (T,) there exists a compact set K in Z such that (K) = K,. Since Z 
is fully complete and hence complete, K may be chosen convex. Then 
B € K°n R(p*) iff \<e, B>| 51 for e in K and <e, B= (ge,d) with 
A€ (E/N(T,))*: But |<e, B>| = |<ye, A>| <1 for e in K is equivalent to the 
assertion that 4 ¢ K}, ie. 6 € y*(K?). Thus y* is a &-homomorphism of 
(Z/N(T,))* into E*. 

Finally, therefore, T$ is a -homomorphism of F* into Z* with finite 
dimensional nullspace, C* a &-compact linear mapping of F* into Z*, and the 
range of T$, being weak*-closed in H*, is also £-closed in Z*. By Theorem 8 of 
[16], 7*= 7} + C* is a -homomorphism of F* onto a &-closed subspace of 
E* with finite co-dimension in EZ*. 

By Theorem 2, § 2, Chap. IV of [2], the duals of Z* and F* with the 
§-topology are E and F, respectively, with some suitable topology. It follows 
that every é-closed subset of Z* is also weak*-closed and that every £-homo- 
morphism of F* into Z* is a weak* homomorphism. Thus 7* is a weak* 
homomorphism with a weak*-closed range. But by Prop. 4, § 4, Chap. IV 
of [2], 7',is then a weak homomorphism and R(7)) is a closed subspace of F 
with finite co-dimension in F. 

Section 3: In the present section we shall give a more general treatment 
of the abstract theory of boundary problems previously discussed by Vist1xK [28], 
H6RMANDER [14], and Vistk and LapizenskaJa [30]. The proofs which we 
give below for our results in a more general framework are simpler when 
specialized to the original formulation than those given in the previous 
dsicussions. 

Let E and F be two locally convex linear spaces, 7’, a linear transformation 
with dense domain D(7,) in EZ and range R(7,) in F. If 7) is a linear trans. 
formation with domain D(7%) in F* and range R(7%) in E*, 7% is said to be 
a formal adjoint of 7’, iff for all e in D(T,) and f* in D(7%), 


(3.1) (Toe, f*) = ¢, Tof*).. 


There will exist at least one formal adjoint 7) for 7, with weak*-dense 
domain in F* (namely, 7) iff 7’, is closable. 

We shall assume throughout that 7’, and 7% are given with 7), having a 
weak*-dense domain in F'*. Since 7’, and 7’; are closable, we shall assume them 
without loss of generality in our discussion to be closed linear transformations 
in their respective pairs of spaces. 

We define 7’, as the restricted adjoint of 74, ie. D(7,) = {e: e € E; there 
exists f in F such that ¢/, /*) = <e, 7f*) for all f* in D(7%)} with T,e = f 
for e in D(T,). For each e in D(T7,), T,e is uniquely defined by the weak* 
denseness of D(7';). In addition, it follows from (3.1) that T,¢ 7). 
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Definition 3.1: The closed densely defined linear operator 7' from EZ to F 
is said to be a realization operator for the pair (7'y, 75) if T,)¢ T ¢ 7). 

The intuitive background for the definition of a realization operator is 
provided by the basic application of the definition: 7, is defined by a linear 
partial differential operator L with domain C?(@), the family of infinitely 
differentiable functions with compact support in an open set G of Euclidean 
n-space, 7’, is defined by the formal adjoint differential operator L’ restricted 
to CP (@), EB and F are locally convex linear spaces such that Z, F, E*, and F* 
can be continuously realized as linear subsets of the space of distributions on 
@ with C?(@) dense in E and weak*-dense in F* and with the pairing ¢e, e*) 
and </, {*) for e in CS (@) and f* in C> (@) being the distribution pairing. 7’, is 
then the differential operator L considered as defined for all e in # such that 
Le lies in F. Each realization operator 7' in this case is a closed restriction of 
the maximal realization 7, such that the domain of 7’ contains all of CP (@), 
the family of functions satisfying any null condition imposed on a function 
at the boundary of G. The realizations in this case correspond, therefore, 
to boundary-value conditions imposed on functions for which the differential 
operator L is defined in the sense of distributions. 

Definition 3.2: The realization operator 7’ is said to be a solvable operator 
for the pair (7',, 74) if T is a one-to-one mapping of D(7’) onto F, and if T~! 
is a continuous linear mapping of F into Z£. 

Definition 3.3: The realization operator 7' is said to be completely solvable 
for the pair (7,, 7) if T is solvable and if, in addition, 7'-! is a compact linear 
mapping of F into E (i.e. maps some neighborhood of zero in F into a compact 
subset of £). 

We shall treat two problems in the first part of this section: (I) To give 
a necessary and sufficient condition on the pair (7'5, 75) for the existence of 
solvable and completely solvable operators 7’; (2) To classify solvable operators, 
if any exist. 

We shall give three answers to Problem I, in order of increasing precision 
for Fréchet spaces, reflexive Banach spaces, and Hilbert spaces. 

Theorem 3.1: Let £ and F be two Fréchet spaces, 7', a densely defined 
linear transformation in E with range in F, 7% a linear transformation with 
weak* dense domain in F* and range in E* which is formally adjoint to 7, 7, 
the restricted adjoint of 7). Then a necessary and sufficient condition that 
there should exist a solvable operator for the pair (75, 7%) is that all the 
following three conditions should be satisfied : 

(a) 7, is one-to-one, and 75! is a continuous mapping of R(7',) into EZ. 

(b) 7'4is one-to-one, and (7'5)~!isa weak* continuous mapping of R(7)intoF*. 

(c) If N (7) is the null space of 7',, N (7) x {0} has a closed complement 
M in G(T,) such that G(7,)c M. 

Theorem 3.2: Let Z and F be two reflexive Banach spaces, 7, 7}, and 7, 
as in Theorem 3.1. Then a necessary and sufficient condition that there should 
exist a solvable operator for the pair (7',, 74) is that all of the following three 
conditions should be satisfied : 
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(a) 7, is one-to-one and 75! is a continuous mapping of R(7,) into EZ. 

(b)’ 7% is one-to-one, and (7'j)-* is a continuous mapping of R(7';) into F*. 

(c) N(7',) x {0} has a closed complement M in G(7) such that G(7,)c M. 

Proof of Theorem 3.1: Let T, be the restricted adjoint of 7). The graph 
of 7’, is the set of elements (e, f) of Z x F such that (e, T,/*) = </, {*) for all f* 
in D(7%). If, we realize the graph of 7, in F* x £*, with the latter considered 
as the dual space of Z x F under the pairing 


<(e, f), (f*, e*)) = <e, e*) 3 <f, f*) , 


then G(7',) = @(7%)°. It follows that G(7',)°, which is in fact the graph of 7'f, 
is the weak* closure of @(75), i.e. Tf is the weak* closure of 7’). 

The necessity of conditions (a), (b), and (c) is obvious. Indeed, 7,¢ T 
implies that 7’! exists and is continuous on R(7',) satisfying (a). Furthermore 
R(T) = F implies that R(7,) = F, implying by Theorem 1.2 of Section 1 that 
T¢ is one-to-one and a weak* homomorphism. Thus (7'5)~! is weak* continuous 
on R(T%5), satisfying (b). Finally, the idempotent mapping J’ of G(7,) on 
N(T,) x {0} defined by J’(e, T,e) = (e — T=1(T,e), 0) is obviously closed and 
hence continuous. If M = (J —J’)G(T,), M is a closed complement for 
N (7) x {0} in G(7)). 

In the proof of the sufficiency of conditions (a), (b), and (c) we proceed as 
follows. Since N (7) x {0} has a closed complement M in G(7',) by (c), there 
exists a continuous idempotent mapping J of G(7',) on M such that J (e,0)=0 
for e € N(7',). Since 7'f is the weak* closure of 75, and since (7'4)-' exists and 
is weak* continuous, it follows that (7'f)-' exists and is weak* continuous. 
It follows from Theorem 1.2 of Section 1 that R(7,)= F. Let G(T), the 
graph of 7, = M. M is a closed subspace of G(7',), (and hence of E x F) which 
includes G(7,) and is contained in G(7',). If e « D(T,), J(e, Tye) = (J,e, Tye) 
since J maps N(7',) x{0} into 0. Hence, J,e ¢ D(T), T(J,e) = T,(e), and 
R(T) = F. Since F is a Fréchet space and 7’ is a closed linear mapping whose 
domain is the whole of F and maps F into £, T-' is continuous and T' is a 
solvable operator for the pair (7'y, 75). 

Proof of Theorem 3.2: The proof is identical with that of Theorem 3.1 
except that with the replacement of (b) by (b)’, it no longer follows immedi- 
ately as before that (7'f)-! is weak* continuous. But in the present case¢ since 
E xF is reflexive because EZ and F are reflexive, the weak* topology on F* x E* 
coincides with the weak topology. Let G be the graph of 7%, in F* x E*. Since G 
is weakly closed and hence weak* closed, @ ix the graph of (7',)*. By the strong 
continuity of (7)-!, it follows that the range of 7'f is closed and 7'f has a 
continuous inverse. Hence by Theorem 1.1 of Section 1, R(7',) = F, and the 
proof proceeds as before. : 

Remark: Condition (a) of Theorems (3.1) and (3.2) is not used in the 
sufficiency part of the proof. Indeed, the argument given shows that (b) and (c) 
together imply (a). The unnecessary condition (a) was introduced to make 
possible a more explicit comparison with Corollary 3.3; a result for Hilbert 
spaces essentially due to VistK [28]. 
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Theorem 3.3: Let EZ and F be Fréchet spaces. Then a sufficient condition 
for the pair (7',, 75) to have a solvable operator is that (a) and (b) should hold 
together with the following: 

(c)’ N (7) has a closed complement in Z, while cl(R(7,)) has a closed 
complement in F. 

If Z and F are reflexive Banach spaces, the combination of conditions (a), 
(b)’, and (c)’ is a sufficient condition for the existence of a solvable operator 7’. 

Corollary 3.3: Ii ZH and F are Hilbert spaces, a necessary and sufficient 
condftion that the pair (7'5, 74) should have a solvable operator is that 77! 
and (7)? should be bounded mappings on R(7,) and R(7), respectively. 

Proof of Theorem 3.3: It follows from conditions (b) and (b)’ as in Theo- 
rems 3.1 and 3.2 that R(7,) = F. Since 7, is closable, we may assume without 
loss of generality that 7’, is closed, and hence, since 75! is continuous by 
condition (a), that R(7',) is closed. The second part of condition (c)’ becomes 
then: R(7',) has a closed complement in F’. Since N (7';) has a closed complement 
in F and R(7,) has a closed complement in F, it follows from the closed graph 
theorem for F-spaces that there exist continuous idempotent mappings P, of 
E onto N(T,) and P, of F onto R(7,). Let M,= (I — P,) (2,), M,= (1 — P,)(F). 
Let f be an element of M,. Since R(7',) = F, there exists at least one e in D(T’,) 
such that 7',e= ff. If we define S,f as (J — P,)e, the definition of S, is 
unambiguous for every f/ in M, since 7,e= Te, implies e — e,¢ N(7;), 
ie. (I — P)e= (I — P)e,. For each f, Sf differs from the original e by an 
element of N(7',), and hence S,f lies in D(7',) and 7,S,f= f. Furthermore, 
S, is a closed mapping from M, into E since if f, > fy and Sof, eo, since 
T,Sof,= f, and T, is a closed mapping, é, lies in D(7',) and T'ey= fy. But M, 
is closed, so that e,, being the limit of a sequence S,/,, from M,, is itself in M,. 
Thus (I — P,)eg= é9, and e9= Sofy. Applying the closed graph theorem to the 
closed linear mapping S, of the F-space M, into the F-space E, we see that S, 
is continuous. 

Now, for general f in F, let Sf = S,(J — P,)f + To} P,f. S being the sum 
of two continuous linear mappings is itself continuous. For f in R(7'), 
Sf= T5'f. For every f, Sf lies in D(T,) and 


T,Sf= T,S(I — P,)f + T(To* Pf) = (1 — Paf + Prof =f. 


It follows that 7’ = S-! is contained in 7',, contains 7, and has the conti- 
nuous inverse S defined on the whole of F. Thus the theorem has been proved. 

Proof of Corollary 3.3: The necessity of conditions (a) and (b) follows from 
Theorem (3.2). Their sufficiency follows from Theorem (3.3) and the fact that 
if E and F are Hilbert spaces, they have continuous projections on all their 
closed subspaces, and (c)’ is automatically satisfied. 

In order to characterize the solvable operators, we shall use the formalism 
introduced by HORMANDER [14], Chap. 1. We introduce the space I" of abstract 
boundary conditions by J/’°= G(T,)/G, where G is the closure of the graph 
of 7,, and the identification mapping y mapping G(7,) onto I’. To every 
operator 7' such that T,¢ 7 ¢ 7, there corresponds a subset J", of J’, where 











Functional Analysis and Partial Differential Equations. I 75 


I'y= G@(T)/G. Since we consider only closed operators 7 containing 7',, all 
the I’, we shall obtain will be closed subspaces of the linear space J". On the 
other hand, if J’, is a closed subspace of J’, for the operator 7’ whose graph is 
y(I\), p= I\. Thus there is a one-to-one correspondence between closed 
subspaces of J" and closed operators 7’ between 7’, and 7',. 

The question which is now posed is the following: To give a necessary and 
sufficient condition on J, in order that 7 should be a solvable operator for 
the pair (7',, 74). The answer which is given in Theorem (3.4) is a generalization 
of a result of HORMANDER [14] for the case of Hilbert spaces (which, in turn, 
generalizes results of Vistk [28] in a slightly different formulation). 

Before stating and proving Theorem (3.4), we observe the following fact 
which is of interest in connection with that theorem: 

Lemma 3.1: Let Z and F be Fréchet spaces, and let the subspace N of I" 
be defined as y(N (7) x {0}). Then if 7'-* is a continuous mapping of R(7',) 
into F, N is a closed subspace of [and y maps N(7’,) x {0} bicontinuously 
onto N. 

Proof: Since Tj" is well-defined, it follows that N(7',) x {0} has no points 
in common in G(7',) with the closed subspace G = c 1(@(7,)). It follows that 
y is a one-to-one mapping of N(7',) x {0} onto N. Further, y is continuous. 
To prove that y is bi-continuous, it suffices by the open mapping theorem for 
F-spaces to prove that N is a closed subspace of J’. For this latter purpose, 
however, we observe that N is closed in [* iff y~?(N) = (N(T,) = {0}) + @ is 
closec. in G(7',). Suppose, then, that we have a sequence g, = (r,, ,0) + (fn,T7'o/n) 
converging to (go, 7';g9) in @(7;) with r, € N (7), f, © D(7o). Without any loss 
of generality, by taking the closure of 7'y, we may assume that G is actually 
the graph of 7’, and R(7,,) is closed. Since the sequence {g,,} converges in E x F, 
it follows that 7')/,, converges to an element 7'yf, of the closed subspace R(7') 
of F. Since 75! is continuous as a mapping of R(7',) into Z£, it follows thet /,, 
converges to f, in Z. But then r,, converges in Z to an element r, of Z, which 
must lie in N(7',), since this latter subspace is closed. In particular, the limit 
of g, as n> co must be (ro, 0) + (fo, T'gfo), which implies that y(N (7) x {0}) 
is closed in J”. 

Theorem 3.4: Let Z and F be Fréchet spaces, 7, and 7 formally adjoint 
mappings from £ into F and F* into E*, respectively, such that 75! is con- 
tinuous and (7'5)-! is weak* continuous. Let N = y(N (7) x {0}). Then for a 
closed subspace J, of I’, y~!(I°y) is the graph of a solvable operator for the pair 
(Ty, 7) iff I is the direct sum of J, and N. If # and F are reflexive Banach 
spaces, the weak* continuity of (7'))~' may be replaced by continuity. 

Proof of Theorem 3.4: The conclusion of the present theorem follows from 
the proof of Theorem 3.1 (or Theorem (3.2) in the case where E and F are 
reflexive Banach spaces) if we take M = y~'(I,). The result follows from the 
remark that @(7',) is the direct.sum of M and N(7,) » {0} iff J" is the direct 
sum of J), and N. 

Our discussion so far in this section has been restricted to criteria for the 
existence of solvable operators 7’. Corresponding results may be obtained for 
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the question of the existence of completely solvable operators. We shall 
restrict ourselves to the following simplest and imost easily verified sufficient 
condition : 

Theorem 3.5: Let Z and F be reflexive Banach spaces, (7'5, 74) a formally 
adjoint pair of operators. Then a sufficient condition for the existence of a 
completely solvable operator for the pair (7',, 7'4) is that all the three following 
conditions should be satisfied : 

(i) 79? exists and maps bounded sets of R(7',) into compact subsets of Z. 

(fm) (7'5)-* exists and maps bounded subsets of R(7'j) into compact subsets 
of F*. 

(iii) There exist closed subsets M, of E and M, of F such that £ is the 
direct sum of M, and N(T;), while F is the direct sum of M, and cl(R(T,)). 

Proof of Theorem 3.5: We may assume without loss of generality that 7, 
and 7’; are closed and hence from (i) and (ii) that R(7',) is closed in F and 
R(T%) is closed in Z*. By assumption (iii) and the closed graph theorem, there 
exist bounded idempotent mappings P, of H on N(7',) and P, of F on R(T;). 
It is easy to verify that the mapping (J — P%) is an idempotent mapping of E* 
onto R(7%) (the latter, since it is closed, being the annihilator of N(7',)). 

Consider the mapping Sf of Z* into F* defined by Sf = (7})-'(J — P}). 
If G, is the graph of Sf in E* x F*, G, contains the graph of (74)-'. Let j be 
the canonical mapping of Z* x F* into F* x E* obtained by reversing the 
order of the two factors. Since j(@,) contains the graph of 7%, (j(@,))° in E xF 
is contained in (@(7%5))°= G(T,). But (j(G,))°= 7(G@(S,)), where S, is the 
adjoint of the previously defined operator Sf. Thus S, maps F into Z, and for 
each f in F, S,f lies in D(T,) and 7, (S,f) = f. In addition, S,, being the adjoint 
of the compact mapping Sf, is a compact mapping of F into EZ. 

We now define a mapping S of F into EZ, by 


Sf= To' Pf + (I — P,) 8,1 — P,)j . 


S, being the sum of two compact linear mappings of F into £, is itself a 
compact linear mapping of F into Z. For each / in F, Sf lies in D(T,), and 
T,Sf= T,To' P.f + T,8, — P.)f= P.f+(U-—P)f=f. If we set T 
equal to 7’; restricted to the range of S, 7 is a completely solvable operator 
for the pair (7'y, 75). 

We conclude this section by specializing the problem to a situation in which 
the existence of a canonically defined solvable operator may be assured on the 
basis of assumptions made upon 7’, alene. The construction is due to Frrep- 
RICHs in the case of symmetric operators in Hilbert-space, and has been 
applied to the non-symmetric case in various studies of boundary-value 
problems for elliptic and parabolic equations by a large number of writers 
(e.g. {3}, [4], [5], [6], (7], [12], [18], [19], [20], [21], [27], [29], [30). 

We shall no longer assume that EZ and F are necessarily Fréchet spaces. 


We begin with an operator 7’, having a dense domain in Z and range in F. 
Suppose that there exists a linear mapping J of D(7,) onto a dense subset 
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of F* such that 
(3.1) Re (Tye, Je)>0, e€ D(T,). 

We form the pre-Hilbert space structure on D(7',) with the inner product 
[e, e,]= =: {(Toe, Je,) + <Toe,, Je>}. The corresponding norm is defined 
by lel = [e, ¢]. 

We complete D(T,) to the Hilbert space H with respect to the H-norm 
which we have just defined. We shall assume that the Hilbert space H can be 
continuously imbedded in the space Z. If Z is sequentially complete the 
existence of a continuous extension of the identity map of D(7,) into Z is 
equivalent to the following: For each semi-norm |-|, on E corresponding to 
a convex neighborhood of the origin in Z, there exists a constant c, > 0, such 
that 
(3.2) lelis = Re (Toe, Je)>chlelj, e€ D(T,). 

Indeed, (3.2) implies that a Cauchy sequence in H is a Cauchy sequence 
in the natural uniformity of Z, and from the sequential completeness of Z, 
it follows that there is an uniquely defined continuous mapping j of H into Z 
such that j is the identity mapping on D(T,). We shall assume also that j is 
one-to-one. This will follow, for example, if J is continuous as a mapping from 
the subspace D(7',) into F* and if R(J)c D(T4). For in that case, suppose 
that {e,,} is a Cauchy sequence in H which converges to 0 in Z, and let e, be an 
arbitrary element of D(7',j, h the limit of ¢, in H. Then we have 


[h, 9] = lim, [e,, &9] = = lim, {( 79, J &> + 7 0&0» J €n>} 
= Flim, {e,, ToJ eq) + (Tote Ie,)} = 0, 


and since D(T,) is dense in H, h must = 0. 

In any case, we shall assume. that j is one-to-one and that J is a continuous 
mapping from D(7',) considered as a subspace of H into F*. It follows that J 
can be extended by continuity to a continuous linear mapping of all of H 
into F*. 

For each f in F, we have by the last assumption that (/, Je) is a bounded 
conjugate linear functional of e in H. By the classical theorem of Fréchet and 
Riesz on the representation of linear functionals on a Hilbert space, there 
exists an unique element Gf of H such that 
(3.3) (Gf,e)= f,Je> 
for all e, in H, since J being continuous maps:bounded sets in H into bounded 
sets of F*. Furthermore, G is a continuous linear map of F into H. By the 
same argument, for every element e in D(T7,), the linear product ¢(7'e; Je,) 
is a continuous conjugate linear functional of e, in H and therefore may be 
represented uniquely in the form 
(3.4) [Soe, e,] = (Te, Je,> 
for all e, in H. For the operator S, in H as thus defined we have 
(3.5) Re[Soe, e] = Re<Te, Je) = \el7, . 
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We shall assume finally that one of the two following conditions holds 
for T,: 

(I) |<Te, Je,>| < cle y eq for some constant c and all e, e, in D(T,); 

(II) If for a given h in H, we have (Te, Jh) = 0 for all e in D(7,), then 
h= 0. 

It follows from Theorem 1.5 of Section 1 that S, has a closure S in H, that 
the range of S is closed and is the closure of the range of S, and that S-! is a 
bounded mapping on R(S). If (II) holds, it follows that R(S,) is dense, since its 
orthogonal complement in S is just {0}, and therefore R(S) = H. If (I) holds, 
S, and hence S are bounded linear mappings of H, and it follows from (3.5) 
and Theorem 1.7 of Section 1 that R(S)= H. In both cases, we are assured 
that R(S)= H. 

Definition 3.4: The generalized Friedrichs extension 7' of 7, with respect 
to E, F,and J is defined as follows: D(T) = {e:e = j(h) for h €¢ D(S), with 
Sh = Gf for some f in F}, Te = f. More succinctly, T = 7-1 SG-". 

Theorem 3.6: Let Z and F be two locally convex linear spaces, 7’, a densely 
defined linear mapping from E to F, 74, a weak* densely defined linear mapping 
from F* to E* which is formally adjoint to 7’). Suppose that there exists a 
linear mapping J of D(7',) into F* such that Re (Tye, Je) > Ofor alle in D(T,), 
that the Hilbert space H obtained by completing D(7,) with respect to the 
norm |e|'j,= Re<T,ye, Je) is continuously imbeddable in #, and that J is a 
continuous linear mapping from D(7'y) in the H-norm into F. Suppose further 
that one of the two following assumptions is satisfied : 

(I) There exists a constant c > 0 such that |(7'e,e,>| < cle wie iy; 

(II) If for h ¢ H, (Te, Jh) = 0 for all e in D(T,), then h = 0. 

Then the generalized Friedrichs extension 7' of 7’, is a closed mapping 
of D(T’) onto F such that 7° 7 and having a continuous inverse. 

If in addition, the image of H under J contains D(7%), then 7’ is a solvable 
operator for the pair (7'y, 7'y). 

Proof of Theorem 3.6: We first remark from Definition 3.4 that since j and G 
are one-to-one mappings, 7' is well defined. The inverse 7'-! of 7' is precisely 
7 S-'G, and since S-! is everywhere defined and continuous as a mapping of H 
by our assumptions (I) and (II), 7’-* is everywhere defined and continuous 
as a mapping from F into £. If e ¢« D(T,), then (Tye, Je,) = [Se, e,] = [Ge,e,]. 
It follows that e = j7-1SG-1(T ye), ie. e € D(T) and Ty,e= Te. Thus, 7,¢ T. 

Suppose now that J(H) contains D(7'o). For every e in D(T), there exists 
a sequence {e,} in D(7',) such that e, > e in H, Se, > Se in H. In particular, 
it follows that for h in H, [Sye,, hk) = (Tye,, Jh) > (Se, h] = (Te, Jh). But 
for each k, (Tye,, f*) = <e,, Tof*> for each f* in D(7'4), while the convergence 
of e, in H implies the convergence of the sequence to e in Z, which implies in 
turn that <e,, 7'/*)> > <e, Tof*)>. Since J(H) contains D(7T}), we have on the 
one hand lim, (7ye,, f*) = <(Te, f*>, and on the other hand lim, (7 ,e,, /*> 
= <e, Tf*). Thus for each e in D(7’) and each f* in D(75), (Te, f*)= <e,Tof*). 
It follows, since 7, is the restricted adjoint of 7), that 7'¢ 7, and hence 
that 7 is a solvable operator for the pair (7'y, 74). 
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Groups represented by homeomorphism groups I. 
By 
J. DE Groot in Amsterdam 


Notations 


Group stands for abstract group. 

G|, |S| denote the order of a group G or, in general, the cardinal of a set S. 

A(@), A(T) denotes the automorphism group of a group @ (or more generally of some 
algebraic structure) or the autohomeomorphism group (group of all topological trans- 
formations) of a topological space 7’. 

T(@), T(T) denote subgroups of A (@) and A(T’) respectively. 

© denotes the empty set. Bold face letters k, m,n, ... stand for infinite cardinals, 
x, and x are the cardinals of the sets of natural and real numbers respectively. 

Sm denotes the (full) symmetric group of a set M of cardinal |M| = m. 
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1. Introduction 


The present paper arose from the following problem. 

Let a group @ be given. To what extent can one find some satisfactory 
topological space 7' such that G is isomorphic to A(T’): G > A(T)? 

R. J. Wrz and the author have already shown [13] that if G@ is countable, 
there always exists a Peanocurve P (1-dimensional, connected, locally connected 
continuum) for which G ~ A(P). One of the results we shall establish here, 
is an affirmative answer to the general question: for every group G one can find 
a complete, connected, locally connected metric space M of any positive 
dimension such that G ~ A(M) (see theorem 7). A curious purely algebraic 
corollary to this result is theorem 10: Every group is the automorphism group 
of some commutative ring [12]. 

Our metric space M is constructed in several steps. Given G, we construct 
the Cayley-graph G* of G (section 6). G* is a coloured, directed graph such that 
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A(G*) = G. From G* we then construct a graph G such that A(G) ~ G. The 
last step, which furnishes the required M, is to replace each edge of the graph G 
by a suitable rigid space and to introduce a metric in the resulting set. 

A topologically rigid space is a space 7 for which A(T’) = {e} (identity). 
Rigid spaces and also rigid algebraic structures, e. g. graphs, play an important 
part in our investigations. Rigid spaces were introduced in [13] by effective 
methods'). Here we shall use the axiom of choise freely, and the results will be 
far stronger. We prove e. g. (section 3) the existence of subsets of the line 
which are rigid for topological maps into, i.e. which admit no topological 
transformations into themselves (except the identity) and which are rigid for 
continuous maps onto. In the plane we find connected, locally connected 
subsets which are rigid for continuous maps into, i.e. which do not admit 
any continuous maps into themselves (except the identity map and the map 
onto a single point). 

The rigid spaces, as mentioned, provide us with a set of useful examples 
and counterexamples. They themselves give a final answer to certain inquiries, 
initiated by the Polish mathematicians (cf. Kuratowsk1 [18], Chapter III, 
§ 31; see also [11)}). 

The results on rigidity are obtained by introducing the concept of dis- 
placement. A set-theoretical displacement is, roughly speaking, concerned with 
the number of points which are moved into other points under some given map. 
A continuous displacement is defined as a continuous map which displaces at 
least x points into x other points. So, in many ways, this concept is contrasting 
to the concept of a fixed point. Rigid spaces are now constructed by (i) 
recognizing continuous maps in many cases as continuous displacements and 
then (ii) inventing means to forbid them; but forbidding them means rigidity. 
It is believed that there will be other applications of the displacement concept. 

There is, as usual, a striking difference between the results for positive 
dimension and those for dimension zero. This is also true for our initial problem 
and so, in general, the question arises, what can be said about the groups A (N) 
and J (JN), if N is a 0-dimensional space. Using the concept of equivalence (§ 4), 
we first obtain the simple (but to the author surprising) result (see § 4, for- 
mula 4.1), that a group is a group of autohomeomorphisms 7'(D,,) of the 
generalized discontinuum D,, (topological product of m pairs of points), if and 
only if it is some group of permutations of m objects (subgroup of S,,). 

From this follows e. g. that every abelian group of order <2™ is a group 
T(D,,). This, by no means, indicates the general situation for an A(H) with 
0-dimensional, bicompact Hausdorff H. For such:H there are two important 
pathologies: (i) rigid H, for which A(H) = {e}, (ii) H, for which A(H) consists 
of an infinite number of elements, each of order < 2. 


1) A natural procedure to construct rigid spaces is as follows. Take care that the space 
contains an everywhere dense (preferably countable) subset such that each point‘vf this 
set has a property (e. g. its order, if the space is a curve) unique in the entire space. So, 
a rigid curve is easily constructed. Added in proof: cf. also A. 8. Besicovrrcu, totally 
heterogeneous continua, Proc. Cambridge Phil. Soc. 41, 96—103, (1945). 
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The notions of equivalence and rigidity are further exploited to obtain 
information on the A (NV) of 0-dimensional, separable, metrizable spaces N (§ 5) 
and on the A(B) of Boolean rings B (§ 8.1). Furthermore, the center of the 
group A (J) is determined if N is an arbitrary 0-dimensional set of real numbers 
(theorem 4). In particular, it follows that, usually, a given group cannot be 
represented by an A(N): the order of A(N), if N is 0-dimensional, dense in 
itself and metrizable, is e. g. either 1 or = x. 

Summarizing, the following situation is obtained. 

Every group may be the auto(homeo)morphism group of a graph, a distri- 
butive lattice (BrrKHOFF), a commutative ring or a bicompact, connected 
Hausdorff space. On the other hand, a group is not, in general, the auto(homeo)- 
morphism group of a group, a 0-dimensional bicompact Hausdorff space or a 
complemented, distributive lattice. For this failure there may be two reasons: 
either there is no rigidity (e. g. every not too small abstract group has proper 
automorphisms), or proper rigidity may occur (as in the case of Boolean 
algebras of continuum order), but if the structure fails to be entirely rigid, the 
existence of one proper auto(homeo)morphism may lead to a shower of 
(infinitely) many others. 

Knowledge concerning the possible A(@) of topological groups @ is still 
scarce. A forthcoming paper by H. ‘pg Vries [23] gives useful information, 
but up to this moment it is still unknown whether there exist rigid topological 
groups. 


2. Displacements 


Let there be given an abstract set N and a map / of a subset S of N into N. 
The set / S is also denoted by /N (no confusion will arise), and more generally 
{M denotes {(Sr\ M). 

Definition: f is a displacement of order m, if there is a subset V of N such 
that 
(2.1) Vaf{V =8, |fV| = m (m maximal) , 


i.e. there is no greater cardinal than m for which a subset V Cc N exists such 
that V does not intersect its image fV and |f V| equals this cardinal. Observe 
that |V| >m. If WAfW= 8, |fW| =k, the set / W is called a displaced set 
of order k. 

For every N and map f there exists some cardinal m, such that f is a 
displacement of order m. (Clearly m< |N]). The non-trivial proof of this 
assertion will not be given, since it is nowhere used in the sequel. 

Observe furthermore the trivial fact that if / is extended in some way over 
some subset of NV, the extended / is a displacement of at least the same order 
as f. So, if f has the maximal order, i.e. the order of f equals |N|, then the 
extended displacement has the same order. 


Lemma 1: Let N be a set, |N| = m, and let {/,} be a system of m dis- 
placements f, (the indices running over a set of potency m), each of order m. 
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Then there is a family {F,} of 2™ subsets F,,c N, such that for every triple of 
indices B, y, y’: 

(2.2) IF, \Fyl=m (y+ y'), 

(2.3) lfeF,\F,| = m. 

Moreover, if {X,} is a family of m subsets K,c N, |K,| = m for every #, then 
we can require for every pair £, y: 


(2.4) |F A K,| = m, |(N\F,) 0 X,| =m. 

Proof. Well-order all pairs f,, K,: 
(2.5) Bap Mes tap Bee 6505 fey Begs ss te he Ey -- GEM), 
where @,, is the smallest ordinal of potency m, such that every pair occurs m 
times in this transfinite sequence (this is possible, since m?= m). 

We shall select a subset Pc N. Consider the first pair /,, K,. There are 
distinct elements p, and p; which differ from /,p,= q, and /, pi = gj #4, since f, 
is a displacement of order m. Take moreover distinct elements r,, 8, € K,, 


distinct from p,, pj, %,q;- Consider the sets {p,, pj, 7,} and {g,, gj, 8}. We use 
transfinite induction with respect to the index « in (2.5). Assume disjoint sets 


(2.6) {Pe, Pes Teds ar (Me Ve Sehecas 
consisting of pairwise different elements have been defined, such that 
(2.7) fe Pe= Ue fePs = Ue» Te 8¢€ Ke. 


Now we select distinct elements p,, ;,, %2, x» %x» 8, not occurring in the sets 
of (2.6) such that 


he Pa= Ta» faPa= % » Ta 8q€ K, : 
This is possible, since the sets (2.6) contain fewer than m elements, while /, 
is a displacement of order m and |K,|= m. In this way sets corresponding 
to (2.6) have been defined, but now for all  < «. Now we can define 
P = {Dg, De Teh < mn? Q = (42) V2, 8}: < On * 


Then (2.7) holds for all << w,,, P-\ Q= 9, and all symbols occurring in the 
definition of P and Q denote different elements. 

For every index #, {;P contains m elements, which do not belong to P. 
Indeed an /,¢ {/,} occurs m times in (2.5). So there are m indices « for which 


fsP.= faPa= qa ¢ P ’ 


and this set {g,} has potency m. Furthermore, P as well as Q contain m 
elements from each Kz, i. c. the sets {r,} and {s,} respectively. 

Finally we define the family {F,}. Consider the set {p;}- < ©m of potency m 
and determine 2™ subsets 7', of it, such that |7',\7',| = m for every pair of 
distinct indices y, y’ (cf. [18], p. 330). Now define 


F,= {P}:< on, ~ {re}e< ny T, - 
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In view of the properties of P and Q mentioned, it is easy to see that {F,} 
is a family which satisfies the requirements of our lemma. 


This lemma admits several applications in general topology. We need the 
following 

Definition: If N is a topological space, f is called a continuous displacement, 
if f is a continuous map of a subset of N into N, and f is a displacement of 
order x. 


Theorem 1. Let M be a complete separable metric space with |M| = x. Then 
there exists a family {F,} of 2" subsets F,,c M satisfying the relations 


(2.8) IF,\Fy|=%, forall y, y' with y + y’ 


such that no F,, admits any continuous displacement into itself or into another F,,. 
Moreover, if {Ky} is a family of x subsets of M, each of potency x, then for every 
pair B, y we may require 

(2.9) [FLA Kgl=x*, |(M\P,) 0.K,| = x. 

Proof. There exist only x many G;-subsets of M and a fixed subset of M 
admits only x many continuous maps into M, so certainly at most x different 
continuous displacements. Let f; be a continuous displacement, its domain 
being a (,-subset of M and its range contained in M. Hence the family {f,} 
has at most continuous potency. If there does not exist a continuous displace- 
ment in M, the theorem is trivial. Thus we may assume that the family {/,} 
has continuous potency in any case, counting a given continuous displacement 
x times (if necessary). 

Now we apply lemma 1 with N = M, m= x, {fs} = {f;}. Hence there is 4 
family {F,} of 2% subsets F,,c M satisfying (2.8) and (2.9). We still have to 
prove that F,, does not admit any continuous displacement ¢ into itself or into 
another F,,. The map @ can be extended (as is well known) to a continuous 
map @ of a G,-set Fc F, into M. ¢ is also a continuous displacement, hence 
@ = f, for some f. So according to (2.3), for every pair y, ’ 

fpF,\F, = 9. 
But f,= ¢ on F,, so 

pF, \F, +9, 
which says that g maps F, neither into itself nor into another F,,, which 
concludes the proof. 


3. Rigid subsets of the line and the plane 


We want to know conditions under which non-trivial continuous or topolo- 
gical maps are continuous displacements. 

A map of a set is said to be trivial if it is the identity map or if the image-set 
of the map consists of one element. 

Lemma 2: Let P be a separable metric space in which every point is a 
point of condensation. If gy: P + P is non-trivial and locally topological into P 
or continuous onto P then ¢ is a continuous displacement. 
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Proof. lf @ is locally topological and non-trivial, there are points a, b « P 
such that a + 6, pa = b. This yields disjoint neighbourhoods U (a) and U (6), 
such that |U(b)| = x and gU(a) = U(b). So ¢ is a continuous displacement. 

If g is continuous onto and non-trivial, determine a and 6 as before. Then 
there is a neighbourhood V = V(a) with |V|= x and a U = U(b) disjoint 
from V such that pV c U, so 


VaAgV=8 hence giVAV=86. 


We conclude that V is a displaced set of order x under ¢. 

Remark: Observe that the lemma does not hold for non-trivial continuous 
maps into. 

Lemma 3: Let P be a locally connected subset of a separable metric space M. 
Every non-trivial continuous map y of P into M is a continuous displacement, 
if and only if P remains connected after the removal of at most one point. 

Proof. The condition is necessary. Let us discuss the case where P is 
connected but becomes not connected after the removal of a point p. Then 
there is a separation: 

P\ip}= AUB. 


Now the map defined by A U {p} > {p}, and being the identity on B is non- 
trivial and continuous, but not a continuous displacement. 

To show the sufficiency, we suppose first pg Pc P and distinguish between 
the following cases 
(i) y +e (identity)on oP, 
(ii) p=e on oP. 


(i) There is a point g € g P, such that g + mq. Determine disjoint neighbour- 
hoods U(qg) and V(gq), relative to the space gP, such that pUc V. This 
means that no point of U is mapped onto itself under gy. Since UC p P, every 
point of U is image point. From |U| = x (@P is connected) it follows that U 
is a displaced set of order x. 

(ii) Topological notions will be relative to P. Since @ is non-trivial, there 
is a point q € P\pP. Since gy = e on @P, this set @P is closed and we can 
determine for every r € P\pP an open, connected neighbourhood U(r), not 
intersecting »P. Consider the family of all “finite chains”, the elements of 
which are elements of {U(r)|r ¢ P\mP} connecting some U(r) with U(q). 
The union of the elements of this family determines an open, connected set S, 
closed in P\pP. 5 has at least two limitpoints contained in »P, for, if 
S= Su {t}, t ¢ wP, then t would be a separating point of P (we use the fact 
that g P consists of more than one point). Hence there are two points u,v¢¢ P, 
such that S’= S u {u, v} is connected and therefore, pS’ is connected. Since 
{u, v} Cc pS’, this set mS’ is non-degenerate and connected. gS is therefore 
a displaced set of order x and g a continuous displacement. 

Secondly, we consider the general case g Pc M. We may assume that g P 
consists of P\ gP and of less than continuously many limitpoints of this 
set in M, since otherwise gy P\P clearly is a displaced set of order x. — Hence 





86 J. pe Groot: 


we may assume that in P 1 oP every point is a condensation point. Now 
again we distinguish between the cases 


(i) p+eon Prg@P, (ii) p=e on PAGP 


In both cases the remaining part of the proof proceeds in about the same 
way as in the previous cases (i) and (ii) (p P being replaced by PP). This 
proves our lemma. 

Remarks: The local connectedness of P is essential in lemma 3, even in the 
case where » Pc P. Indeed, if we let radiate from a disc a countable number of 
radii, everywhere dense on the circumference of the disc, and of equal length, 
we obtain a set P which remains connected after the removal of a finite number 
of points and for which the radial projection @ on the disc is a displacement 
retraction of order x, only. 

We notice that this P is not compact. However, we can construct more 
sophisticated examples of continua which remain connected after the removal 
of an arbitrary 0-dimensional (or even n-dimensional) set and nevertheless 
admit continuous maps which are displacements of order x. 

It is possible to give sufficient conditions for compact P in terms of P and 
y Pc P, without claiming the local connectedness of P, but these conditions 
are less natural. 

Lemma 4: If P is the complement of a totally imperfect set (a set is totally 
imperfect, if it does not contain a topological image of the discontinuum of 
Cantor) in H#?, then P is connected, locally connected and retains these 
properties after the removal of one point. If P and E?\P are totally imperfect, 
both have dimension 1. 

The connectedness and local connectedness of P is a wellknown property 
derived by SrerPrNski. About the same method of proof shows the second 
part of the lemma. The 1-dimensionality follows from a classical theorem of 
BROUWER. 

Definition: A set is called rigid for a certain class of maps into itself, if the 
set admits no such maps except trivial ones (‘‘trivial’’ being defined in some 
natural way). 

More precisely, we shall encounter topologically rigid spaces, i.e. the 
topological space S admits no topological transformation except the identity, 
spaces rigid under continuous maps onto (the only continuous map onto equals 
identity), spaces rigid under continuous maps into (the only such maps are 
maps onto a point or identity), and rigid graphs (the automorphism group of 
the graph equals identity) in section 6. The rigidity of the field of real numbers 
is well-known (and this is used in section 8). 

Topologically rigid spaces have been introduced in [13]. The following 
theorems are, however, much stronger. 


Theorem 2. There exists a family {F,} of 2* 0-dimensional subsets of the real 
line, such that no F, can be mapped locally topologically into or continuously onto 
itself or any other F.. If F.,, is mapped into itself, we must exclude trivial maps. 
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Theorem 3. There exists a family {F,} of 2" 1-dimensional, connected and 
locally connected subsets of the plane, such that no F, can be mapped continuously 
and non-trivially into itself or another F ,,. 

In particular we have: 

Corollary 1: The real line contains sets of potency * which are rigid under 
topological maps into and continuous maps onto. The plane contains connected, 
locally connected sets, which are rigid under continuous maps into. 

This answers a.o. a problem raised in [11], p. 204, and generalizes the 
theorems given there. 

Corollary 2: There exist connected, locally connected suosets of the plane, such 
that every continuous map into itself is a retraction. 

Indeed, the map either equals the identity or its image consists of one point. 

Proof of theorem 2. We apply theorem 1, where J is the real line, and {K,} 
the system of all uncountable compact subsets of M. The family {F,} is the 
required system. Indeed, the F,, and M\F,, become totally imperfect. So every 
point of an F, is condensation point. Hence, applying lemma 2, we see that 
every locally topological map ¢ of an F, into itself or a continuous map ¢ 
onto itself is either trivial or a continuous displacement. According to theorem 1 
it cannot be a continuous displacement. We conclude that ¢ is trivial. 

Secondly, take a pair F,, F,, (y + y’). In view of (2.8) and the fact that 
every point of an F’, is a condensation point, the reader may easily verify that 
ever, localiy topological map of F,, into F,, or continuous map of F,, onto F,, 
is a continuous displacement. However, this is impossible according to 
theorem 1. This proves the theorem. 

Proof of theorem 3. We apply theorem 1 in the same way as in the preceding 
proof. M denotes in this case the Euclidean plane. Applying lemma 4, we see 
that the elements of {F,} are 1-dimensional, connected and locally connected, 
and moreover, remain connected, after the removal of one point. So we can 
apply lemma 3, which gives us together with theorem 1 the required proof. 

Remarks: The topologically rigid 0-dimensional sets constructed above, 
are all totally imperfect. However, applying these results, one can easily 
construct topologically rigid 0-dimensional sets which contain a discontinuum 
of Cantor. 

The constructions above are ineffective. If we use the family of all sub- 
continua (of the line or plane) instead of the family of all non-countable 
compacta, we obtain punctiform rigid sets instead of totally imperfect ones. 
Since punctiform sets can be constructed effectively, it seems probable that 
also topologically rigid subsets of the line can be constructed effectively. 

An effective topologically rigid plane Peanocurve has been described in [13]. 
We briefly mention its construction (omitting proofs), since it will be used in 
section 7. 

Consider a disc D in the plane. Let {a,} be a countable dense subset of the 
interior of D. We define a sequence of “propellers” in D. 

The first is an (n + 1)-bladed propeller, i.e. an (n + 1)-bladed curve having 
as its center a,, which avoids the boundary of D. We proceed by induction 
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and suppose that the first k — 1 propellers have already been defined. Let a; 
be the first member of the sequence {a;} which is in no previously constructed 
propeller. Then the k-th propeller is (n + k)-bladed with center at a; and lies 
inside a circle which misses all previously constructed propellers and the 
boundary of D. Moreover, we take care that the diameters of the propellers tend 
to zero. The topologically rigid space is the disc D with the interiors of all the 
propellers removed, and we shall denote this space by P,,. 


4. Equivalent groups 


Two groups G and H are said to be equivalent if each of them is isomorphic 
to a subgroup of the other. 

This gives a decomposition of, say, the family of all groups {@} of given 
order |G| = m into disjoint equivalence classes eG. Two elements G and H of the 
same equivalence class have an important property in common, as can be 
easily seen: if eG@= eH, then G and H have the same systems of subgroups, 
i.e. if a group S occurs a number of times (isomorphically) as a subgroup of G, 
then it occurs as many times as a subgroup of H. Thus, if we want to study the 
possible subgroups of a given group, we only have to pick out a suitable element 
of its equivalence class and to investigate the subgroups of this element. 

More generally we write eG < eG’, if @ can be isomorphically embedded 
in @’, but the converse does not necessarily hold. This induces a partial order 
between the e@?). 

We shall be interested in the equivalence class ¢S,, of S,,, the full permu- 
tation group of m elements (hence |S,,| = 2™). Recently pz Bruin [2] 
investigated the possible subgroups of S,,. It appears that quite a lot of groups 
of order =2™, e.g. all such abelian groups and all such groups which are free 
or direct products of countable groups, are isomorphically contained in S,,. 
Therefore, the same holds for all groups of the equivalence class of S,,. Let us 
illustrate the concept of equivalence by a simple example. 

Little or nothing is known about the structure of the automorphism groups 
A(F,,) and A(V,,) of the free group F,,, and the free abelian group V,, (Fy, and 
V both of order m). However, their systems of subgroups are the same and 
coincide with that of S,, (and the results of pe Brutsn can be applied): 


eSy,= €A(Sm) = &€A(F mp) = €A(V qm). 


Indeed, every permutation of a set of m free generators of F,, induces an 
automorphism of F,,,, so ¢S,, < ¢A(F,). Conversely, F,, contains m elements 
and every automorphism of F,,, permutes these elements, so ¢A(F,,) < eS,. 
Hence ¢ S,,= ¢A(F,) and a corresponding proof holds for V,,. 

It is easy to construct countable non-equivalent abelian groups. It is more 
difficult to prove that eS, and eS, ,, are incomparable (where S,, ,(m2 n) 


?) From an announcement of Jénsson [15] it would follow — under the assumption 
of the generalized continuum hypothesis — that the set of e@’s for the family {@} with 
|G@| = m has a maximal element. 
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derotes the group of all permutations of m elements which leave all elements 
fixed with the possible exception of a subset of cardinal <n). S,, ,, cannot be 
embedded into S,, by a theorem of pz Bruyn [2], p. 567. S,, cannot be 
embedded into S,,., since in this last group every element has finite order. 

As another application, we prove the relation 
(4.1) eA(Dy) = €Sy, 
where the left-hand-side denotes the equivalence type of the (full) autohomeo- 
morphism group of the generalized discontinuum D,, (topological product 
of m discrete spaces, each consisting of two points). The usefulness of (4.1) 
lies i.a. in the fact that it characterizes all possible groups 7'(D,,), simply by 
means of the fact that such a 7'(D,,) has to be a permutation group of m 
objects. 

It is clear that ¢S,, < eA(D,,), since every permutation of the m pairs of 
points, used to define D,,, determines a topological map of D,,. Conversely, 
in order to prove eA (D,,) < eS, we proceed as follows. 

A(D,) is (Stone [22]) isomorphic to the automorphism group of the 
Boolean algebra corresponding to the (bicompact, 0-dimensional, Hausdorff) 
space D,,. This Boolean algebra contains exactly m elements, and so its auto- 
morphism group can be considered as a subgroup of the full permutation group 
of these m elements. 

Relation (4.1) and theorem 5 below suggest that the A(H) of an infinite, 
0-dimensional, bicompact, Hausdorff space H might be fairly big in general. 
We know, however, that this is not the case, since there exist rigid H [14, 16,20). 


5. Groups of autohomeomorphisms of 0-dimensional spaces 
First we mention some examples which prove to be fundamental in this 
area. 
Observe that a homeomorphism maps both open and closed subsets onto 
both open and closed subsets. 


Exampiel: Let R with |R|=x be a 0-dimensional set of real numbers, 
rigid under continuous displacements, (let in theorem 1 M be the discontinuum 
of Cantor and R some F,) and R’ a set of reals homeomorphic to R with 
R'A\ R=. Put N= R\ JR. We shall prove that A(N) is isomorphic to the 
direct sum of continuously many groups, each of order two. 

If p(N) = N and ¢ topological, we prove g?= e. If pr = r,¢ R for some r, 
we may conclude y= 7,, since FR is rigid under continuous displacements. 
If gr = r'¢ R’ we may conclude gr’= r from the rigidity of R and R’, as can 
easily be seen when considering m and g*®. Hence g?= e. Such a group is 
necessarily abelian and has the structure as mentioned. It is clear that ¢ A (N) 
is strictly smaller than eS,,. 


Example If: Let ' = u R, and N,,= u R,, be sets of reals where the 
-1 1 
closures R, are mutually disjoint and each of the R,, is homeomorphic to the 


set R of example I. 
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It is not difficult to prove that in N,, the orbit of a point under A (V,,) 
consists of exactly m points, and that A (N,,,) is periodic. In fact, the order of 
every element is a divisor of m!. The group A (JN..) is clearly not periodic, but 
contains elements of every order. 


Let N denote some 0-dimensional separable metrizable space, abbteviated 
in this section by 0-space. Regarding the normal subgroups of A (JN), it will be 
difficult to give a general analysis. In many important cases A (JN) is simple. 
R. D. ANDERSON e.g. proved*) that A(N) is simple, if N either denotes the 
rationals or the discontinuum of Cantor. In a number of other cases there are 
only a few normal subgroups. e.g. if N is the set of integers (ScHREIER and 
Uxam [21]). A(N) may be a direct product, e.g. if N is the union of two disjoint 
sets, the first homeomorphic to the rationals and the second homeomorphic *o 
the irrationals, while both are understood to be open and closed in their union. 
By introducing mutually non-homeomorphic rigid spaces and taking suitable 
unions one can easily construct examples of 0-spaces for which the A(N) 
decompose into unrestricted direct products with a denumerable number of 
factors; so we see already that the number of possibilities for the structure of 
A(N) is abundant. 

However, there are also properties which may be analysed in general for 
the A(N), some of which we shall derive ndéw. In particular we shall determine 
the structure of the center of A(N). 


(i) If M is a 0-dimensional set of real numbers, dense in itself, then either 
|A(M)| = 1, or A(M) contains continuously many elements each of order two. 


Proof. If M is topologically rigid (section 3), clearly, |A(M)| = 1. Thus, 
we may assume that M admits a non-trivial topological map g: pM = M. 
Suppose g(a) = b, a+b, a,b ¢ M. Take disjoint neighbourhoods U = U (a) 
and V = V(b) in M, both open and closed (in M), such that pU = V. If Uis 
non-compact, U is, since it is dense in itself, the union of a countable number 
of mutually disjoint non-empty sets U;, each U, being open and closed in M. 
Let y, be the restriction of g to U; and y;U,;= V;. For any set of positive 
integers n,(i = 1, 2,...), one can define an autohomeomorphism wp of M by 


v(P)= Pulp) (pe U,,;+= 1,2,...) 
v(p)= Pally) (pe Va,3 t= 1,2,...) 
y(p)= Pp elsewhere. 


Since there are x different maps yw of this kind, and each has order two, 
we proved our statement in the case that U is non-compact. However, if U is 
compact, it is homeomorphic to the discontinuum of Cantor, and then clearly, 
our contention holds. 

The following corollaries are easy consequencies of (i). 

(ii) If K is a set of real numbers, dense in itself, then either |A(K)| = 1 or 
|A(K)| = x. 


3) Quotation from a letter of 20. 2. ’58. 
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(iii) Jf M is a set of real numbers or a 0-dimensional separable metrizable 
space, then either |A(M)| = n! for some positive integer n, or |A(M)| = x. 

(iv) If M is a 0-dimensional metric space, dense in itself, then either |A(M)|=1 
or |A(M)| = x. 


Theorem 4: If N is a 0-dimensional separable-metrizable space, then the 
center Z of A(N) has one of the following structures. 

1°. Z is trivial. 

2°. Z = C, (cyclic group of order two). 

3°. Z is isomorphic to the restricted direct sum XC, of continuously many 
groups Cy. 


In order to prove this theorem and to obtain some understanding of the 
way in which A(N) operates on N we introduce the following notions. 

The orbit of n € N is, as usual, the set {an|a ¢ A(N)}. n € N is invariant, 
if its orbit consists of {n} itself. The set of all invariant points is called the 
invariant set F (F is closed in N). If a point n ¢ N has a suitable open neighbour- 
hood U = U(n) (in N), such that the orbit of every point of U consists of 
exactly two points, such a pair of points (n, n’) is called an involutory pair. 
The, apparently, open subset of N consisting of all involutory pairs is called 
the involutory set J. We restrict the notion of an involution p to such elements 
p € A(N) of order two which leave the points of N\J pointwise fixed. Observe 
that such a g mapsJ necessarily onto itself. Observe furthermore, that not 
necessarily every homeomorphism of J onto itself may be extended to an 
involution (in suitably chosen examples). 

If @ is an involution, one can prove (using some properties of 0-spaces and 
the Lindeléf covering theorem) that there exists a separation J = J, UJ, 
(J, and J, disjoint and open in J), such that J, and J, are homeomorphic. 
Moreover, there are open and closed subsets of J, and J, respectively which are 
interchanged by gp, while ¢ leaves the other points of N pointwise fixed. The 
set J is uniquely determined by N. However, J, and J, are only topologically 
determined by N. The 0-space N being given, J, and J, may be chosen once 
for all, independent of ~. It follows from the definition of J that J, and J, are 
necessarily rigid. 

Appendix to theorem 4: To each of the cases mentioned in theorem 4 
corresponds the following operation of A(N) on N. 

1°. The invariant set F may be empty or not (and for any 0-space F one 
can construct examples of a 0-space N with N >F such that F is its invariant 
set). J is empty and there are no involutions. 


2°. F the same as in 1°. N contains exactly two isolated points, forming the 
involutory set J. There is one involution, generating Z. 

3°. F is the same as in 1°. J =J, UJ, whereJ, and J, are disjoint, homeo- 
morphic, rigid, both open and closed in J, each consisting of more than one 
point. Z is generated by the involutions. 
The following corollary is almost immediate. 
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Corollary: If N is some 0-dimensional separable metrizable space, the only 
possible abelian groups A (NV) are the following ones. 


ie A(N) = {e}. 
In this case N is necessarily rigid‘). 
2°. A(N) = C,. 


N may consist of two points or of the union of two isolated points and a rigid 
space, dense in itself. 
3°. A(N) = 2C,. 


N may consist of a closed invariant subset F (F may be any 0-dimensional 
separable metrizable space in suitable examples) and an involutory set 
J =J, Ud,. The setsJ, andJ, satisfy the properties as mentioned. In particular 
they are rigid. 

Remark: Taking advantage of the results of ScHweEicERT and Fine [5], 
one may obtain information on the center of A(R), where R denotes an 
arbitrary set of reals. 

Proof of theorem 4: Suppose € ¢J. Let Ca +a. We shall prove a, fa J. 
Suppose a ¢J. Then, since also clearly a, fa ¢ F, there is in every neighbour- 
hood U = U(a) a point ¢ such that the orbit of c consists of at least three 
different points. We may assume U ~ ¢U = @. Apart from c and Cc there is 
a point d different from both, which belongs to the orbit of c. Hence, there is 
a y € A(N) being constant outside a small neighbourhood of c, in particular 
constant on (c, such that yc = d. Now apparently (c= yfe+Cyc = Cd, se 
€¢Z, which gives a contradiction. Hence a,fa¢J. It follows that every 
element of Z unequal to the identity is necessarily an involution. 

Conversely, if « € A(N) and / is an involution, one may write «= yw.¥, 
where y is an involution or the identity and yu leaves invariant all points which 
are non-invariant under A. It follows that 


ah=pvA= phy=Apnv= ha. 


So every involution 4 belongs to Z. 


Theorem 4 and the main part of the appendix now follow easily in view of 
the remarks made above concerning J and Z. 


The remark that for any 0-space F one can construct a 0-space N with 
N>F such that F is its invariant set is not important. It can be proved by 
exploiting the results on rigidity in section 3. 


The following theorem gives information concerning the possible groups 
T(N), using the results on equivalence of section 4. We give a completely 
elementary proof of this theorem not using Boolean algebras as in the proof 
of (4.1). 

*) The rigidity involves |N| = 1 or x, if we assume the continuum hypothesis. Observe 
furthermore, that a rigid 0-dimensional space may contain one isolated point. 
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Theorem 5. If N either denotes a countably infinite metrizable space or an 
infinite locally compact 0-dimensional separable, metrizable space, then 


(5.1) eA(N)= eS,,. 


Proof: Suppose N is countably infinite and metrizable. Every homeo- 
morphism of N permutes this countable set. It easily follows that 
(5.2) eA(N) <e8,,. 

Conversely, if N contains an infinite number of isolated points, we may 
determine a sequence of such points which either converges in N or has no 
limit point at all. Then every permutation of the points of this sequence can 
be extended to an autohomeomorphism of N, so 
(5.3) eS,,<eA(N). 

However, the same relation holds if N contains only a finite number of 
isolated points, since in this case we may determine a sequence of subsets of NV 
each of which is open and closed in N and dense in itself (hence homeomorphic 
to the space of rationals), while the union of the elements of the sequence is 
also open and closed in N. So we can permute the elements of this sequence, 
generating the required group of autohomeomorphisms. 

If N is infinite, locally compact, 0-dimensional and separable metrizable, 
the relation (5.3) follows in about the same way. Indeed, if N contains only a 
finite number of isolated points, N contains an open and closed subset D 
homeomorphic to the discontinuum of Cantor and since D is the topological 
product of a countable number of pairs of points, (5.3) follows. 

The only non-trivial case is to prove (5.2). We compactify by one point 
to a 0-dimensional compactum N*. A(N) is clearly a subgroup of A(N*). It 
can easily be seen that the system of both open and closed subsets of N* is 
countable. Every element of A(N*) permutes the elements of this system ; to 
different elements correspond different permutations of the system and to the 
product of two elements corresponds the product of the corresponding per- 
mutations. So (5.2) follows, if we interpret S,, as the full permutation group 
of the system of both open and closed subsets of N*. 


The 0-space N in example I and N,, in example II are 0-spaces with 
|\N| = |N,,| = * and |A(N)| = |A(N,,)| = * such that nevertheless the equi- 
valence types of A(N) and A(N,,) are strictly smaller than ¢S,,. On the other 
hand ¢A(N..) = eS,,, where N. is the 0-space of example II. Indeed, let yp: 
yR,= R, be the natural topological map of R, onto R,. If p is topological and 
pr;= 7;, 7, € R,, r;€ R,, then yp must map r;, onto itself, since R, is rigid under 
continuous displacements. So, for every p a point r,¢ R, is mapped on y~'r,= 1, 
for some j. This means that, if D, is some countable set, dence in R,, and D, 
the corresponding subset of R; under the natural map of R, on R,, any gp must 


permute the points of the countable set U D,. Hence eA(N) < ¢8,,. Con- 
k=1 

versely, eS, <eA(N), since every permutation of the R, induces in the 

natural way a topological map of N onto itself. Hence ¢A(N) = e8,,. 
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More generally, if one takes the union K of m disjoint copies of R, we may 
obtain a 0-dimensional metrizable space K, dense in itself, with |K|= m- x, 
such that eA(K)= ¢S,,. 

Generally speaking, we see that the A(N) of sets N produce a smaller 
family (though we have shown them to possess a certain diversity) than the 
family of the A (P) for all 1-dimensional (or n-dimensional) separable connected 
metric spaces P. Indeed, every countable group is isomorphic to an A(P) for 
some Peano-curve P (cf. [13]). Conversely, for every N there exists such a P 
with A(N) ~ A(P). To prove this, take e.g. the topological product N x H of N 
and a suitable topologically rigid, connected, locally connected plane set H. 
P is obtained by identifying the subset N x h (h ¢ H fixed) of N x H to one 
and the same point. 

There remain some open problems regarding G,-sets. 

Problem: Does there exist a topologically rigid, infinite G,-subset of the 
real line ? 

Problem: Give essential information on the equivalence type of the space 
of irrational numbers L. 

The author does not know e.g. whether eZ is actually greater than ¢S,, . 


6. Graph-representations of groups 


We recall the notion of a Cayley-graph*). This is a representation of a 
group @ by means of a coloured, directed graph G*. Let {s,} be a system of 
generators of G. Each element of G is represented by one vertex of G*. It is 
convenient to use the same symbols a, b, ..., 8, ... for the elements of G and 
the corresponding vertices in the graph. With each generator s, we associate a 
certain set of directed edges. Two vertices, a and b, are joined by an s,-edge, 
directed from a to b, whenever 


(6.1) b=s,a. 


“ 


The edges join the vertices to their ‘‘neighbours”; the neighbours of the unit 
element e represent the generators s, and their inverses. @* is clearly connected. 
With each a € G we associate the right translation z, : 


Ng: r%—>xa (xE€GQ). 
When applying products of mappings from the left to the right 
(2) 709%» = (224), 


we see that G is clearly isomorphic to its right regular representation G,. It can 
easily be seen that G, is isomorphic to the group of all permutations of the 
vertices of G* which are colour and orientation preserving. Hence @ is iso- 

5) Cay.ey defined his graph for the case of finite groups (1878), but exactly the same 
definition applies to the infinite case. Denn, who rediscovered this representation and gave 
interesting applications for the case of groups with a finite number of generators, shows an 
outspoken tendency [4], 69, p. 144 to minimize Cayley’s contribution. See Coxeter and 
Moser [3] for more details on Cayley-graphs. 
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morphic to the automorphism group of the coloured, directed graph G*. Observe 
that every automorphism, unequal to the identity, is fixed-point-free. 

Now we shall extend these results in the following way: we define for any 
given group an (uncoloured) graph G such that the automorphism group A (G) 
of G is isomorphic to G. This has been done for the case of finite groups by 
Frucut [6] (see also [7]}). 

First we construct a rigid graph, i.e. a graph for which the automorphism 
group is the identity. The construction will be carried out in a countable number 
of steps and uses induction in n. 

First step: Take a cardinal m. Take a segment (edge) [pq] and draw from q 
(one of its vertices) m new segments [q, ¢,,] in pairs disjoint, with the exception 
of the endpoint q which they have in common. Suppose after the n-th step a 
graph has been constructed of the following nature: [pq], [¢q2,], [Ga.Ya.a.)>---> 
[Gory ovy~* ttm — 1 Vets Oty**- tty 1 %mJ> Such that for i< nthe vertex q,,,....., defined as 
vertex Of [Ga a,--+cp_ Ga; a-:-a-,%] 18 vertex of M,,,,....,0,,, different edges 
(Gan, oxy .-- 04 Yat, oty*--cyagy,) While two cardinals m,,,....., (i) which differ in 
at least one of their subindices, will be different. Moreover, the vertices q,,.,...., 
will be vertices of order 1. We now define the graph of the (n + 1)-th step. 
Attach to each such g of order 1 a cardinal m,,,,....,.,,,- All these will be 
different from each other and from all the m-cardinals previously defined. 
Now draw from each g,,a,---a, Mz,«,---a,%,, new segments, disjoint with the 
possible exception of q,,4,.--2,- This new graph has the same properties as 
mentioned for the graph of the n-th step (n being replaced by n + 1) — as can 
easily be seen. The construction is completed after a countable number of 
steps. The rigidity of the resulting graph can easily be deduced and depends 
on the fact that for each segment (edge) the pair of orders of its endpoints 
(vertices) is unique in the graph. Moreover, it is not difficult to see that for 
every cardinal k, we can construct k rigid graphs, such that no pair of them is 
isomorphic. 

Now let G* be a coloured directed graph of the group G in which all elements 
unequal to e are taken as generators. We assume k = |G@| > 3 (the case of 
groups of order <3 can be treated separately in a simple way), so the graph G* 
has an order [3 in any of its vertices. 

Consider all directed edges of a fixed colour s in G*. Construct a rigid graph R 
as described above, such that all the m-cardinals occurring in the definition 
of R are greater than k. The connected graph R’ is defined as follows: edges 
[ar], (rp), [pb], and furthermore R, the vertex of order | of R identified with 
the vertex p in this definition. Suppose that a directed edge with colour s leads 
from vertex a to vertex b in G*. Replace this directed s in G* by R’, the a’s and 
b's being retained. We do this for every such s, replacing them by mutually 
isomorphic R’. Furthermore, we repeat this construction for the other coloured 
edges of G*, but we take care that the rigid R= R, for the colour ¢ is non- 
isomorphic to the rigid R= R, for the colour s, distinct from t. 

In this way G* is transformed into a graph G, which satisfies our require- 
ments, as can be seen-by elementary deductions. Thus we have proved 
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Theorem 6. Every group G is isomorphic to the automorphism group of some 
graph ©. We may assume that this automorphism group operates fixed-point-free 
on ©. 


Comments: Konia [17], p.5 raised the question, which groups can be 
represented as automorphism group of graphs. As remarked before, Frucut [6] 
gave a solution for finite groups using also Cayley-graphs. The first general 
solution of Kénig’s problem can be deduced from the results given by Brrx- 
HOFF [1]. Indeed, one of his results states that every group is isomorphic to the 
automorphism group of some distributive lattice. 

If the order |G of G is given, the author does not know the smallest possible 
order |G|. However, if |G| = m, we may assume |G| < 2™ (cf. Brrkuorr [1)). 
See also Frucut [7] for the case of finite |G|. If |@| is finite |G| can be made 
finite (Frucut); if |G| = x, their G can be constructed such that |G| = x, (and 
such that the order in a vertex of © is at most three; finite case, Frucut [8)]). 
If \G| < x there is a G with \G| < x. Let us indicate a proof of this contention in 
case |G| = x. Take all elements of @ unequal to e as generators and construct 
the corresponding Cayley-graph G*. From G* we construct © in the same way 
as in the proof of the theorem above, apart from the fact that we use other 
rigid graphs R, defined as follows. To every characteristic function f defined 
on the natural numbers n with f(0) = f(1) = 0 we attach the following graph R: 
join the vertices 1,2,...,,... consecutively by edges [n,n + 1]; further- 
more, if f(m) = 1 for a certain n, draw a new edge from n as vertex, the other 
vertex of this edge remaining of order 1; if f(m) = 0, no alteration is made. 
In this way we obtain continuously many mutually non-isomorphic rigid 
graphs; for different colours we use again different R’s. Hence, if |G| = x, then 
\G| = x. 

Corollary: Every group G@ is isomorphic to the automorphism group of some 
directed graph $). 

Proof: Take an R’, as defined in the proof of theorem 5, and give every 
edge of R’ some orientation, arbitrarily chosen. This orientation induces an 
orientation in all R’, isomorphic to R’. Carry out this procedure over the 
entire G. The orientated G obtained is the 9, satisfying the requirements of the 
corollary, as can be proved. 


7. Autohomeomorphism groups 


Given some group G and the corresponding graph § of the corollary in the 
preceding section, we shall replace the edges of $ by mutually homeomorphic, 
topologically rigid spaces H and introduce a metric in the resulting set, such 
that a space M will be obtained satisfying the following theorem. 


Theorem 7. Every group G is isomorphic to the autohomeomorphism group 
A (M) of some 1-dimensional, connected, locally connected, complete metric space M. 
Moreover, the group of isometries of our M coincides with A (M) and operates 
in a fixed-point-free way on M. 
If \G| < x, there is such an M with |M\ = x. 
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Proof. If we do not claim M to be complete, we can use for H a topologically 
rigid space, defined in section 3 (applying in the proof lemma 4 and corollary 2). 
To render M complete, we use the rigid curve P,,, defined at the end of section3. 
If G is finite, of order m, we take care that n > m and in any case n > 3. Let 
us denote such a P,, by H. We observe that H satisfies the following property 
(p): every point h¢H has arbitrarily small neighbourhoods U such that 
U\{h} is either connected or contains more than n components. 

In H we take two points (“vertices”) h® and h', diametrically opposite on 
the outer circle, which will have a diameter one. 

Now we replace each directed edge [q°q'] of § (corollary, section 6) by such 
an H, h‘ replacing gq‘ (i= 0,1). All H’s are isomorphic to each other and 
disjoint with the possible exception of their “‘vertices’’. Into the union of all H’s 


M= UH, 


we introduce a metric 9. This metric will by definition coincide with the metric 
already given in each H = H,,. 

Ifa ¢ H,,6 € Hs (« + £), then there is a finite ‘‘chain” of points, connecting 
a and Bb, 
(1) a, hi = his, his = hs, his = his, ee his = ht,b 
with i,s= 0 or 1; j,+ k= 1 for all l<t<n; n is a natural number. We 
define the length 4 of chain (1) by 


A= o(a, hi) + o(hh,b)+n—-1. 


The minimal length of all chains connecting a and 6 is defined as their 
distance o(a,b) in M. This function 9, now generally defined over M x M, 
is indeed a distance function and it can easily be shown that the resulting 
metric space M is complete, connected and locally connected. 


To prove the 1-dimensionality of M we must show that for an arbitrary 
closed set C <M and an open set U containing C, there exists an open set 
V >C such that Cc Vc U and dim(V\V) = 0. 

If c € C is not a vertex of an H, there is a neighbourhood N (c) of c contained 
in H with N(c)c U and dim(N\N) = 0, since H is a curve. If h < C is a vertex 
(of a number of H’s) there is a neighbourhood V = N (h) of diameter <'/, with 
N{(h)c U, and dim(N \N) = 0, since the boundary of NV (h) can be taken as the 
sum of the mutually disjoint boundaries of V ~ H for each H having h as a 
vertex. 

Since H is compact, C > H is covered by at most two sets N(h) AH 
together with a finite number of V(c). The boundary of the union of these sets 
is 0-dimensional. Carrying out this procedure for every H which intersects C, 
and taking the union of all the sets (contained in such a finite covering) under 
consideration, we obtain the required V. The boundary of PV is 0-dimensional, 
since it is the union of a number of 0-dimensional sets, each of which ix open 
and closed in this union. 
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Next we prove A(M) =~ G. If pM = M is an autohomeomorphism, we 
show that for any « there exists a # such that 


(2) gH,= HA, . 


Indeed, gH, cannot contain points of two different H’s. Otherwise it 
would contain a vertex h of some H. However, h is locally a cutpoint in M in 
such a way that if N(h) is a suitable small neighbourhood of A in M, the set 
N(h)\{h} tontains either an infinite number of components or less than 
mazx(m, 3) components. This contradicts property (p) valid for H, since is 
topological. The same reasoning applied to g-! shows that mH, cannot be 
properly contained in an H,. Hence (2) holds. 

From (2) it follows that g permutes the H’s among themselves, but then 
we may conclude from Theorem 6 and its corollary and the rigidity of H that 
G = A(H) =~ A(M). Moreover, it is easy to see that such a ¢ is an isometry 
of M. So every autohomeomorphism of M is an isometry and the corresponding 
groups coincide. Finally, suppose |G| < x. Then there is a G and also an 9 with 
\G|, || < x (see preceding section). Hence | M|= x*= x for the corresponding MV. 

Remark. Replacing H by a suitable rigid space of some suitable dimension, 
it can be proved that the metric space M in Theorem 7 may have any positive 
dimension, finite or infinite. 


Applying the Cech-Stone bicompactification theory on the preceding 
theorem the following result is easily obtained. 


Theorem 8. Every group is isomorphic to the autohomeomorphism group of 
some connected bicompact Hausdorff-space. 


Proof. Given the group G, construct the metric space M, such that 
A(M) = G. If M is the Gech-Stone bicompactification of M the following holds 
true: every autohomeomorphism pM = M can be uniquely extended to an 
autohomeomorphism pM = M. Conversely, if pM = = M and y is topological, 
then necessarily (CecH) yM = M, since the metric space M satisfies the first 
axiom of countability. From this follows easily 


A(M)~ A(M); so A(M)~G 
which we had to prove. 


8.1. Automorphism groups of Boolean rings 


If B is a Boolean ring it is known [22] that the automorphism group A (B) 
is isomorphic to the automorphism group of the corresponding Boolean algebra 
and to the autohomeomorphism group A(N) of the corresponding Boolean 
space N. 

We also recall the statements, used at the end of the previous section: 
If M is vy-dimensional, metrizable, then autchomeomorphisms of M induce 
autohomeomorphisms of 8M, the maximal 0-dimensional compactification 
of M, and conversely, in such a way that A(M) ~ A(fM). 
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Now we can apply some of the results of sections 3,4 and 5 to obtain some 
information on the groups A (8B). 

Indeed, if M is a (0-dimensional) rigid subset M of the real line, dense in 
itself, the Boolean space {8M = N is also topologically rigid. We can even 
choose M in such a way that it does not admit non-trivial continuous maps 
onto or topological maps into itself and then the same holds for the Boolean 
space 8 M = NW, It is not difficult to translate these properties into the termino- 
logy of Boolean algebras. In particular, it shows the existence of rigid Boolean 
rings B (of continuous potency, apparently), i.e. rings B for which A(B) 
equals the identity. This answers again in the negative a question raised by 
BrrkHoFF. Previous solutions have been given by JOnsson [14], Rrecer [20] 
and Karérov [16]. However, we can derive stronger results. Translation of 
theorem 2 into the language of Boolean algebras leads immediately to the 
following result. 

Corollary: (to theorem 2): There exists a family { B,} of 2“ Boolean rings B,,, 
each of potency *, such that no B, can be mapped homomorphically onto any other 
B,, or non-trivially onto itself. 

R1ecER [20] found already an example of a Boolean algebra which admitted 
no proper homeomorphism onto itself, but its cardinal is ‘‘unsatisfactorily 
high”, as Rieger remarked. 

If M is the union of two homeomorphic rigid disjoint subsets of the line, 
dense in itself, each closed in their union, then the A(B) of B corresponding 
to 6M is an infinite group in which every element (+e) has order two. 

These examples are typical for the situation in general, as is shown by the 
following theorem. 


Theorem 9. If B is a countably infinite Boolean ring, then its automorphism 
group A(B) is equivalent to S,.. If, however, B is an atomless Boolean ring of 
at least continuum order then A(B) is either the identity-group or A(B) is 
infinite, actually contains an infinite number of elements each of order two. 


This theorem contradicts some results of Rircrr [20] p. 214, not affecting 
the main results of his paper, in which he claimed the construction of atomless 
Boolear algebras B for which A(B) is isomorphic to the symmetric group of 
some finite number of elements. 

It also serves as a counter-part to Birkhoff’s theorem [1], as already 
mentioned in section 6, in which he shows that every group is isomorphic to the 
A(L) of some distributive lattice L. Indeed, theorem 9 shows in particular that 
many groups cannot be represented as groups A(B), where B is some Boolean 
algebra, i.e. a complemented distributive lattice. It would be useful to have more 
informaticn on the A(B); e.g., for which cardinals do there exist rigid B? 
Can there be said more on the cardinal of A(B) for a given B? Can the center 
of A(B) be determined in a way similar to theorem 4? 

Proof of theorem 9: If B is countably infinite, the corresponding Boolean 
space N has a countable number of both open and closed subsets. So N has a 
countable base. Since N is also a compact Hausdorff space, N must be a 


7* 
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0-dimensional, compact, metrizable space. Applying theorem 5, we see that 
A(N) and hence A (B) is equivalent to S,,.. 

The second part of the theorem also easily follows in a way similar to the 
proof of section 5 (i). Indeed, if N (corresponding to B) is not rigid, there is 
an autohomeomorphism g of N which maps an open and closed subset U of N 
onto a disjoint pg U. Now we can decompose U into an arbitrary finite number 
of both open and closed, disjoint subsets V,, V,, . . ., V,,. Interchanging between 
some of the V; and @V, and leaving constant the rest of NV, leads to auto- 
homeomorphisms of NV, each of order two. Since there is an apparently infinite 
number of such maps, all different, the theorem has been proved. 


8.2. Automorphism groups of rings 


The results of section 7 admit a purely algebraic translation by applying a 
fundamental result of GeLFonp and Ko.tmocorov [9] (cf. alsoM. H. Stone [22]) 
on rings of continuous real functions defined on completely regular spaces. 


Theorem 10. Every group G is isomorphic to the automorphism group of 
some ring R, actually of infinitely many commutative rings with unit-element. 

If \@\| <x» or |@| <x, then there are such R with |R| =x or |R| = 2" 
respectivel y. 

Observe furthermore: If |@|= m, R can be made such that |R| < 2°” (see 
the comments in section 6). 


If one asks for those groups which are automorphism groups A (@) of groups 
G instead of rings R, there is no such simple answer. Indeed, it is well known 
that the cyclic groups of odd order are no A(@); also ‘“‘most’’ of the cyclic 
groups of order 8n are no A(@); the dihedral group D of order 8 is no auto- 
morphism group of a group, with the exception of itself: D~ A(D). See 
DE Vries and pE Mrranpa [24] for these and a number of other results 
concerning the automorphism groups of groups. 

Some of their results can easily be generalized for topological groups as 
well. In particular a given group is in general not isomorphic to the auto- 
morphism group of a non-abelian topological group (e.g. a non-abelian 
topological group, unequal to the symmetric group S;, has at least 8 auto- 
morphisms. There exist countable, non-abelian, non-discrete groups with 
exactly 8 automorphisms). Theorem 10 asserts in particular that every group 
is isomorphic to the automorphism group of some topological commutative 
ring with a discrete space-structure. Let us mention without proof that one 
can also introduce a non-discrete topology in the particular ring to be defined, 
without changing its automorphism group. 


It is unknown whether there exist abelian groups @ the order of which 
is an arbitrary infinite cardinal, such that A(@) ~ C,, where C, is the cyclic 
group of order two; in particular it is unknown whether there exist indecom- 
posable abelian G of very large cardinals. However, there exist commutative 
rings R of large potency such that A(R) ~ C,, or more generally A(R) = H, 
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for any group H. This follows from our proof of Theorem 10. Indeed, if we use 
graphs of high potency for the rigid graphs defined in section 6, this will result 
in a ring of high order. 

Regarding those groups which can be automorphism groups of divisionrings 
or fields, the author did not investigate them and must confess his ignorance. 
A superficial investigation has not even revealed a solution of the following 
very special problem: Is the infinite cyclic group the automorphism group of 
some field ? 

The proof of the main part of Theorem 9: clearly follows from the lemma 
below. Indeed, we can either apply the first part of the lemma on Theorem 7 
or the second part on Theorem 8. 


Lemma 5: If S is a completely regular space satisfying the first axiom of 
countability, and C(S) is the ring of all continuous real-valued functions 
defined on S, then A(S) ~ A(C(S)). 

If B is a bicompact Hausdorff-space and C(B) its ring of c. r. functions, 
then A(B) =~ A(C(B)). 


The first part of this lemma is contained in a paper of PursE.t [19] (theorem 
4.6, p. 968. No proof is given). 

The second part of the lemma will be contained in a forthcoming book by 
L. Grtitman and M. Jerson [10]. Let us for the sake of completeness indicate 
how it can easily be deduced from the fundamental paper [9]. By using 

C(B)/J(b)= K, 
where X is the field of reals and J(b) a maximal ideal in C(B) (consisting of 
all functions vanishing at a certain b ¢ B), and by using the rigidity of K 
(as a field), it follows that every automorphism of C(B), unequal to the 
identity, determines a permutation, unequal to the identity, of the set of 
maximal ideals {J (b)}. 

Every autohomeomorphism ¢ of B clearly induces an automorphism 9g’ of 
C(B). Conversely, every automorphism g’ of C(B) determines a permutation 
of {J (b)} and induces an autohomeomorphism of B. Using the remark made 
above, one can conclude that this autohomeomorphism must be ¢, from which 
the second part of the lemma follows. 

The addendum on cardinals in Theorem 10 follows in case |G| < x, from 
the result in [13], i.c. there is a compact metric, hence separable, M such that 
G ~ A(M). The second part is obvious in view of the addendum of Theorem 7. 
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Explizite Bestimmung der Randflichen des 
Fundamentalbereiches der Modulgruppe zweiten Grades* 


Von 
EruArpD GotrscHLine in Gottingen 


Die in der Einleitung zunichst zusammengestellten Ergebnisse sind in den 
beiden Arbeiten [1] und [2] von C. L. Srecet zu finden. 

Fir jedes natiirliche n werde der Bereich aller n-reihigen komplexen symme- 
trischen Matrizen Z = X + iY, deren Imaginarteil Y positiv definit ist, mit 9 
bezeichnet. Die allgemeinste umkehrbar eindeutige Abbildung-von § auf sich, 


die in jedem der + n(n + 1) unabhangigen Elemente z,, von Z (k, 1 = 1,...,n) 
analytisch ist, hat die Gestalt 

(1) W = (AZ + B)(CZ+ D)". 

Dabei sind A, B, C, D reelle n-reihige Matrizeén, die sich in der Form 


: u- (42) 


zu einer 2n-reihigen symplektischen Matrix zusammenfassen lassen. Ist EZ die 


n-reihige Einheitsmatrix und J = (_ > 0) , 80 bedeutet die Symplektizitét von 


M die Bedingung 

(3) MJM'=J. 

Zwei symplektische Matrizen M und M, liefern genau dann dieselbe Abbildung 
von § auf sich, wenn M,= + M ist. Die homogene Modulgruppe n-ten Grades 
besteht aus allen 2n-reihigen symplektischen Matrizen mit ganzzahligen 
Elementen. Die inhomogene Modulgruppe J" ist dann die Faktorgruppe der 
homogenen Modulgruppe nach der Untergruppe, die aus + Z,,, besteht, wobei 
E,,, die 2n-reihige Einheitsmatrix ist. Wird J’ aufgrund von (1) als Gruppe von 
Abbildungen von § auf sich gedeutet, so ist sie in § diskontinuierlich. Es 
erhebt sich die Frage nach einem Fundamentalbereich von J" in 9. Diese 
Frage wurde zuerst von C. L. Stecet behandelt. Um sein Ergebnis zu formu- 
lieren, wird der Begriff des teilerfremden symmetrischen Matrizenpaares 
benétigt: Ein Paar von zwei n-reihigen Matrizen C und D mit ganzzahligen 
Elementen hei®t symmetrisch, wenn CD’= DC’ gilt. Es heibt teilerfremd, 
awenn aus der Voraussetzung, die Elemente von GC und GD seien ganzzahlig, 
stets ‘folgt, daB die n-reihige Matrix @ selbst ganzzahlige Elemente besitzt. 
Die teilerfremden symmetrischen Matrizenpaare stehen in enger Beziehung zu 





*) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultaét der 
Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. 
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den Modulmatrizen: Aus (3) folgt namlich, daB z. B. die zweite Matrizenzeile 
(CD) einer jeden Modulmatrix (2) symmetrisch und teilerfremd ist. Umgekehrt 
kann man auch jedes teilerfromde symmetrische Paar C, D zu einer Modul- 
matrix (2) erginzen. 

Im folgenden wird die Determinante einer komplexen Matrix W mit det W 
bezeichnet, der Absolutbetrag einer komplexen Zahl z mit |z|. Fiir den Absolut- 
betrag |\det W| der Determinante von W soll kurz abs W geschrieben werden. 

Der Bereich § bestehe nun aus allen Punkten Z = X + i Y von §, die den 
folgenden Bedingungen geniigen: 


(4) ae ee wobei X = (x,,) (k,l=1,...,n); 


(5) Y nach Minkowski reduziert; 
(6) abs(CZ+ D)21 C,D teilerfremd und symmetrisch. 


Dann ist § ein Fundamentalbereich von J’ in §. Um zu entscheiden, wann zwei 
der Ungleichungen (6) verschiedene Bedingungen fiir Z darstellen, werden die 
teilerfremden symmetrischen Paare noch in Klassen von zueinander assoziierten 
Paaren eingeteilt: Zwei Paare C, D und C,, D, heiBen assoziiert, wenn es eine 
n-reihige unimodulare Matrix U mit der Eigenschaft 


(C,D,) = U(CD) 
gibt. In [2] wird gezeigt, daB die Beziehung 
abs(C,Z + D,) = abs(CZ + D) 


genau dann identisch in Z gilt, wenn C, D und C,, D, assoziiert sind. Also 
liefert (6) genau so viele verschiedene Ungleichungen, wie es Klassen assoziierter 
Paare C, D gibt. Diejenigen Ungleichungen (6), fiir die C, D zu 0, E assoziiert 
ist, stellen allerdings keine Bedingung fiir Z dar und sollen daher fortgelassen 
werden. Da es unendlich viele Klassen assoziierter Paare C, D gibt, und da die 
Zahl der Minkowskischen Reduktionsbedingungen ebenfalls unendlich gro8 
ist, ist § zunachst durch unendlich viele Ungleichungen definiert. Nun beweist 
aber MrnkowskI! in der Arbeit [3] oder auch SteGcet in der Arbeit [4], daB sich 
simtliche Reduktionsbedingungen schon aus endlich vielen von ihnen ergeben. 
Ferner beweist Srecet in [1] und [2], daB sich unter der Voraussetzung von 
(4) und (5) simtliche Ungleichungen (6) aus endlich vielen dieser Ungleichungen 
ergeben. Fiir beliebiges n bleibt jedoch die Frage offen, welche Ungleichungen 
wirklich notwendig sind. Dabei bedeutet die Notwendigkeit einer Ungleichung 
die Existenz eines Punktes aus §, in welchem diese eine Ungleichung nicht 
erfiillt ist, die iibrigen Ungleichungen aber alle erfiillt sind. Fir n = 1 kennt 
man diese notwendigen Ungleichungen; ist namlich z= x + iy die eine 
komplex®Veranderliche im Falle n = 1, so sind es die drei Ungleichungen 


1 1 
g2r2-5, kl21. 


2 , 


Dieses Ergebnis wurde zuerst von R. DEDEKIND in [5] verdffentlicht. Es ist 
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das Ziel der vorliegenden Arbeit, die Frage nach den notwendigen Unglei- 
chungen im Falle n = 2 zu beantworten. Setzt man in diesem Falle 


_ (4% 2) (%. %% -(¥i Ys 
= (* “)= (3 x) +i(h )* 
so liefert (4) die sechs Ungleichungen 
1 1 

(7) F = % % BWZ—-F- 
Samtliche Minkowskischen Reduktionsbedingungen sind bekanntlich, wie 
u. a. in [3] gezeigt wird, eine Folge der drei Ungleichungen 
(8) ¥2= %= 2y,20. 

Im ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit wird der folgende Satz 
bewiesen : 

Satz 1: Unter der Voraussetzung von (7) und (8) ergeben sich im Falle n = 2 
alle Ungleichungen (6) bereits aus 19 dieser Ungleichungen, némlich aus vier 
Ungleichungen, in denen Rang C = 1 ist: 


(9) ll 21, jal21, jn+2—24+e/21 (e= +), 
und aus 15 Ungleichungen, in denen Rang C = 2 ist: 

(10) abs(Z + S)21, 

wobei fiir S die 15 Matrizen : 


0 0 e 0 00 e 0 e 0 0 e ee 0 e€ 
(0 ~ F bgp B ( =f (6 Ps . _<): (, 0)» (, 0)» (, ‘) 
einzusetzen sind. 

Im zweiten Paragraphen wird die Notwendigkeit der 28 Ungleichungen (7), 
(8), (9), (10) fiir die Definition von § bewiesen. Wir formulieren dieses Er- 
gebnis als 

Satz 2: Zu jeder der 28 Ungleichungen (7), (8), (9), (10) gibt es einen Punkt 
von 2, in welchem diese Ungleichung nicht erfiillt ist, die iibrigen 27 Ungleichungen 
aber erfiillt sind. Geometrisch ausgedriickt: Von den fiinfdimensionalen Fliachen, 
die man erhidlt, wenn in den 28 Ungleichungen speziell das Gleichheitszeichen 
betrachtet wird, gehéren fiinfdimensionale Stiicke zum Rande von §. 


§ 1. Uberfliissige Ungleichungen 
Mit C, D ist auch —C, D teilerfremd und symmetrisch. Mit jedem Punkt 
Z= X + 4Y von § gehért auch der Punkt —- Z = —X + iY zu 9. Es gilt stets 


(11) abs(CZ + D) = abs(—C(—Z) + D). 


Daraus folgt einmal, daB mit Z auch —Z zum Fundamentalbereich F gehért, 
weil namlich mit C, D auch — C, D alle teilerfremden symmetrischen Matrizen- 
paare durchléuft und auf Grund von (11) die Ungleichungen abs(CZ + D) 2 1 
und abs(—('{—Z) + D) 21 gleichbedeutend sind, und weil die Ungleichungen 
(4) und (5) beim Ubergang von Z zu —Z erhalten bleiben. Es ergibt sich ferner 
g* 
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Lemma 1: Die Ungleichungen abs(CZ + D) > 1 und abs(—-CZ + D)21 
sind entweder beide notwendig oder beide iiberfliissig fiir die Definition von §. 

Die Ungleichung abs(CZ + D) 2=1 ist namlich genau dann notwendig, 
wenn es eine Sielle Z, gibt, fir die abs(CZ,+ D)< 1 ist, sonst aber 
alle Ungleichungen (4), (5), (6) erfillt sind. Fiir die Stelle -Z, gilt dann 
abs(—C(—Z,) + D) <1, wahrend alle anderen Uneididhalinnn fir —Z, 
erfillt sind. 

Die letzten Betrachtungen galten fiir beliebiges n. Jetzt sei n= 2. Unter 
den Ungleichungen (6) kommen dann insbesondere die folgenden beiden vor: 


(12) jal21, ja/2=1. 
Man erhilt sie fiir die beiden teilerfremden symmetrischen Paare 


1 0 0 0 0 0 1 0 
¢,D= (4 0): (0 1): C,D= (0 1): (0 0): 
Durch die Ungleichungen (7), (8), (12) wird ein Bereich G definiert, der F 
enthalt, und in welchem insbesondere 
3 3 
(13) Rzz R27 det ¥ 24 yz 


gilt. Dieser Bereich S wird im folgenden wiederholt amis werden. 
Es sei C, D ein teilerfremdes symmetrisches Paar mit Rang C= 1. In 
diesem Falle gibt es zwei unimodulare Matrizen U und V, so dab 


<< 


vov=(5 5) (c> 0) 
wird. Setzt man 
upv= (1, ¢). 


so folgt aus CD’= DC’ die Bedingung d,= 0. Aus der Teilerfremdheit von 
C, D ergibt sich die Teilerfremdheit von c,d und d,= +1. Ersetzt man noch U 


durch 
(oa) 
so wird 
(14) UCV = (5 0) , UDV= (5 i): 
Hieraus folgt, wenn die erste Zeile von V~* mit (pq) bezeichnet wird: 
(15) abs(CZ + D) = |c(z,p? + z,.q*+ 22z,pq) + d| . 


Dabei sind also p und q teilerfremd, und wir kénnen offenbar noch p > 0 oder 
aber p= 0, q= 1 voraussetzen. Sind umgekehrt die vier Zahlen c, d, p, q mit 
(16) (c,d)=1; (p,.g)=1; ¢>0; p>O oder p=0,q=1 


vorgegeben, so erginze man die Zeile (pq) zu einer unimodularen Matrix V~*. 
Das Matrizenpaar 
0), d 0\., 
(17) C=() V7, D=(, 4)¥ 
ist dann teilerfremd und symmetrisch, und es gilt Rang C = 1. 
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Wir zeigen noch, daB die Zuordnung zwischen den Klassen assoziierter 

Paare C, D mit Rang C= 1 und den vier ganzen Zahlen c,d, p,q mit den 

, Eigenschaften (16) umkehrbar eindeutig ist. Ist neben V~* auch Vj" eine 
unimodulare Matrix mit (pq) als erster Zeile, und wird analog zu (17) noch 


0 am(s rit, Dal, 


gesetzt, so folgen aus (17) und (18) die Gleichungen 
C= U,C ’ D,= U,D ’ 
wo U, die unimodulare Matrix 


U,= (6 1) Vive wy ) 


ist. Also sind die Paare C,, D, und C, D assoziiert. Durch Vorgabe von c, d, p, ¢ 
ist. somit die Klasse der zu C, D assoziierten Paare eindeutig bestimmt. Es sei 
umgekehrt C, D vorgegeben, und es gelte neben (14) auch entsprechend 


UCV =(% 5), UDVe=(% 9), 


wo die erste Zeile von Vo’ mit (p9q,) bezeichnet werde und fiir die vier ganzen 


) Zahlen Co, dy, Po, Jo entsprechende Voraussetzungen gelten wie fiir c, d, p, q. 
Aus 


_/¢ 0 Co 0) ,-1 
U,U (0 = (6 o) Yo " 
folgt dann wegen c > 0 und c, > 0 die Gleichung c = cy. AuBerdem ergibt sich 


ve'V=(*, 41) 


Das bedeutet wegen der Voraussetzungen iiber p,q und po, gy insbesondere, 
daB die ersten Zeilen von V5’ und V~' iibereinstimmen. Beachten wir dann 


noch ' 
_, (dq, 9 S Dy ses art 
UUo (0 > (0 1) VVo 
so folgt dy= d. 
Nach (15) ist also jeder Ungleichung 


abs(CZ + D)2=1 (Rang C = 1) 
umkehrbar eindeutig eine Ungleichung der Form 
t le (z, p? + z,q?+ 2z,pq) + dij > 1 


zugeordnet, wo die ganzen Zahlen c,d, p,q den Bedingungen (16) geniigen. 
Die rechte Seite von (15) schitzen wir durch den Absolutbetrag des 
Imaginarteils ab: 


(19) abs(CZ + D) > c(y,p? + y.q? + 2Y37P9) - 


Aus |pq| we (p? + q*) ergibt sich dann nach (8) und (13) fiir den ganzen 
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Bereich G die. Abschatzung 
Lz = 
(20) abs(CZ + D) > V3 e(p*+ q*) [7 V3 (p*+ ¢?). 
Wenn pq + 0 ist, folgert man hieraus 
(21) abs(CZ + D)= + V8e . 
und dies gilt, wie man direkt aus (19) sieht, auch noch, falls p = 0 oder g = 0 
ist. Wegen (p, g) = 1 kénnen p und q nicht gleichzeitig verschwinden. Aufgrund 
der beiden letzten Ungleichungen (20) und (21) gilt im ganzen Bereich & stets 
abs(CZ + D)> 1, falls nur c > 2 oder p?+ g?2 4 ist. Daher sind von den 
Ungleichungen (6) mit ausgeartetem C héchstens diejenigen mit c= 1 und 
p?+ ¢ < 4 notwendig (die beiden Ungleichungen (12) kommen unter diesen 
vor). Wegen (16) brauchen wir nur die Fille 
c=1, p,q=1,0; 0,1; 1,1; 1,-1 
zu untersuchen. Der Fall p, g = 1, 0 liefert nach (15) die Beziehung 
abs(CZ + D)*= |z,+ d|*= (xz, + d)*+ yj. 


Wenn d + 0 ist, folgt im Bereich B die Ungleichung |x, + d| 2-5 und daher 


wegen y?2-— auch abs(CZ+D)21. Somit ist also héchstens die Un- 
gleichung mit d= 0 notwendig, das‘ist die erste der Ungleichungen (12). 
Entsprechend zeigt man, daB sich im Falle p, qg= 0,1 héchstens die zweite 
der Ungleichungen (12) als notwendig erweist. Fiir p,q = 1, 1 gilt nach (19), 
(8), (13) im Bereich G die Abschatzung 


abs(CZ + D) => y+ y+ 2y,2/3> 1. 


Die Ungleichungen mit p,qg= 1,1 sind daher samtlich iiberfliissig. Ist 
schlieBlich p, q = 1, — 1, so gilt nach (15) die Gleichung 


abs(CZ + D)*= (xz, + 2,— 245+ d)*+ (y,+ ye— 2y,). 


Fir |dj)>3 ist im Bereich © stets |z,+ 2,—22,+d|/2>1, also auch 
abs(CZ + D) = 1. Daher sind in diesem Falle héchstens die Ungleichungen 


(22) lay + 2— 22,+ d/2>1 (-2sds 2) 


notwendig. Von diesen Ungleichungen werden sich im nachsten Lemma noch 
diejenigen mit d= 0 und d= +2 als iiberfliissig erweisen, so daB tatsichlich 
von allen Ungleichungen (6) mit Rang C = 1 héchstens die vier Ungleichungen 
(9) notwendig sind. 

Wegen y,= 2y, ist y,+ y,.— 2y¥,= y,. Daher sind die Ungleichungen (22) 
sicherlich, fir y,= 1 erfiillt. Es sei G, derjenige Teil von G, in welchem y,< 1 
ist. Von den Ungleichungen (22) mit d= +2 brauchte nun aufgrund von 
Lemma | eigentlich nur etwa diejenige mit d= 2 untersucht zu werden. Es ist 
jedoch nicht miihsamer, beide Fille zugleich zu behandeln. Die Unglei- 
chungen (22) mit d= —2e (e= +1) sind némlich sicher dann erfiillt, wenn 
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|x, + %— 22,-— Qe| > ist. Ist dagegen |x, + x, — 22,— 2e| < - 


Sz 80 folgt 
nach (7) in G fiir e= 1 die Bedingung 


1 1 
(23) —-Geu2-7> 
und fiir e = —1 die Bedingung 

1 1 
(24) 3 Su=7q- 


Es sei G, derjenige Teil von Go, in welchem (23) gilt, und GB_, derjenige Teil 
von Bo, in welchem (24) gilt. 


Lemma 2: Im Bereich B, (e = —1, 0, 1) ist die Ungleichung 
|zy + 2,— 2z,— 2e]/ > 1 
, , ae 8 

eine Folge von abs(Z + eS) > 1 mit S= ( 0) 

Beweis: Die Differenz 

F,= |z,+ 2,— 2z,— 2e|?— abs(Z + eS)? 
geht aus der Differenz 
FP = F = |z,+ z,— 22,|*— abs Z* 

dadurch hervor, daB x, durch e + x, ersetzt wird. Im Falle e = 1 geniigt z, 
der Bedingung (23). In diesem Falle gilt fiir e+ 2, die Ungleichung 
4 2e+232 =: Im Falle e = —1 geniigt x, der Bedingung (24). Daher gilt 
in diesem Falle fiir e + z, die Ungleichung -~+2e+ 232 3. Fir den 
Beweis von Lemma 2 geniigt es deswegen zu zeigen, dab F = 0 ist in dem- 
jenigen Bereich G*, der aus G, hervorgeht, indem die Bedingung |z,| a> 
durch |z,|< + ersetzt wird. 


Weil wegen (12) fiir die zweite Ableitung 
Fy, 2,= 2 — 2(23 + yz) <0 
gilt, ist F als Funktion von z, nach unten konvex. Wenn daher F 2 0 fir 
%=+ + erfiillt ist, dann auch fiir |z,| < + . Da auBerdem auch 


P,.e,= 2 — 2(2% + y?) <0 
ist und F ungeandert bleibt, wenn Z durch —Z, also X durch — X e-setzt wird, 
geniigt es, die beiden Fille 
1 1 1 1 


zu betrachten. Hierbei wird auch noch benutzt, daB B* bei der Substitution 
Z-— —Z in sich tibergeht. Setzen wir im ersten Falle z = (1 — 22), e= —1 
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und im zweiten Falle x = 423, e = 1, so wird in beiden Fallen 
2 1 
P= 2+ (+ ¥2—2ys)*—- (det ¥ + x3 + 5) — 7 (Y2— e%— 4%545)* . 

Wir zeigen zuerst, daB F, < 0 ist. Setzen wir 

H = 4y, (det ¥ + +). K = 225(y.— ¢y,— 2234s) , 
so folgt in ganz G* fiir die betrachtete Ableitung: 

Fy,= —4(y:+ ¥.— 2y,)+H+Ks—4y,+H+K. 

Fir |z,| < + gilt K < y,— ey,, auBerdem H < 2y, (1 + <): Daher 


e 
Fy,s—4y.+ 2y (1 + rT, + ¥.— ey, < 0. 
1 3 ‘ 
Fir = < |z,| s- 4 schaitzen wir etwas anders ab: 


3 
Hes 4y, (1 + a) , Ks gy (Y2— €Ys) — Ys- 
Damit ergibt sich 
3 
Fy,S —4y2+ ys(3 + €) + F(y2— ey) SO. 
Also ist F als Funktion von y, monoton fallend und nimmt daher den minimalen 


Wert fiir den gréBtmdéglichen Wert von y,, d.h. fiir y, = ; y, an. Dafiir wird 


1 e \2 l 
P= 2+ ¥3 — (vs ¥2— zy + a+ 4) =e a (Y- e€y,— 2%5y,)°. 
Wir zeigen jetzt, daB auch F, < 0 ist. Setzen wir 
1 
L= 2 (e + 225) (y.— ey, — 2234), 
so wird 


e 


F,,= -(2y.— ¥) (r¥e— 4 uP x5 + z)+ Ls ~n(5 + x) + L. 


Fir e=—1 und > => 232 — & gilt L<=0, fir e=—1 und > > 25 
jedenfalls L < 2 Y2, also fiir e = —1 stets F, < 0. Fiire = 1 und be =|z,|= - 


wird L < 0, fiir e=1 und 5 2 2,= 0 jedenfalls L < y,— y,, fir e= 1 und 


0=>2,2= —- + schlieBlich ZL < z Ya. Beachten wir 1 > y,= y,= . V 3, so folgt 
auch fiir e= 1 stets Fy < 0. Somit nimmt F den minimalen Wert fiir den 
groBtmoéglichen Wert von y,, d.h. fiir y,= y, an. Dafiir wird 
2 ins , 2 S te 
F=2+ ¥i-(4 Ys + 23+ a1 —7¥(1 — e — 22z,). 


Wir zeigen endlich auch noch, daB F, < 0 ist: 


3 ... 1 
Fy,=2 y2—3ya (4 93+ 23+ q)— 3m —e— 22). 
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Fir e= 1 folgt sofort F, < 0. Fir e= —1 wird 
3 1 
yz F,,= -3({¥-) - 523+ 425. 
Weil aber fiir alle x, die Ungleichung 4z,— 523 < £ gilt, folgt auch in diesem 
Falle F,, < 0. Also nimmt F den minimalen Wert fiir y, = 1 an. Im Falle e = 1 
erhalten wir damit 
F = 42§ + 1 — (1 + 2§)?— 23 = 2 - 220, 
weil ja jedenfalls |z,| < 1 ist. Fire = — 1 erhalten wir 


2 
F = (1—2z,)'+ 1- (5+ 2f)' — (1 — 2)'= ¥- 22,4 229 — af. 


Wir bilden die Ableitung 


und wollen F,,< 0 beweisen. Dies ist sicher fir 0 => z,= — bd richtig. Fir 
jedes Intervall 0 <a < 2,56 <1 gilt ferner die Abschaitzung 
42,(1 — x3) < 4b(1 — a®). 
we idk. o> mb. 
»9? 2” 3° 3° 4 


wir stets F, < 0. Also nimmt F den minimalen Wert fiir z,= : an. Dafiir wird 


Wenden wir das in den drei Fallen a, b = 0 an, so finden 


+—— ee > 0. 


Damit ist Lemma 2 bewiesen. 
Wir wenden uns nun dem Fall Rang C = 2 zu. In diesem Falle kénnen wir 


abs(CZ + D) = abs C - abs(Z + C-'D) 


schreiben. Setzen wir R= X + C-'D, so ist R symmetrisch. Weil Y positiv 
definit ist, gibt es daher eine reelle Matrix G mit 


’ h, 0 
(25) Y=@@Q’, R=GHG, H= 34a) 
Es wird 

R+iY=G(H+i£)@’ 
und daher 


Fiir absC = 2 folgt im ganzen Bereich GS wegen (13) die Abschatzung 
abs(0Z + D) 22-44 >1. 


Es sind daher héchstens die Ungleichungen mit detC = +1 notwendig. Fir 
diese ist also C unimodular; indem eventuell noch C, D durch ein assoziiertes 
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Paar ersetzt wird, kann C, D = EZ, S angenommen werden, wo S eine symme- 
trische Matrix mit ganzzahligen Elementen ist. Es handelt sich dann darum, 
noch die Ungleichungen 

(27) abs(Z +.8)2>1 

zu untersuchen. Setzen wir 


omOw A-h 2) 


und beachten R= X + 8S, so schreibt sich (25) folgendermaBen in Kom- 
ponentenform : 


w= Git G3, Y= Git+G, Y= Gat G29s 
und 
2+ 8 = hygi + hog}, 2%_+ 8.= hgi ig hg? »  Xgt 8= hygige+ heeds - 
Setzen wir ferner Maz (|h,|, |h,|) = 2 und beachten 


1 1 
la194| + |929s| Sy OF + 9 + 95 + 93) =F (M+ Ye) SH, 

so folgt 

|, + 8,| S yah (k= 1, 2, 3). 
Ware nun fiir einen der Werte k= 1, 2,3 die Ungleichung |s,| = 2 erfiillt, 
so folgte wegen |z,| < = 3 fir h die Abschatzung y,h = $ , also nach (26) die 
Abschatzung 

abs(Z + S)*= det ¥?(1 m4 5) - (yi— ¥3 =") ( 3+ +)> 1 
= 4 Yo") = WN 342 ¥2 4 . 


Daher sind von den Ungleichungen (27) héchstens diejenigen notwendig, in 
denen |s,|, |8q|, |8s| S 1 ist. Das sind auBer den Ungleichungen (10) noch genau 
diejenigen mit 


a 15097429. 
(29) &=(_< ~4). 

00 anf sp 4a *. 
(31) s=(; ). 


wo fiir e iiberall die beiden Méglichkeiten e = +1 einzutragen sind. Aufgrund 
des folgenden Lemmas erweisen sich die Ungleichungen (27) in den Fallen (28), 
(29), (30) als tiberfliissig. 

Lemma 3: In den Fiillen (28), (29), (30) gilt im Bereich G iiberall 
abs(Z + 8S) 21. 

Beweis: Da mit Z = X + iY auch -Z =.— X + i ¥ 2u@ gehért, geniigt es, 
in jedem Falle nur e= 1 zu betrachten. In dem Falle (28) gilt dann wegen 


\z,| < t (k = 1, 2, 3) die Ungleichung 


pS 
=: 


det (X + S) = (x, + 1) (z,— 1) — (aw +: 1)*S -— 
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Wenn wir daher den Absolutbetrag abs(Z + S) durch den Absolutbetrag des 
Realteils von det(Z + S) abschitzen und noch (13) benutzen, folgt 


abs(Z + 8) & |det(X + 8) —detY|2>+2>1. 


Im Falle (29) untersuchen wir den Ausdruck 
(32) F = abs Z*= (y, Ya— yg — %%_+ 23)? + (2, Y2+ %2Y;— 2545) 


1 , 
fiir z,, 7,2 3 und — => z,. Zunachst gilt wegen y,= 0 und y,2 y,= - /3 
die Abschatzung 
3 
PF 2 (2%, 92+ %H%)P2 7 (11+ 2,)* - 


Fir z,+ 2,2 ; 3 folgt daher F > 1. Ist. dagegen x,+ 2,5 : /3, so folgt 


2%, Sy /3, weil das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen héchstens 


gleich dem arithmetischen ist. Deswegen gilt fiir den Realteil von — det Z die 
Abschatzung 


3 
"1¥2— Y3 — 2, 2,4 x3 >~4~ 1%3> 0, 
und daher 


F2(3 ~ x,2,) 4 . 


9 e 3 
4 | 


2,+ 2,)* = i + azar 1 (z} + 2§)2S>1. 


Fiir die Behandlung des Falles (30) ersetzen wir G durch den Bereich 3’, 


welcher durch die Ungleichungen |z,| < : (k = 1, 2,3) und 


es - ‘ ie 
(33) Y2=9, YW%w=2%s, WHRe_)3 


definiert ist. Der Bereich G’ enthalt G und hat ebenfalls die Eigenschaft, mit 
Z= X + iY auch den Punkt —Z = — X + iY zu enthalten. Ferner geht aber 
%’ auch in sich iiber, wenn die beiden Variablen z,, z, miteinander vertausvht 
werden. Wenn wir daher die Ungleichung abs(Z + S) = 1 in G’ fiir den Fall 


S & i }) bewiesen haben, dann gilt sie in’ auch fiir den Fall S= Re vt ) ; 


Also geniigt es zu zeigen, daB der Ausdruck (32) unter der Voraussetzung 
von (33) und 
1 Bi. 1 l , 3 


(34) s* geen 63° i. 


> > 
72%2 


stets der Ungleichung F = 1 geniigt. Zunachst ergeben sich aus (33) und (34) 
fiir die Ableitungen von F nach y, und y, die Abschatzungen 


F,, - 2 ¥2(%i¥2— ¥3 3 x3) + 24, 23 — 4x,7,y,> 0, 
F,.= 241 (%1 Ye— ¥3 7 x3) + 2 yer} — 42,%,y,> 0. 


Der Ausdruck F nimmt also den minimalen Wert fiir die kleinstméglichen 
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Werte von y, und y, an. Diese sind nach (33) entweder 


1 
(35) w= w=2y, falls y,2=7V3 
oder 
1 1 
(36) _ ¥= 3 V3 falls %< 7 V3. 
Wird F als Funktion von 2, betrachtet, so nimmt F in den beiden Fallen (35) 
und (36), wie man leicht aus (32) sieht, den minimalen Wert fiir z,= — +: an. 


Im Falle (35) ergibt sich dafiir 


(37) F=({4+3y3— 21%) + vi(2x,+ 224+ 1)*. 
Im Falle (36) erhalten wir 

rhe 2 —.\2 
(38) F=(1- ¥- %2)+ 4 (4+ +573 1) . 


Wir behandeln zuerst (37). In diesem Falle ist F eine monoton wachsende 
Funktion von y, und nimmt daher den minimalen Wert fiir y, = 13 an; 
dafiir ist ' 
2. 3 1\2 
Fz(7-%%) + (2+ 1+ 5) at + a3 + 23+ 2,4 2). 
Beachten wir x, = + , und daB fiir alle reellen x, die Ungleichung 23 + 2, > — < 


gilt, so folgt F > 1. Fiir die Behandlung der Gleichung (38) wird F nach x, 
differenziert : 


F,,= ys(V3 + 2xgy5) + 22,23 + + (3x, - %)>0. 


Also nimmt F den minimalen Wert fiir 2z,= + an. Beachten wir noch 


l —_ 
ys 3 V3 y3, 80 folgt 
1 \2 3/1 - 
F2 (1-37-98) +7(5+ %_+ 2 ¥3) . 
Setzen wir jetzt + t+ y3 = x, so wird 


2 
Fz(l- 2+ 3(5+22) =14+ 3 44et-te>l. 


Damit ist Lemma 3 bewiesen. 
Um nun noch den Fall (31) zu erledigen, beachten wir, daB die Unglei- 


chungen (27) jedenfalls fiir y, = +3 erfiillt sind: Nach (26) gilt némlich 
abs(Z + S)2detY > yi . 


Es sei G, derjenige Teil von G, in welchem y, < ; y3 ist. 
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Lemma 4: Im Bereich B, ist die Ungleichung abs(Z+S)2=1 mit 
S= (: ‘) (e= +1) eine Folge der Ungleichung abs Z > 1. 
Beweis: Es geniigt wieder, nur den Fall e = 1 zu betrachten. Wir bilden 
die Differenz 
F = abs(Z + S)*— abs Z? = 
= |z,+ 2,— 22z,|*— 2(2,+ 2,— 22,5) (det Y + 2§ — z,2,) + 
+ 2(Y¥+ Yo— 2ys) (%Y2+ 241 — 25 ys) 
und beweisen, daB in G, iiberall F = 0 ist. Es wird 
Fy.= (2 + 425) (y;— ys) + (2 + 42,) (y2— ys) 20. 


Also nimmt F den minimalen Wert fiir den kleinstméglichen Wert von y,, 
d. h. fiir y,= y, an. Dafiir ist 


F = (x, + 2,— 225)*+ 4(y,— ys)*— 2(2,+ 2.— 225) (y? — y + 28 — 2,25) + 
+ 4(¥1— Ys) (Ys (41+ 2) — 2x45). 
Fir die Ableitung nach y, ergibt sich 
F,,= (¥i— Ys) (—8 — 4(2,+ 2) — 823) 50. 
Also nimmt F den minimalen Wert fiir ¥s= . y, an. Dafir ist 
(39) F = (x,+ x,— 22,)*+ y?(1 + 22) + 
+ 2(x,+ 2,— 22;) (+ yi — x3 + , 23) : 
Wir beachten nun, da8 im ganzen Bereich G, die Abschatzung 
(40) gut att malslret-al+psgdt 
gilt und fragen danach, fiir welche positiven a die Ungleichung 
(41) (+x) say, 


im ganzen Intervall /3 =" +3 erfiillt ist. Dies ist genau fiir a > 9 /3 
der Fall. Fiir diese a kénnen wir F nach (40) und (41) folgendermaBen ab- 
schatzen: 

F > (\x,+ 2,— 22,| — ay,)*+ y7(1 + 22,- a”). 


Es folgt F = 0, falls 1 — a*+ 22,2 0 ist. Wir wahlen fiir a den kleinstmég- 
lichen Wert und setzen fiir x, im folgenden die Ungleichung 1 — a?+ 22,5 0 
oder 


(42) + 


e@>m2-~ (a= 53 ) 


to| = 
to| = 


voraus. Wenn nun 
(43) 4+ 2,— 224,50 
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sein sollte, bilden wir in (39) die Ableitung nach x, und erhalten 
F,,= —4(1 + 23) (2, + %,— 2253) + yj + 423 — 42, 2,. 
Wegen (42) ist diese Ableitung positiv. Also nimmt F den minimalen Wert fiirden 
kleinstméglichen Wert von 23, das bedeutet nach (43) fiir 7, = . (a, + x)=— + 
an. Dafiir ist aber nach (39) sicher F = 0. Ist dagegen 
2+ %— 22,20, 
so schreiben wir 
F = yj(l + 225) + (a+ 2,— 22,)H, 
wobei 
H = 2+ 2,— 223+ iv — 223 + 22,2, 
gesetzt ist. Da aufgrund von (42) die Abschatzung 
2H = (22,+ 1) (22,4 1) — (223+ 1)? + yf 20 


gilt, folgt wieder F => 0. Damit ist Lemma 4 bewiesen und zugleich der Beweis 
von Satz 1 beendet. 


§ 2. Notwendige Ungleichungen 


Definitionen: 1. Das System der 9 Ungleichungen (7) und (8) heiBe 2,, das 
System der 19 Ungleichungen (9) wnd (10) heiBe 2,, und das System der 28 Un- 
gleichungen aus 2, und Q, heiBe Q. 

2. Jeder Ungleichung aus Q ist eine Fliiche zugeordnet: Man erhilt diese 
Fliche, indem in der betreffenden Ungleichung speziell das Gleichheitszeichen 
betrachtet wird. Das System der Flachen, die den Ungleichungen aus Q bzw. Q, 
(k = 0, 1) zugeordnet sind, heiBe D bzw. D,. 

3. Es sei Z ein beliebiger Randpunkt von F. Wenn eine der Flichen aus ® 
den Punkt Z enthéilt und in der Umgebung von Z ein fiinfdimensionales Stiick 
mit F gemeinsam hat, so mége sie Randflaiche von § im Punkte Z heiBen. 

4. Ist eine Fliche aus ® Randfliche von § in mindestens einem Randpunkt 
von §, so mége sie schlechthin Randfliche von F heiBen. 

Ist Z= X + iY ein beliebiger fester Punkt aus §, so gehért fiir jedes 
reelle A > 0 auch der Punkt Z(A) = X + iA Y zu 9. Aufgrund von (15) und (26) 
ist der Ausdruck 

F(A) = abs(CZ(A) + D) 


fiir jedes teilerfremde symmetrische Paar C, D mit Rang C > 0 eine monoton 
wachsende Funktion von A, die fiir A —- oo iiber alle Schranken wachst. Das hat 
zur Folge, daB die Ungleichungen (6) im Punkte Z(A) fiir hinreichend groBes A 
simtlich erfiillt sind. Mit Hilfe dieser Tatsache werden wir drei Behauptungen 
beweisen : 


I. Die Ungleichungen aus Q, sind fiir die Definition von F notwendig. 
II. Die Flichen aus ®, sind Randflichen von §. 





S&S &Rrecscspe F288 


qe 


in 
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III. Die beiden Aussagen: ,,Die Ungleichungen aus Q, sind fiir die Definition 
von § notwendig’' und ,,Die Flichen aus ®, sind Randflichen von §*‘ sind 
dquivalent. 

Um den Beweis von Satz 2 vollsténdig zu machen, wird dann nur noch 
die Notwendigkeit der Ungleichungen aus 22, zu zeigen sein. Das wird folgender- 
maBen geschehen: Zu jeder Ungleichung U, aus 2, wird ein Randpunkt Z 
von § und eine in Z beginnende Kurve angegeben werden. Diese Kurve wird 
die Eigenschaft haben, daB die Ungleichung U, in allen Kurvenpunkten, die 
hinreichend nahe bei Z liegen, nicht erfiillt ist, die anderen Ungleichungen 
aus {2 aber erfiillt sind. Die dabei verwendeten Randpunkte von § sind gewisse, 
einfach zu bestimmende Fixpunkte der Modulgruppe. Nur fiir die beiden 


Ungleichungen (10) mit S = -. wird ein anderer Weg eingeschlagen werden. 
0 —e 


Es sei U, eine Ungleichung aus 2,. Dann wahle man zunichst Z, so, dab 
in Z, alle Ungleichungen aus Q, bis auf die eine, U4, erfiillt sind ; das ist offenbar 
méglich. Daraufhin wahle man A so groB, daB fiir Z,(A) auch noch die Un- 
gleichungen aus {2, gelten. Im Punkte Z,(A) sind dann alle Ungleichungen 
aus {2 mit Ausnahme der einen Ungleichung U, erfiillt. Das bedeutet die 
Notwendigkeit von U,, und die Behauptung I ist bewiesen. 


Offenbar kann ferner Z auf oo Weisen so gewahlt werden, daB die Un- 
gleichung U, in Z mit dem Gleichheitszeichen gilt und die iibrigen Unglei- 
chungen aus 2, mit dem GréBerzeichen erfiillt sind. Indem zu jeder Wahl 
von Z der Parameter A so groB gewahit wird, daB in Z(A) simtliche Unglei- 
chungen aus 2, mit dem GréBerzeichen erfiillt sind, erkennt man, daB die 
Flachen aus ®, Randflachen von § sind. Damit ist die Behauptung II bewiesen. 


Zum Beweis der Behauptung III setzen wir zuerst voraus, eine Ungleichung 
U, aus Q, sei notwendig fiir die Definition von §. Dann existiert ein Punkt Z, 
in §, in welchem U, nicht erfiillt ist, die ibrigen Ungleichungen aus 2 aber 
erfillt sind. Aus Stetigkeitsgriinden kénnen wir annehmen, daB die iibrigen 
Ungleichungen aus 2 sogar mit dem GréBerzeichen gelten. Dann ist U, sogar 
in einer vollen Umgebung .von Z, nicht erfiillt, waihrend die iibrigen Un- 
gleichungen aus 22 dort erfiillt sind. Ist nun Z ein beliebiger Punkt aus dieser 
Umgebung von Z,, so bilden wir Z(A) und wahlen A > 1 gerade so, daB U, in 
Z(A) mit dem Gleichheitszeichen gilt. Die ibrigen Ungleichungen aus 22 sind 
in Z(A) mit dem GréBerzeichen erfillt. Die so gefundenen Punkte Z(A) bilden 
eine fiinfdimensionale Punktmenge, sie liegen simtlich auf der Flache F,, die 
der Ungleichung U, entspricht, und sie gehéren zu F. Damit ist gezeigt, dab F, 
Randflache von § ist. Setzen wir umgekehrt voraus, daB F, Randfiiche von F 
ist, so gibt es einen Punkt, in dem U, mit dem Gleichheitszeichen erfillt ist, 
die iibrigen Ungleichungen aus 22 aber mit dem GréBerzeichen. Aus Stetigkeits- 
griinden folgt die Notwendigkeit von U, far die Definition von . Damit ist 
auch die Behauptung III bewiesen. 


Lemma 5: Die beiden Flichen \z,| = 1 und abs Z — 1 sind Randflichen von F 
im Punkte Z, = iL. 
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Beweis: Der Punkt Z, erfiillt alle Ungleichungen aus 2. Das Gleichheits- 
zeichen steht genau in den folgenden Fallen: 


(44) %29, w2H, lal2=l, jal 21, absZ2l. 
Ist ¢ > 0 hinreichend klein, so gilt im Punkte 


./l-—e 0 
Zl) =i ("9 a4.) 

die Ungleichung |z,| < 1; die ibrigen der Ungleichungen (44) bleiben erfiillt. 
Ebenso bleiben die Ungleichungen aus 2, die in (44) nicht vorkommen, 
erfillt, weil sie in Z, mit dem GréBerzeichen gelten und 

lim Z(e) = Z, 

e—0 
ist. Dieser letzte Schlu8 wird in allen folgenden Beweisen wiederkehren und 
soll daher nicht mehr besonders erwahnt werden. Damit ist die Behauptung 
fiir die Flache |z,| = 1 bewiesen. Fir die Flache abs Z = 1 ergibt sich die Be- 
hauptung, wenn man 


€ 


Z(e)=i(: $) 


definiert. 
Lemma 6: Die Fliche \z,| = 1 ist Randfliche von § im Punkte 
o 0 wP 
Z,=(6 ;) (e=-g+ZV3). 


Beweis: Der Punkt Z, befriedigt alle Ungleichungen aus 2; das Gleichheits- 

zeichen steht genau in 
1 . 
(45) %2-75> y,29, |al21, |z/21, 

0 0 0 
abs(Z+ S)21 fiir S=(} 9). (5 9)- 
Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt im Punkte 
-4 °) :(? /3+2e 0 
Z\6) = ( oolt*\ oO if) 


die Ungleichung |z,| < 1, wahrend alle anderen der Ungleichungen (45) erfiillt 
bleiben. Insbesondere gilt fiir die beiden letzten dieser Ungleichungen, wenn 
nur das absolute Glied und lineare Glieder in ¢ beriicksichtigt werden: 


abs(Z(e) + S)?= 1 + 2e(/3 — 1) + O(e*) > 1. 
Lemma 7: Die Fléche \z,+ 2,— 2z,+ e| = 1 (e= +1) ist Randfliche von § 


im Punkte 
0 ' 
%,=3( tel - 


Beweis: Der Beweis wird fiir den Fall e = 1 durchgefiihrt. In diesem Falle 
erfillt Z, alle Ungleichungen aus 2, und zwar mit dem Gleichheitszeichen 


mm aa 
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genau die folgenden: 


1 _ 
(46) y= ¥,= 2ys5, Y=, 


ls} 21, |e] Sl, jy+2y—22,+ 1/21. 
Fir hinreichend kleines ¢ > 0 gelten im Punkte 


4e)=F(i o) +20-(; 5) 


la|<1, |jel<1, |jz,+2,—2z,+1/<1, 


die Ungleichungen 


wahrend die anderen der Ungleichungen (46) erhalten bleiben. Man erreicht 
wieder |z,| > 1 und |z,| > 1, indem man z, und z, von Null an mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen wachsen laBt, derart, daB stets z,+ x,= 0 bleibt. Die 
Ungleichung |z,+ z,.— 2z,+ 1| < 1 andert sich dabei nicht. 

Die beiden folgenden Lemmas sollen gemeinsam bewiesen werden: 

Lemma 8: Die beiden Flichen abs(Z + S) = 1 mit 


s=(5 b)> (6 °) (e= +1) 


sind Randflichen von § im Punkte Z,= eo° E. 
Lemma 9: Die beiden Flichen mah + S8)= 1 mit 


= (5 6 bie ay ag (e= +1) 
sind Randflichen von § im Punkte 


4= 0 co 
Beweis: Der Beweis wird fiir den Fall e= 1 durchgefiihrt. Die beiden 
Punkte Z,= oF und Z,= (2 al geniigen allen Ungleichungen aus 2. Das 
Gleichheitszeichen steht fiir beide Punkte genau in folgenden Ungleichungen: 


i l 
(47) %2=-— zy, Ys=9, W=H, lj|/21, |z,/21. 


Fir Z, steht das Gleichheitszeichen auBerdem noch in 


1 , 2 . 00 
(48) 22-5, abs(Z+S)21 fir S=() ~ i) ps i. 1); 
und fiir Z, steht das Gleichheitszeichen auBer in (47) noch in 


(49) t22,, abs(Z+S)21 fiir s=(5 x; (? °) Aa, (° . 


2 


Es sei nun ¢ eine positive oder negative Zahl, deren Absolutbetrag hinreichend 
klein ist. Fir Z*= Z,, Z, bilden wir 


Ze) = Z* + (e + ile) () 0) = $ th pos 
mt y 9 


Math. Ann. 138 
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Fiir diesen Punkt bleiben alle Ungleichungen (47) und jeweils die erste der 
Ungleichungen (48) und (49) erhalten. Bezeichnen wir ferner den Realteil des 
Punktes Z(e) + S mit R = (" ‘), so wird 

3 L 1 Z= 2 
(50) abs(Z(e) + 8)*= (F—- nr) + (V3 (r+ ra) — 2elel) 


Fiir Z*= Z, ist dieser Ausdruck aufgrund von (48) in den folgenden vier Fallen 


my melt mel) al) Rel 
e-4 e4 e -34 e-4 


zu untersuchen. Fiir e < 0 wird 

(52) abs(R,+i¥(e))<1, abs(R,+i¥(e))>1 (k= 2,3,4). 
Das bedeutet, daB abs Z = 1 Randfliche von § im Punkte Z, ist. Fiir e> 0 
wird 

(53) abs(R,+i¥(e))<1, abs(R,+i¥(e))>1 (k = 1,3,4). 


Das bedeutet, daB die Flache abs(Z + S) = 1 mit $= (5 ;) Randflache von § 


im Punkte Z, ist. Damit ist Lemma 8 bewiesen. Fiir Z*= Z, ist der Ausdruck 
(50) aufgrund von (49) ebenfalls in den vier Fallen (51) zu untersuchen. Jetzt 


bedeutet aber (52), daB die Flache abs(Z + S)=1 mit S= (} Re Rand- 
flache von F im Punkte Z, ist; und (53) bedeutet dasselbe fiir die Flache 
abs(Z + S)= 1 mit S= . 4 Damit ist auch Lemma9 bewiesen. 


Lemma 10: Die Fliiche abs(Z + 8) =1 mit S= (* 9) (e= +1) ist Rand- 
fiche von § im Punkte 


Z~—-F(1 ot a1 9): 


Der Beweis dieses Lemmas verlauft véllig analog zum Beweis des nachsten, 
es miissen nur die beiden Variablen z, und z, vertauscht werden, so daB nur 
dieses folgende Lemma bewiesen werden soll. 


Lemma 11: Die Fliiche abs(Z + 8)=1 mit S= (° *) (@=+1) ist Rand- 
fliiche von § im Punkte 
e/01 ¢ /2 1) 
a= -$(i )+s(s 2): 


Beweis: Der Beweis wird fiir e= 1 durchgefiihrt. Der Punkt Z, erfillt 
dann alle Ungleichungen aus 2, und zwar mit dem Gleichheitszeichen genau 
die folgenden : 


1 1 
9° %Bez->z> Wiz 2ys, ¥22 "> lal 22 


(54) t= —- 
und 
(55) abs(Z + S)21 mit 8=(5 4): eo 


00 11 





F 


gl 


so 
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Fir hinreichend kleines ¢ > 0 wird der Punkt 
2e —l 4/21 
Z(e)= € 1 71) +$(1 2) 
betrachtet. Fir ihn ‘bleiben die Ungleichungen (54) erhalten. Fiir die Un- 
gleichungen (55) folgt im Falle S = (} 0) die Abschatzung 


1 \2 
abs Z3(e)= (1+ 5 e)+e@>1 
, 2.3) 2. » 
und im Falle S = (; i) die Abschatzung 


2 
abs(Z(e) + S)?= (1 - ¢) +e*= 1l—e+ # - 


Lemma 12: Die Fliche abs(Z + S) = 1 mit S = (° s)(e= +1) ist Rand- 
fliche von § im Punkte 


ef il1l-— oe 21 
4-3 3(1 i)teV? (19 
Beweis: Der Beweis wird fiir e= 1 durchgefiihrt. Der Punkt Z, erfiillt 


dann alle Ungleichungen aus 2, und zwar mit dem Gleichheitszeichen genau 
die folgenden : 


(56) y22y¥5, Y2H, JalSl, jel=l, jat+2,—224-—l1/21 
und 

_ (— | 0) _ 0 01 
(57) abs(Z+S)21 fiir S=() eek lel oaaty Ge 


Sei ¢ > 0 hinreichend klein und a eine positive noch zu bestimmende Zahl. 
Fiir den Punkt 
1 —2ae ) 


1 1 
Ze)==(_,_ 3, )+ 372 fall 2 


bleiben dann die Ungleichungen iol erhalten. Bezeichnen wir ferner den 
Realteil von Z(e) + S mit 


R-e(} )=( *)- CE 


so wird, wenn e? und noch héhere Potenzen von e vernachlassigt werden: 


F = abs(Z(e) + S)*= (= L r — T1724 e(5 a — 2r,)) + 


“5 


+ 5 (ry + T2— 3+ € (1 + 2arg))? + O(e*) . 
Dieser Ausdruck ist nach (57) in den folgenden vier Fallen 
1 1 —1l) 1 (-2 —1) 1 (-—2 — 1/12 
a (1 — 2) mF (-j 1): == (24 _9)> R= 3 le i) 
zu untersuchen. Fiir R, mit k = }, 2 wird 
2 
F,=1+ 2e(Sa+ 3) + O(e*)>1. 
9* 
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Fir R, ergibt sich die Gleichung 

Fy= 1+ 2e($a- 4) +00), 
und schlieBlich fiir R, die Gleichung 

F,= 14 2e (+ a—5) +O). 


Fir alle Zahlen a mit > : <a<> : und hinreichend kleines e> 0 gilt also 


F,> lund F,< 1, pe Lemma is bewiesen ist. 
Wir miissen jetzt noch zeigen, da8 auch die beiden Ungleichungen 


(58) abs(Z + S)>1 8=() _¢),e= 41 


zur Definition von § notwendig sind. Aufgrund von Lemma | geniigt es, den 

Fall e = 1 zu behandeln. Wir betrachten die Punkte 

(59) z—( ; +e ] (os2<t,y21). 
x} ty3 Vi 

Offenbar erfiillen diese Punkte alle Ungleichungen aus 2. Abgesehen von den 

drei Ungleichungen 

(60) abs(Z + S,) 21 (k = 1,2,3) 


mit ; 
8,= (5 9) 8,=(6 9). 84= (9 _ 1) 


geniigen die Punkte (59) aber auch den Ungleichungen aus 2,, wie jetzt gezeigt 


werden soll. Die vier Ungleichungen (9) sind erfiillt. Mit S = (*: *) wird 
3 °2. 
1\' 1 1 — 3 \2 
(61) abs(Z + S)?= (- (s, - 3) (+ + z) + (83+ 2)? + 3 y/3 —- zs) > 


+ (v( 5 - 3) +53 (s.+ z) + V3 (8, + z)) . 
In den Fallen S = * . » i r 7 mE (° 1) beachten wir nur das erste Quadrat 
auf der rechten Seite: 


abs(Z + S)2> S453 - w>. 


Auch in den Fallen S = (° ¢), ( 
nur das erste Quadrat: 
abs(Z + S)2—-44+ (1— 2+ 573 —~e2at+a/3 > 1. 


1) t. 0-1 


10)" 1 Fi, beachten wir in (61) rechts 


Es bleiben noch die drei Falle 8,= (4 3) , S.= Cc _})Se= (3) = 
untersuchen. In den ersten beiden dieser Fille beachten wir in (61) rechts 
nur das zweite Quadrat: 


1 
abs(Z + S,) 25+ sys - agV¥5 >1. 
3 
2 


abs(Z + S;) = +iy3 >1. 
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Im letzten Fall-wird schlieBlich 

abs(Z + S,)*= (-j+ a+ Sy V3 —i5) + (-$9-4¥3 — r/3)z 
=($V3 -—3) +($+4V3) =1+ 797-493) >1. 


Es handelt sich jetzt darum, die drei kritischen Ungleichungen (60) zu unter- 
suchen. Im folgenden werden die beiden positiven Zahlen 


PF - 3 
h=+ 15 -3V3. = 3/3 -7 
bendtigt. Sie stehen in der folgenden GréBenbeziehung zueinander : 
1 
0<8&<&<> 


Wir setzen 
(62) H,= abs(Z + S,)* (k = 1, 2, 3) 
und fragen, fiir welche x die Beziehung H,> H, gilt. Es ist 
3 3 
H,— H,= —-2#-32+76- 
Weil die positive Lésung der quadratischen Gleichung x* + ; z— * = 0 die 


Zahl «= &, ist, gilt H,> H, sicher fir 0 < x < &,. Wir fragen ferner danach, 
fiir welche x die Ungleichung H,> H, im ganzen Intervall y = 1 erfiillt ist. 
Es gilt 

3 


3 
H,— H,= z+ zyV3 —=- 227+ 2/3 — Te" 


16 
Die positive Lésung der quadratischen Gleichung 2*+ 2/3 — ed = 0 ist, 
x= &,. Beschrinken wir daher x auf das Intervall 


(63) E<2< 6, 
so gilt fiir alle y > 1 die Beziehung 
(64) H,> H,> H,. 


Wir untersuchen jetzt den Ausdruck H, genaver und bilden dazu die partiellen 
Ableitungen nach z und y: 


(65) H,= (2+ 53-79) +($9+ “V8~3 ry/3), 

H, 1 
(66) 8 ge (xt+ Sy 3-45) - V3 (S93 4 V38- 32 V3), 

H, . qe I 
(67) St = V3 (+ 593-46) + (g9+ gV8— 9203). 
Aus (66) folgt sofort 

oH, q 1 

(68) 3; <0 fir y=l,rt=% 


Wir beweisen ferner 
(69) H,< 1 fir y=1,z= é,. 
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Nach (65) gilt némlich fir die Werte y= 1, x= ; 15 ~sys die Gleichung 
6 8.— let (6 3. 1 <\2 
H,= ({—4V5+ gV3) +(¢-sV5+ @V3) = 
= 1+ gy (421 + 120 /3 — 180 5 — 60 V5) . 
Beachten wir y5> a so folgt 
1 9-89 3-89 
H,< 1+ (421 + 120/38 --~ —= ys). 
Wegen = > 400 und == > 133 ergibt sich schlieBlich 
H,< 1+ gy (21-133) <1. 


Damit ist (69) bewiesen. 


Da der Ausdruck a nach (66) fir y= 1 eine monoton wachsende 


1 


Funktion von z ist, die fiir x = ry nach (68) kleiner als Null ist, gilt 


aH ‘ 1 
a3 <0 fir y=1,0s2s5. 





Also ist H, fiir y= 1 im ganzen Intervall OS 2s = eine monoton fallende 


Funktion von zx. Hieraus folgt unter Benutzung von (69) die Ungleichung 
(70) H,< 1 fir y=1,6,< 2< &,. 


Nach (67) ist fir y2>1 und &,< xz < & der Ausdruck 3 > 0. Also ist H, 


fiir jedes x aus dem Intervall (63) eine monoton wachsende Funktion von y. 
Fir y= 1 ist diese nach (70) kleiner als 1. Wir vergréBern dann y gerade 
soweit, bis H,= 1 wird. Nach (64) gilt dann fiir jedes z ausedem Intervall (63) 
die Beziehung 





H,> H,= 1> d,. 


Beachten wir jetzt (62), so folgt die Existenz eines Punktes (59), der alle 
Ungleichungen aus 2 mit Ausnahme der einen Ungleichung (60) fir k= 3 
erfillt. Das besagt gerade die Notwendigkeit der Ungleichung (58) fiir e = 1. 
Damit ist die Notwendigkeit der Ungleichungen aus 2 gezeigt und der | 
Beweis von Satz 2 beendet. 7 
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Computing Degrees of Unsolvability 
By 
Hartiey Rogers sr. in Cambridge (Mass. )* 


Introduction 


In [1] and [2] the arithmetical sets are classified in the Kleene-Mostowski 
hierarchy of predicate forms. In [3] Post defines certain reducibility notions; 
these give rise to the degrees of unsolvability discussed in [4] by KLEEnx and 
Post. In [5] Turtne shows the unsolvability of the halting problem for Turing 
machines; in this case and in the case of other early examples of unsolvability, 
the unsolvable problems presented concern the determination of certain facts 
about a partial recursive function, given defining equations for that function. 
The present paper has to do with problems of this kind and with their classifi- 
cation as to degree of unsolvability. Notions from the theory of the predicate 
hierarchy and from the theory of reducibility are used to locate and measure 
the problems considered. The paper falls into two parts. 

Part I is, in part, expository. Basic facts about degrees of unsolvability are 
summarized, and the relation of the degree of a set to its position in the 
predicate hierarchy is discussed. 

Let gp, be the partial recursive function whose defining equations have 
Gédel number z, «= 0,1, 2,... . Let W, be the range of ¢,. In Part II, we 
consider the problems represented by the sets {z|W, is recursive}, {z|W, is 
simple}, {z|W, is hypersimple}, {z|W, is finite} and {x|W, is creative}; and we 
calculate the degree of unsolvability for each set. In fact, we locate each set 
up to recursive isomorphism type. A partial result is obtained for {z|W, is 
complete}, and the conjecture of Davis and Snartro is verified that {z|W, is 
complete} and {2z|W, is not recursive} have different degree of unsolvability 
(with respect to many-one reducibility). The solution to Post’s Problem is a 
corollary to this result. (The notions simple, complete, etc. were defined in [3].) 
The constructions used owe much to the methods of FrrepBeEre in [6]. The 
method of computation can be summarized as follows. The Kleene-Mostowski 
predicate hierarchy, together with methods of Tarski and KuratowskI, is 
used to get upper bounds on degree of unsolvability. With certain distinguished 
degrees are associated certain standard problems of relatively simple intrinsic 
significance. Reducibility from these standard problems is then used to get 
lower bounds on degree. 

The author is indebted to Nokman SHaprro, whose comments initiated his 
interest in this area; to ANDRZzEJ Mostowsk1, who, in paragraph 3, page 260 


*) Mass. Institute of Technology. 
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of [7], provided stimulus to further exploration; and to Joun Appison who 
suggested the immediate problems treated. 


Part I 


§ 1. The predicate hierarchy 

Notation. Let N be the set of non-negative integers. ‘A’,‘B’,... shall 
denote subsets of N, and ‘z’, ‘y’,... shall denote members of NV. N" is the 
cartesian product (of n factors) N xN x---xWN. ‘R’, ‘S’,... shall denote 
subsets of N". Henceforth the words ‘integer’ and ‘number’ refer to members 
of N. We define A =a, N — A. 

Elementary number theory is the formalism obtained by the use of a lower 
predicate calculus with equality that employs two ternary predicate constants 
for addition and multiplication. Taking the integers as domain and ordinary 
addition and multiplication as the model for this formalism, we say that a 
relation RC N* is arithmetical if it is explicitly definable by a formula of 
elementary number theory. 

Let R be a subset of N*. The relation R is said to be recursive if the function 
{:N* + N such that f= 1 on R and j/ = 0 on N*— R is a recursive function. 
As is known from work of Gépet (for a recent proof see Rosryson [8]), every 
recursive relation is arithmetical. Conversely, by going to prenex form, it is 
immediate that every arithmetical relation S can be expressed as 


{<z,, 2-29 Xn >|(Q; Ya) AF (Qm Ym) {<*> et Ym> Ty sees Ly) € R}} 


where Q,,..., Q,, are quantifiers and Rc N"*™ is a recursive relation. Using 
the abbreviation ‘R(y,,..., 2,)’ for ‘(y,, ..., 2,) € R’, this gives the following 

Lemma. For any set A, A is arithmetical if and only if there is a recursive 
relation R( c N*** for somen =O) such that A = {x\(Q, y;)---(Qn Yn) R(Y,---s Yn» 2)} 
for some (possibly empty) choice of quantifiers Q,, .. . 

Given Q,, . . ., Q,, and recursive R, we speak of the emertion (Q: ¥1)-- (Qn Yn) 
R(y,, - - -» Yn» Z) a8 @ predicate form and say that it expresses the set A. 

Let p,; be the i + 1* prime. KLEENE defines (x), to be the exponent of p, 
in the prime factorization a x (with the convention that (0),— 0). Clearly the 
assertion (Wz) (Wy) [.. ..y...] is equivalent to boy assertion 
(Wa) [...(x)g-.- (zy. --], ‘all the assertion (32) (3y) [.. ; .] is 
equivalent to the assertion (32) [... (zx) ...(z),...]. Seiiticitties if 


{<...2...y..)/R(... 2... y.. RON 


is recursive, then 


{<... a... )JR(... (she... (a). . JHC M*-* 
is recursive. This allows the simplification of predicate forms by ‘collapse’ of 
adjacent quantifiers of like kind. Thus we have 
Corollary. A is arithmetical if and only if A can be expressed by a predicate 
form with quantifiers tat alternate in kind ; furthermore there is such an alternating 
quantifier form where the number of quantifiers is as small as the number of 
quantifiers in any form expressing A. 








—————— 


=a 2 - YW 
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Definition. 2, = a, the collection of all sets expressible by a predicate form 
with n alternating quantifiers of which the first is existential. 

JT,, =a¢ the collection of all sets expressible by a predicate form with n 
alternating quantifiers of which the first is universal. 

In particular, 2,= /7,= the collection of all recursive sets. 

The following basic facts can be proved. 

(1) A€ LZ, <> A €T1,,. This is immediate. 

(2) 2a C Zug TTC Zn oy, 2, CTT, ., and IT, CIT, , ;. This is immediate by 
introduction of superfluous quantifiers. (E.g. the assertion (Wz) [...2...] 
is equivalent to the assertion (Wz) (Jy) [[...2...]&y= y].) The reader 
will note that, as a consequence of (2) and the Corollary, the word ‘alternating’ 
can be deleted from the definition for 2, and J7,,. 

(3) 2, c/7, and JT, ¢ Z,, for n> 0. Thus the containments of (2) are all 
proper. This is the hierarchy theorem of KLEEN [1]. 

(4) 2)= TIp= 2, O/1,. It is easily shown that 2, is the collection of all 
recursively enumerable sets, and (4) follows directly. (4) is known as Post's 
Theorem. 

(5) By (2), 2, 77, c 2,4; \17, 41; for n > 0, this containment is proper. 
(Take A¢2,, —JI,,. Take B =, {z\(3y) [[z= 2y& yA] v (x= 2y+ 1& yc Al]}. 
As we shall see below, B¢ 2, ,, 0/1, 3,, but B¢ 2, UT,,.) 

The 2 and J] classes are sometimes said to give a classification of the 
arithmetical sets according to the hierarchy of predicate forms. 


§ 2. Degrees of unsolvability 

Notation. ‘/’, ‘g’, . .. denote functions defined on N and mapping into N. 
‘y’, 0’, . .. denote functions defined on any subset of N and mapping into N 
(“partial functions”’). The partial recursive functions are those partial functions 
which are computable from finite sets of defining equations within the Kleene 
recursive function formalism (see [1]); or, equivalently, they are those partial 
functions which are computable by Turing machine (see [9]). The recursive 
functions are the partial recursive functions which are defined on N. An 
indexing (‘“Gédel numbering’’) for the partial recursive functions can be 
obtained from an effective enumeration of all possible finite sets of defining 
equations. Let gy, be the partial function given by the z** set of equations. 
A different indexing can be obtained from an effective enumeration of all 
Turing machines. The results obtained below hold for either method of indexing 
or for any similar method. (For a general discussion of equivalent indexings, 
see [10]). W, is the range of ¢,, i.e. the recursively enumerable set with index z. 
A partial function is a partial recursive function in X for a given set X, 

if it is computable by a Turing machine which has available a black box 
(‘oracle’) that will supply, as often as desired and for any z, correct information 
as to whether or not z¢ X. From an enumeration of these machines, an 
indexing can be obtained for the partial recursive functions in X. Let ‘p’ 
denote the partial recursive function in X with index z, and let ‘WZ’ denote 
its range. This indexing is uniform in the sense that, as X varies, y* is computed 
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by the same machine; only the oracle changes. The Kleene formalism can also 
be used to give an equivalent definition and an alternative indexing. Note that 
for any recursive set X, {p¥}%—=— gives an indexing of the partial recursive 
functions. 

Remark. The notion of oracle can be eliminated in the following way. If 
z= 24 24 -+- 4+ 2% a> a>-+++> ay, we write D, for {2,, %,...,2} 
and call x a canonical index (after Rice) for the finite set D,. We set D,= 9, 
where 9 is the empty set. We say that z succeeds for A if 


(Av) [v ¢ W,& v = 2°3t& D.C A & DCA). 


Define V¥ to be {z|\(Zy) (2"3*¢ W.& y succeeds for X]}. Define py by 
yi (z) = wy(2"3*¢ V2). It is not difficult to show (see [11]) that the {V7} are 
the {W*} under an alternative equivalent indexing and that the {w*} are the 
{x} under an equivalent indexing. 

Definitions. A <7 B =a, there exist an x and an / such that 


(f= pB & f(A) = 1 & f(A) = 0). 


A recursively enumerable in B = 4, there is an x such that A = W2. 

It is immediate that [A <,B <= A and A both recursively enumerable 
-in B), and it is further easily shown that the relation <,7 is reflexive and 
transitive. 

A=_B= yA <pB and B<,A. 

This is an equivalence relation on subsets of N. The relation <7 is called 
Turing reducibility and the equivalence classes are called degrees of unsolv- 
ability with respect to Turing reducibility, (‘“T-degrees”). The relation <, 
induces a partial ordering on the 7'-degrees. 

A <, B =,, there exists a one-one recursive function f such that /(A)c B 
and f(A)c B. 

S, is reflexive and transitive. 


Az=,B=yA<s,B and Bs,A. 


<=, is called one-one reducibility and induces a partial ordering on the 
equivalence classes of =,; the latter are the degrees of unsolvability with respect 
to one-one reducibility (‘‘1-degrees”’). 

GY = 4, {f\f is a one-one recursive function mapping onto N}. 

G is a group under composition of functions, thé group of recursive permuta- 
tions, and it generates the following relation, called recursive isomorphism. 


A= B= /(A) = B for some {¢G. 


MYHILL has shown [12] that A =, B <> A = B, i.e. 1-degrees and recursive 
isomorphism types coincide. 

We thus have two orderings of degrees, and one is a refinement of the other 
in the sense that A <,B=> A <7B. 
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The jump operation is useful in investigating these two structures. It is 
am A’ =a, {x|x € W4}. 

As we shall note, it is well-defined with respect to both 7'-degrees and 
1-degrees. 

The following basic facts can be proved about the above concepts. 

(1) A s,A’ but not A’s7A. 

(2) A recursively enumerable in B <> A <, B’. 

(3) A S77 Be A's, B’. This shows that the jump operation is well- 
defined on degrees. (1), (2) and the = part of (3) are shown in [4]. < for (3) 
uses (2) and the fact that A and A are both recursively enumerable in A ; for 
then both A and A are <,A’, hence both are <,B’, and hence both are 
recursively enumerable in B. 

(4) A =~B<>A' = B’. This is immediate from (3). 

Definition. Let S= 4-0; S® += 4,(S™)’. Then, by (1), SM, S®,... 
gives a sequence of successively higher 7'-degrees and hence, also by (1), of 
successively higher 1-degrees. We use ‘S’ to denote the 1-degree of the set 
S™. (This identification of notation is harmless since all our concepts of 
2,, I7,, degrees, jump,... are recursively invariant; i.e. invariant with 
respect to Y.) We take O™ = a; the T'-degree of S™. 

Further facts about the partial orderings of degrees and about the jump 
can be found in [4], [6] and [13]. 


§ 3. Degrees and predicates 


There are certain well known relationships between the degree orderings 
and the predicate hierarchy; see for instance [14]. We summarize them here. 

(1) A recursively enumerable in S™ <> A ¢€ 2, ,,<¢A S,S*. Hence 
S*+} is a maximum 1-degree, under S,,in 2, , ,. Taking compliments, we see 
that S@*) is maximum in J7,,, ,. Note that S@*+» is in Z, ,, but not in /7,, , ;, 
and S@~+) is in /7,,, but notin 2, ,. (1) can be proved straightforwardly by 
induction on x. 

(2) A€3,,,01],.,<¢ A SpS8™. This follows from (1) and § 2. Hence 
O™) is a maximum T7'-degree in Z,,, , J7,,, ,. Hence, from (1) and (2), we have 
that the union of all 1-degrees $,S+*» is exactly 2,,,, and the union of all 
T-degrees S7S@+» is exactly 2.2 01749 

(3) A is arithmetical <>A ¢ 2, or J], for:some n <> A <,S for some 
m <=» A S70 for some q. This follows from the Lemma of § 1. 

(4) Of the predicate hierarchy and the 7'-degrees, neither gives a refinement 
of the other. For Z,,, » > 0, contains sets from more than one 7'-degree, and 
0, n > 0, contains sets in ZY, but not in JT, (e.g. S™), in /7,, but not in 2, 
(e.g. S), and in F,,, OJ/7,,, but not in 2, UJ, (e.g. the set constructed 
in (5) of §1). However, the 1-degrees (isomorphism types) give a common 
refinement of both. 
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Part Il 
§ 4. The sets 
We shall locate certain sets in the above structures. Our goal in each case 
is to locate the 1-degree of a set. In most cases, this will be accomplished. We 
consider the following sets. 
A,=ar {x|W, is recursive}. 
A,=ar {x|W, is simple}. 
As=ar {z|W, is hypersimple} . 
A,=ar {x|W, is creative}. 
As=ar {2| W. is complete}. 
The concepts used are defined in Post [3]. We restate them here. 
W,, is simple if W,, is infinite but contains no infinite recursively enumerable 
subset. 
W,, is hypersimple if W,, is infinite but there is no recursive function f such 
that for all n, f(n) > x, where {x,} are the members of W, in increasing order. 
W, is creative if SY <, W,, ie. if W,= S®. (See Myntxt. [12].) 
W,, is complete if S®) <7 W,, i.e. if W,€ OM. 
Results. We shall obtain that 


A,= 4,= S8®, 
A,= A,= 5®, 
S®<,A,<,8®. 


As a corollary to our work we shall also obtain that 
{z|W, is finite} = S®. 

Post’s Problem is the question of whether or not A,= A;. Since S® = A,, 
and S®)<,A,, but not S@)<,S8®, these results give as corollary the solution 
of Post’s Problem: viz. A, + A;}). 

Define: Ag=a¢ {x| for infinitely many y, y « W, and W, is infinite}. A, will 
be discussed further at the conclusion of the paper. The exact classifications 
of A, and A, are interesting unsolved problems, as also is the question of 
relating A, to A,. As we shall see, S®<,A,<,5, and S®<, Ag. 

Comment. The methods we describe can be used to locate sets with respect 
to S™ and S. As there are known to be, in addition to the S™ and S™, 
many intermediate l-degrees (see [4]), it cannot be expected that these 
methods will always yield an exact classification. It thus might be true that 
the result for A; is best possible by such methods. 

We compute degrees by getting upper bounds and lower bounds. In § 5 
we describe the technique for getting upper bounds; in §6 we present the 
technique for lower bounds. 

) The above results for A, Ag, As die A, were given in a paper presented to the 
Summer Institute in Mathematical Logic at Cornell in 1957. The result stated for A, was 
correct, but the suggested proof was erroneous. This is remedied in the present paper. 
Subsequently, in correspondence, Mostowski has informed the author that the results for 
A, and A, had been already obtained. Mostowski suggests a method for A, and A, that is 


simpler than that given below. Since the construction below for 4, and A, depends upon 
that for A,, I have not used the method of Mostowski. 
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§ 5. The Tarski-Kuratowski algorithm 


Let « be a formula of lower predicate calculus with a single free individual 
variable. « can be transformed into an equivalent formula # in prenex form: 
(Q:41) +. -(QnYn) [--——], where [—-——] is a certain combination of the 
original, predicate variables under the connectives of propositional calculus. 
If N is taken as domain, and if the predicate variables are interpreted as 
expressing certain given recursive relations, this provides, as is easily shown, 
an interpretation for [— — —] as a recursive relation. Hence we can interpret 8 
as the predicate form (Q, y;) . - .(Qn Yn) R(y, - - -» Yn» %) With recursive R, and, 
under the given interpretation, both « and # define the same arithmetical set. 
The procedure now to be described is simply: given any «, find # in such a way 
as to yield the lowest possible 2,,, /7,, classification. 

Given a set A, the procedure is therefore: (i) describe A in lower predicate 
calculus with recursive predicates ; (ii) go to prenex form; (iii) collapse quanti- 
fiers of like kind; (iv) since, after (i), only a finite number of ways of doing (ii) 
and (iii) are possible, use those which give the shortest quantifier prefixes. 

Applications of this procedure can be described by means of a special 
symbolism which we now outline. 

Primitive symbols: V¥ <> > & y ~[)]. 

Sample formulas: [>], VW, V (3 <> V3), (3 > 3). 

Meaning: [>] represents a formula of the form [R,(...) > R,(.. .)] where 
R, and R, are recursive. 

V represents a formula of the form (Wx) R(...2...) where R is recursive. 
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Transformation rules: 

(i) rules for prenex form. E.g., starting from V [3 <> V3], these rules could 
give in sequence: W[3 <> V3]; V((2 = V3) & (V3 = 3)); V(V(A 2 3)& 
& a(V4a=)|; VVA(AV& IV); VVAIIVV. 

(ii) rules for collapsing like quantifiers. E.g. these would carry us from 
VV3Ia3aVV to VAV. 

Thus. in accord with the above illustrative sequence, any set definable by 
a formula of the form (V y;) ((3 yz) Ry (ys, Yo, 7) <> (W ys) (Aya) Rel, Ys: Ya®)) 
where F, and R, are recursive is, in fact, in /75. 

Similarly [3 > 3] yields either V3 or 3V, and such a set would be in 
‘2 0/7,. 

For a simple example, consider A = {z|W, is infinite}. Then: z € A if and 
only if (Wy) (3z) [z is a computation (under a suitable Gédel numbering of 
computations) from ,, and the output (value of p,) under z is greater than y). 
The expression in brackets gives a recursive relation and we immediately 
have A ¢ /7,. 

Similarly take B = {z|W,, is infinite}. Then: x ¢ A if and only if (WV x) (3y) 
[y> 2 & (Wz) [z is not a computation from yy, giving output y]]. Thus we 
have V3[&V]. This gives V3V and B « /7,. 
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For a more subtle example consider A,= {z|W, is recursive}. Our first 
task is to express A, in terms of quantifiers and recursive relations. Now 
x € A, if and only if (2y) [W. = W,]. This in turn gives: x ¢ A, if and only if 
(3y) (Wz) [2 € W,<>z¢ W,). And this in turn is (Jy) (Wz) [(3w) [w is a 
computation from g, with output z] <> ~ (Jv) [v is a computation from 9g, 
with output z}]. Thus, going to our calculus, JV(3 <> ~3]. This gives 
aV (a — V); 3V((3 = V) & (V = 3))]; IVVVII; 3V3. Therefore A,¢ 2, 
and hence by (1) of §3, we have 

Lemma 1. A, <,S®. 

Similarly we obtain the following. 

A,= {z|W, is simple}. By definition, x ¢ A, if and only if W, infinite 
& (Vy) [W, infinite > W, 7. W,+ 8). This becomes V3V & V[V4 = 3], or 
V3V. Therefore A,< J7, and we have 

Lemma 2. A,<, 5®. 

A,= {z|W, is hypersimple}. By definition, x ¢ A, if and only if W, is 
infinite and no recursive function majorizes the successive members of W,. 
This becomes: W, infinite and (Wz) [¢, is a function > (3 y) (3v) (2w) [wis a 
computation for g,(y) = v and (3) [uw gives (under a suitable Gédel number- 
ing) a list of at least v — y + 2 computations from 9, giving distinct outputs 
< v}}). To say that 9, is a function is to say that (V y) (3w) [w is a computation 
for y,(y)]. Thus z¢ A, becomes WAV & V[(W3 = 333[&3]). This gives 
VavV & VA4V and this, in turn, is V3V. Thus A, ¢ J7,, and we have 

Lemma 3. A,< , S®. 

A,= {z|W, is creative}. By definition, x ¢ A, if and only if S®<, W,. 
Now S®) is recursively enumerable. Let p,, have S® as range. Then S® <, W, 
if and only if (3z) [¢, is a one-one function & (Vy) [y € W,, <=> 9,(y) € W.]). 
To say that ¢, is a one-one function is to say that (Wy,) (Vy,) (3w,) (3w,) 
[w, is a computation for 9,(y,) & w, is a computation for 9,(y.) & 
& [y+ y,.> output of w, differs from output of w,]]. Thus 2¢€ A, 
becomes 3(VV43 & V[3 <= 3)]. This yields 3V3, and we have A,¢ 2. 
This gives 

Lemma 4. A,<,S®. 

A;= {x|W, is complete}. By definition, x ¢ A, if and only if S%<,W,. 
a € A; becomes (3 z,) (3 z,) [p,, is a function and ¢,, is a function and (Wz) 
[[z € S® <> —,,(z) succeeds for W,] & [z ¢ S <=> ¢—,,(z) succeeds for W,]}]). 
This yields J43(V3&VI&V([[(A<— Ald & Vi) & (V <— 3[3 & V)))). This 
reduces to JV3V. Thus A,¢ 2, and we have 

Lemma 5. A,<,S. 

Similar anaionle gives A,¢ J7,, and hence 

Lemma 6. A,<, 5®. 

As we shall see, Lemmas 1—4 are best: possible results. Whether Lemmas 5 
and 6 are best possible is unknown. Our results below leave open the possibility 
that A, is in 2;. We shall note that A, is in neither 2, nor J7,; however, the 
possibility will remain open that A, is in both 2, and J7,, a stronger result than 
Lemma 6. 
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Remark. Various initial descriptions of a set, though theoretically equi- 
valent, may yield results of varying strength. For an example, we return to 
the problem [in (5) of § 1) of showing a set in 2n+1 O11, , but not in Z, VU JT, 
(n> 0). Taking A ¢ Z,~JI,, we defined B=ar{2\(3y) ([z = 2y& ye Aly 
v (z= 2y+1&y€A)]. If B were in Z,, then both A and A would be 
recursively enumerable in S*-). Then A $7S~-» and A ¢ Z, J, contrary 
to the choice of A. Similarly for B in J7,. Therefore B ¢ LW J7,. To show 
Be 2y4,01Tq4,, we might carry out a computation similar to that in the 
examples immediately above. This, however, only yields Bé 2,,,J7,.; 
= 2,41. To get the stronger result, we musi use the different but equivalent 
description B= {x|(3y) [t= 2y & y € A) v [2 is odd & (Wy) [x= 2y +15 
> y € A}}}. 

The general procedure of this section was first used in similar classification 
problems in the theory of projective sets, and is related to work of Tarski and 
KvRaTOWSEI in that area (see [15]). We therefore speak of it as the Tarski- 
Kuratowskivalgorithm. 


§ 6. Characterizing S‘") 

To find lower bounds, our method is to use certain rather easily and 
naturally defined sets isomorphic to S( (or to S™) and to show that one of 
these is <, the set being bounded. 

We illustrate the method first with S®@. Consider B =a, {z|W, is infinite}. 
This set is <,5® by § 5. Now S®¢ J],. Hence there is a recursive R such that 
x € 8@) if and only if (Wy) (3z) R(y, z, x). Given any z, consider the partial 
recursive function py defined by: y(y)= y if [(3z) R(y,z,z)&(Wv) [v < y > y(v) 
is defined]]. An index for y is uniformly effectively computable from z, eall it 
h(x) with h a recursive function. Clearly z ¢ S® <> W, ,) is infinite. As we 
shall see in a moment, h can be easily rendered a one-one recursive function. 
This gives S®<, B, and hence B = S®. 

Using B as a standard reference, we can now classify other sets. Thus take 
C =a, {z\, is a recursive permutation}. The algorithm of § 5 shows C ¢ /T7,. 
Hence C <,5®. If we could show B <,C, we would have C = S® and thus 
know the l-degree of C. Let x be given. Define y by: p(z) = z if (Ey) 
[y € W,& y> z). An index for y is clearly computable from z in a uniform 
effective manner; call it g(x) with g a recursive function. Then x € B <=> g(x) €C. 
It remains to show that g can be made one-one. This is done by use of a 
recursive function of two variables ¢ with the properties: (i) t(z, y)=t(z’,y’) > 
> [z= 2’ & y= y’'); and (ii) pye,y= Pz for all z and y. Given such a ft, 
g' (x) = t(g(x), x) gives a one-one recursive function such that z¢ B <= g’(x) €C. 
Thus B <,C and C = B = S®. In the same way the function h of the preceding 
paragraph can be rendered one-one. The function ¢t, suggested by Davis, is 
defined formally by getting first a function ¢’(z, y) with the properties: 
(i) (x, y) = t (2, y’) > [y= yo V & + 2’); and (ii) P(e, = Ge for all z and y. 
(t’ is obtained, e.g., by taking ¢t’(z, y), as y varies, to be Gédel numbers of 
longer and longer redundant definitions for the fixed partial recursive function 
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@z-) ¢ is then defined by ¢(z, y) = t’(z,z) where z= uw[t' (x, w) + t(2’, y’) 
for all z’, y’ such that 2°°3" < 2*3¥}. 

By the same method as used above for C, with the standard sets B and B 
used to get lower bounds, many of the results of [7] can be obtained. 

Our results below will concern the three quantifier case. As a standard set, 
we take 

D =ar{z\(Ay) [y € We& W, is infinite}} . 
We first show that D = S®). 

Theorem 1. D = S®. 

Proof. By the Tarski-Kuratowski algorithm, D ¢ 2, and therefore D<, S®). 

Conversely, let S® be defined by (3y,) (Wy2) (Ay¥s) Rly, Ye Ys, ~)- 

Define a recursive function y as follows. wy(y,) is an index for the 
partial recursive function @ such that, as y, varies, [0(y,)= y, if 
[((Ays) Rly. Ya Ys x) & (Wr) [v <y,>6(v) defined]] and @(y,) undefined 
otherwise]. Let h be a recursive function giving h(x) as an index for y. Then 
zx € S® <>h(z) € D. By means of the ¢ function, h can be made a one-one 
function. Hence S@)<, D, and this completes the proof. 
_ We next proceed to the set A,. We shall find a recursive function h such 
that given any z, x ¢ D> W,;,) has finite complement (and is therefore a 
recursive set), while z € D > W,:,) has non-recursively enumerable complement 
(and is therefore not a recursive set). Thus z¢ D<e>h(xz)¢€A,. Setting 
h’ (x) = t(h(z), z) gives h’ a one-one recursive function such that z¢ D 
<> h’ (x) € A,,.and we can conclude D <, A,. By Lemma | this yields 

Theorem 2. A, = S®), 

From an illustrative example used in § 5, this construction also gives a 
corollary. 

Corollary. {z|W, finite} = S®. 

For a proof of this theorem and corollary it remains to describe h. It will 
be enough to show how, given any z, we can go effectively to instructions for 
enumerating Wy .). We give the construction in somewhat anthropomorphic 
terms, believing that the effectiveness of the method is most clearly and 
directly presented in this way. (A more formal treatment of a very similar 
construction is given in [6].) 

We take the integers as given to us in a single verticle list, which we call 
the main list. As the procedure goes on, we shall write a plus beside certain 
integers in this list. The integers receiving this mark will constitute W, ,). 
We first describe several procedures which will serve as successive approxima- 
tions to the ultimate correct procedure. — 

The preliminary procedure is as follows. Let k be any constant >0. Let 
Gg, 4,,... be an effectively enumerable infinite sequence of, distinct integers. 

Stage 1. The set W, is associated with the integer a, in the main list. 
A computation of W, is begun and carried through & steps. If this produces 
the integer a, as a mumber of W,, we write a plus beside a, in the main list. 

Stage 2. The set W, is associated with the integer a, in the main list. 
Computations for W, and W, are begun and each carried through 2k steps. 
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If this produces a, as a member of W,, we write a plus beside a, in the main list 
if a plus is not already there. If this produces a, as a member of W,, we write 
a plus beside a, in the main list. 

Stage 3. ..... (similarly, with W, associated with a, and computation 
for each of W,, W, and W, carried through 3k steps]... . 


Note that this preliminary procedure gives, by its plus marks, a non- 
recursive set; for the complement of this set differs from every recursively 
enumerable set, since for every n, a,¢ W, <= >a, is not in that complement. 
(If ag, a,, .. . is the sequence 0, 1, 2, ..., the preliminary procedure gives the 
set K of [3].) In the preliminary procedure, we call a, the position of W,,. 
As the procedure goes on, any integer of the main list which has not yet been 
used as a position for a W,, will be called free, and any integer of the main list 
which does not yet have a plus beside it will be called vacant. The notions of 
position, free and vacant will also be used, in an obvious way, in connection 
with certain modified forms of the preliminary procedure. 

Next we describe an auziliary procedure which is performed as follows. 
It is separate from and does not concern the main list. Given an z, we begin 
to list in a horizontal row the distinct members of W,. Call these yp, y,, yo,... - 
Under each number y,, we also begin to list the distinct members of W,, in 
a vertical column. This auxiliary procedure is performed in stages as follows. 

Stage 1. Perform k steps in the enumeration of W,. Take each member 
y € W, obtained and perform k steps in the enumeration of W,. 

Stage 2. Perform 2k steps in the enumeration of W,. Take each member 
y € W, obtained and perform 2k steps .in the enumeration of W,. 


We now go to our final procedure by using the auxiliary procedure to make 
certain modifications in the preliminary procedure. Roughly speaking, we 
shall begin the preliminary procedure as previously described, but shall then 
change the positions of certain W,, according as certain events occur in the 
auxiliary procedure. In the case of each change, a W,, being given a new 
position will be associated with a previously free integer. We now describe 
the final procedure. Let any x be given. 

Stage 1. Perform stage 1 of the preliminary procedure with a,= 0. 


Stage 2. Perform stage 1 of the auxiliary procedure using the given z. 
If 0 appears in W, and if any values of W, appear. in the column of that 0, 
change the position of W, to 1 on the main list, and write a plus beside 0 on 
the main list. 

Stage 3. Associate W, with the least free integer (ie. not previously 
associated with W,). Let a{) and a‘” be the positions of W, and W, respectively. 
Compute 2k steps in the enumeration of each of W, and W,,. If a{” appears in 
W, and a\ is vacant, put a plus beside a{) in the main list. Similarly for a{ 
and W,. 
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Stage 4. Perform stage 2 of the auxiliary procedure. If 0 appears in W, 
and if any new values appear under 0 (i.e. values that have not appeared in 
earlier stages of the auxiliary procedure), then put a plus beside each of a{) 
and a‘) on the main list and move W, and W, down to the least two free 
integers on the main list. If this does not occur, but if a 1 appears in W, and 
any new values appear under 1, then put a plus beside a‘) and move W, down 
to the least free integer. 


Stage 2n + 1. Associate W,, with the least free integer. Let af, a, ...,a\” 
be the current positions of Wy, ..., W,, respectively. Compute (n + 1)k steps 
in the enumeration of each of W,, W,,..., W,. If a appears in W, for any 
0 <i <n, and if a™ is vacant, put a plus beside a\” in the main list. 

Stage 2n + 2. Perform stage n + 1 of the auxiliary procedure. If any new 
members appear under any y € W, “\{0, 1, 2,...,}, take the least such y, 
call it m. (By new members under y, we mean numbers not listed under y in 
previous stages of the auxiliary procedure.) Put a plus beside a{” for all 
vacant a” such that m < i < n, and then change the positions of W,,m<isn, 
to the least n — m + 1 free integers in the main list. 


The integers in the main list receiving a plus constitute W, .). If x¢ D, 
then W, for each i is moved only finitely often. Let z,; be the final position of 
W,, for all i. Then z,€ W,<>z,¢ Wy ,). Hence W, (,) is not recursively enumer- 
able and \hence W,,,) is not recursive; i.e. h(x) € A,. On the other hand, if 
z€D, then W,, for some i, will be moved infinitely often, and all integers 
below some point in the main list will have a plus. Hence W,,,) will have 
finite complement, and h(x) € A,. This completes the proof. 

In [16], DEKKER gives a uniform effective method for going from a 
recursively enumerable set W, to a corresponding recursively enumerable set 
H, such that if W, is not recursive then H, is hypersimple. The method is as 
follows. Let zo, z,, . . . be distinct members in the effective enumeration of W, 
given by index x. Define H,= {n|(3m) [m > n & z,, appears in the enumeration 
of W,& z,, <z,]}. As can be verified direcily from the definition of hypersimple 
set in §4, H, is hypersimple if W, is not recursive. We here note further that 
H, is recursive if W, is recursive and that the method gives a recursive 
function g. such that H,=,W,,,). Hence we have x ¢ A, <>g(x)¢ A, and 
a € A, <>g(zx) € Ag, (since every hypersimple set is simple and since a recursive 
set can be neither simple nor hypersimple). Now, using the function t, we have 
xe A, <> t(g(x), x) € Ag — > t(g(x), x) € Ay; and this gives A, <4: and 
A, <=, Aj. Therefore, using Lemmas 2 and 3, we have 

Theorem 3. A, = A,= S®. 

To locate the set A,, we prove that D <, A,. We do this by giving a recursive 
function h such that if x ¢ D then W,,,) is creative, and if x ¢ D then W,,,) 
is not complete. Since A creative >A complete, this also gives the corollary 
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that D <,A,. These results, together with Lemmas 4 and 5 from § 5, give us 
our final theorems. 

Theorem 4. A,= S®. 

Theorem 5. S®<,A,<, 8. 

To describe h, we give a uniform method showing how to list W,:,, when x 
is given. As in the case of A,, we shall reach the method by successive approxi- 
mations. 

First we describe a preliminary procedure. (As the reader will observe, 
it is a somewhat more complex variety of the previous preliminary procedure.) 
We begin with two main lists, each consisting of 0, 1, 2,3,... . Our procedure 
will lead us to write a plus beside certain integers in each list. We shall thus 
obtain two recursively enumerable sets, one from each list. Call these sets B 
and C. We call the first main list the B-list, the second the C-list. We describe 
the procedure in stages. The finite set of integers in the B-list receiving plus 
marks by stage n we call B,,; and the finite set of integers in the C-list receiving 
plus marks by stage n we call C,. Bj= C,= 9. Clearly B,c B,c B,c-:-, and 


O,c 0C,C C,c-++, and B= U B, and C= UC,,. Let k be some constant > 0. 


n=0 n=0 

Stage 1. Associate WX (X as yet unspecified) with 0 1 the B-list. Compute 
k steps in the computation of W¢>. If 0 appears, put « plus beside 0 in the 
B-list. In general, the computation of 0 from W¢, if it occurs, will depend upon 
the absence of certain (finitely many) integers from C,. Put a minus beside 
these integers in the C-list. 

Stage 2. Associate the set WY (Y as yet unspecified) with the first integer c, 
in the C-list which has no minus beside it or below it. Compute k steps in the 
enumeration of W®:. If cy appears, put a plus beside it in the C-list and a minus 
beside those integers in the B-list whose absence from B, was used. 

We call an integer in one of the lists free (at a given stage) if neither it nor 
any integer below it in that list has a plus, a minus, a W* or a WY (for any #) 
associated. We call an integer in a list vacant if it does not have a plus beside it. 


Stage 2n + 1. Associate WX with the first free integer in the B-list. Let 
b™,...,b@ be the positions of Wi,..., WX. Compute (mn + 1)k steps in 
each of We'*,..., WO. Let b™ be the least member of {b{”, ..., %} such 
that 6%”) is vacant and 6 appears in the computation of W{» just made. 
(If there is no such 6, go on to stage 2n + 2.) Put a plus beside 6’ in the 
B-list and a minus beside the integers in the C-list whose vacancy was used in 
getting 6” in W{*. Then, if 7 <n, go to the C-list and change positions by 
moving the WY, j < i <n, down to free integers in the C-list. 

Stage 2n + 2. Associate WY with the first free integer in the C-list. Let 
c\™),...,¢ be the positions of Wy,..., W¥. Compute (n+ 1)k steps in 
each of WP:+:,..., W Bans, Let c™ be the least member of {c, .. ., CH} such 
that c\” is vacant and c\”) appears in the computation of W/:«* just-made. 
(If there is no such ¢”’, go on to stage 2” + 3.) Put a plus beside c{”) in the 

1a* 
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C-list and a minus beside the integers in the B-list whose vacancy was used in 
getting c\” in W#:=+:, Then, if j <1, go to the B-list and change positions by 
moving the W*, j <i < n, down to free integers in the B-list. 


(Note that it is possible for an integer in either list to have first a minus and 
then a plus beside it.) 

The reader will observe (by a simple inductive proof) that each W¥ and 
each .W} gets moved only finitely often. (WX is never moved. WY can be 
moved at most once. W* can be moved at most once for each position of W, 
etc.) The reader will also observe that if b, is the final position of W*, then b, 
gets a plus beside it if and only if 6,¢ WY, (since the computation of 6, in WY 
depends only on the existence of certain finite sets of integers in C and in C). 
Hence, for all i, b;¢ B <=> 6, € We; hence B is not recursively enumerable in C; 
hence B ¢7C. Similarly C <¢7B. Thus both B and C are non-recursive 
incomplete sets. The preliminary procedure just described is, with slight 
modification for our purposes, the construction of FrrepBerG that solves 
Post’s Problem. 

Next, as auxiliary procedure, we take the same auxiliary procedure as was 
used before in the proof of Theorem 2. 

We now use this auxiliary procedure to modify the preliminary procedure 
in the following way. As C-list we use the integers in order as before. For our 
B-list, we make the following tabular arrangement of the integers. In a first 
column we list, in increasing order, all integers which are not positive powers 
of primes (viz. 0, 1,6, 10,...). In the second column we list the successive 
positive powers of 2, in the third column the powers of 3, and in general, in the 
n + 2™4 column, the successive powers of p,, where p, is the n + 1* prime. 
For the C-list, our procedure is much as in the preliminary procedure. In the 
case of the B-list, we associate the W* only with integers in the first column. 
A further modification is that when minus is entered by any integer in any 
column of the B-list, because of the appearance of a plus in the C-list for some 
Wi, we index the minus with j; that is, we write “‘—,”. We call this last symbol 
a j-minus. Finally, we use the auxiliary procedure, much as in the case of 
Theorem 2, to cause additional downward shifts of both the W* and the W}, 
and at the same time we use it to bring about the appearance of plus beside 
certain integers in columns 2, 3, .. . of the B-list. This is described below. The 
final procedure is described in stages. Sets By, B,,..., Co, C,,... are defined 
just as in the case of the preliminary procedure. Let K be a fixed creative set 
(e.g. {z\z € W,}), and let z,-z,,2),... be the distinct elements of K in some 
effective enumeration. As before, k is some constant > 0. Let any x be given. 


Stage 3n + 1. Associate WX with the first free integer in column one of the 
B-list. Let bf, ...,b% be the ... [Remainder of description exactly as in 


stage 2n + 1 of the preliminary procedure except that ‘2n’ is replaced by ‘3n’ 
wherever it occurs]. 
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Stage 3n + 2. (Description exactly as in stage 2n + 2 of the preliminary 
procedure except that ‘2n’ is replaced by ‘3n’ wherever it occurs, that ‘minus’ 
is replaced by ‘j-minus’, and that the last occurrence of ‘B-list’ is replaced by 
‘column one of the B-list’.] 

Stage 3n + 3. Perform stage n + 1 of the auxiliary procedure. If any new 
numbers appear under any y € W,{0,1,...,n}, take the least such y, 
call it m. (By new numbers under y, we mean numbers not listed under y in 
previous stages of the auxiliary procedure.) Then, if such an m exists, do the 
following (otherwise go on to stage 3n + 4): (i) move all W¥, m <i < n, down 
to free integers in column one of the B-list; (ii) move all W; ,m <i < n, down 
to free integers in the C-list; (iii) go to the column of powers of p,,, and in this 
column put plus beside all vacant members of the set {p% +1, pt *+?,..., pin + *} 
with the proviso that any j-minus occurring by a member of this set is replaced 
by a plus if m <j, but that any j-minus is left alone and a plus is not used 
if j <™m. 


The set B is now taken to be the desired W, ,). Note first that if x ¢ D, 
then by a similar inductive argument to that indicated after the preliminary 
procedure, each W* and W? is moved only a finite number of times. Hence, as 
before, B £7C and C <_B. Therefore B= W,,,) is not complete. On’ the 
other hand, if 2 € D, then for some y in W,, y has an infinite column in the 
auxiliary procedure. Let q be the least such y. Then W* and WY, i <q, move 
only finitely often, but W* and WY, ¢ <i, move infinitely often. Hence only 
finitely many occurrences of j-minus, j <q, appear in the B-list. Hence pi **« B 
for all but a finite number of integers z in K. Furthermore, by the construction, 
if z € RK, then pi*+'¢ B. Let B = {pi + "\z¢ K}. Then BUB differs from B by 
aa finite set. Since z ¢ K <> p;*'« BUB, we have K <, BUB. Therefc re, 
by the definition in § 4, Bu B is creative. Therefore B is creative, since, 
as is easily shown, a creative set remains creative when a finite set is deleted 
from it. Thus if x ¢ D, W)(, is creative. Theorems 4 and 5 now follow. 

Note that this result gives the solution to Post’s Problem as a corollary. 
Since Friedberg’s construction is used in the proof, this is hardly surprising. 
It does give, however, the stronger result that A, and A, are of different 
l-degree of unsolvability; an investigation of these degrees was suggested by 
Davis and SuariRo as a possible approach to Post’s Problem. 

That A, and A, are of different degree follows from the fact that A, <, A, 
(since A,= S® and S@<,A,). For A,= A, would imply A,<,A,, which 
would imply S@ <,5@, which would imply (taking complements) S® = 8®; 
since S® is recursively enumerable in S®, this would give S® <7 S®, 
a contradiction. , 

The question of where to place A, between S® and S“ remains open. 

Remark. As is well known, or else is shown above, 

S) = {2\(By) [y € WI}; 

S® = {x|W, is finite} ; 
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S@) = {x\(Jy) [y ¢ W, and W, is infinite)}. This suggests the possibility, 

S® = A,= {z| for only finitely many y ¢ W,, W, is infinite}. 

If this suggested isomorphism and generalizations of it were true, it would give 
an interesting and useful sequence of characterizations of S™)*). (The set, 
{z| for infinitely many y ¢ W,, W, is finite} can be shown = S® without 
difficulty.) 

It is not difficult to show that S®<,A,<,S and S@<,A,, but the 
writer has been unable to get a stronger result, despite some effort. A,<, 8 
is true by Lemma 6. 5® <, A, is straightforward. To show S®@ <, A,, the con- 
struction is roughly as follows. We want an f such that x ¢ D <> f(z) € Ag. 
Given z, we construct W,;,) to be an infinite set with each member of W,,,) 
the index for a set which is to be infinite except for possible truncation by 
operation of the auxiliary procedure of Theorem 2. Each time a new member 
appears in the auxiliary procedure, this truncates a certain finite collection 
of sets with indices in W,,,). It is not difficult to arrange this so that any 
infinite column in the auxiliary procedure acts to truncate all but a finite 
number of the indices in W,;,), and so that if all columns of the auxiliary 
procedure are finite, then infinitely many indices of infinite sets appear in 
W, 2). This then yields S@ <, Ag. 

The writer conjectures that A,= A,= S. A first step toward verifying 
this conjecture would be to show that S® <, A,. 


References 


{1] Kuzens, S.: Recursive predicates and quantifiers. Trans. Amer. math. Soc. 53, 
41—73 (1943). — [2] Mosrowsk1, A.: On definable sets of positive integers. Fund. math. 
34, 81—112 (1947). — [3] Post, E.: Recursively enumerable sets of positive integers and 
their decision problems. Bull. Amer. Math. Soc. 50, 284—316 (1944). — [4] Kizenz, &., 
and E. Post: The upper semi-lattice of degrees of recursive unsolvability. Ann. of Math. 
ser. 2, 59, 379—407 (1954). — [5] Turia, A.: On computable numbers with an applica- 
tion to the Entscheidungsproblem. Proc. London math. Soc., ser. 2, 42, 230—265 (1936/37). 
— [6] Frrepserc, R.: Two recursively enumerable sets of incomparable degrees of 
unsolvability. Proc. Nat. Acad. Sci. (Wash.) 48, 236—238 (1957). — [7] Mostowskr, A.: 
Examples of sets definable by means of two and three quantifiers. Fund. math. 42, 259 bis 
270 (1955). — [8] Rosrnson, R.: Arithmetical representation of recursively enumerable 
sets. J. Symb. Log. 21, 162—186 (1956). — [9] Davis, M.: Computability and Unsolvabili- 
ty. New York: McGraw-Hill 1958. — [10] Rocrrs, H.: Gédel numberings of partial 
recursive functions. J. Symb. Log. 28, 331—341 (1958). — [11] Frrepsere, R., and H. 
Rocers: Redueibility and completeness for sets of integers. Z. math. Log. 5, H. 2 (1959). — 
{12] Myum, J.: Creative sets. Z. math. Log. 1, 97—108 (1955). — [13] Spector, C.: 
On degrees of resursive unsolvability. Ann. of Math., ser. 2, 64, 581—592 (1956). — 
[14] Sapo, N.: Degrees of computability. Trans. Amer. math. Soc. 82, 281—299 (1956). 
— [15] Tarskxt, A.: Sur les ensembles définissables de nombres réels I. Fund. math. 17, 
210—239 (1931). — [16] Dexxer, J.: A theorem on hypersimple sets. Proc. Amer. math. 
Soc. 5, 791—796 (1954). 


(Eingegangen am 19. Januar 1959) 





2) Added in proof, 23 May 1959. The generalizations suggested have been demonstrated 
by KREIsEL, SHOENFIELD and Wanc in work that will appear in a forthcoming paper by 
them. It follows that A, = S®, and this answers one of the open questions raised below. 
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Addendum: Function Spaces with Translations 
By 
Juan JorGe ScHAFFER in Montevideo (Uruguay) 


This note supplements the author’s paper [1], which will be assumed to be 
known and shall be referred to in the sequel as F,, its contents being quoted as, 
e.g., Theorem F.4.2, formula F(4.1). The present results, besides their 
intrinsic interest, have some significant applications to the theory of linear 
differential equations, which will be discussed in a forthcoming paper. 

Let F be any space in the class 7. By Corollary F.4.3 there exists, for 
every / > 0, a number a(/) = a(F; 1) > 0 such that 


(1) f Polat s a0 [ole 


holds for every interval J’C J with u(J’) = 1 and every  € F, and such that 
a(t) cannot be replaced in (1) by any smaller number if J’c [6, co), where 
6 = 6(F). 

It is an interesting problem to find, for given 1> 0 and every J’ < [6, «) 
with u(J’) = 1, a non-trivial function g ¢ F which satisfies (1) with equality, 
or at least such that 


f PO dt z rel) |ole 


for some fixed 4, 0 << A < 1. One of our results will be that, if F is locally closed 
and 4 = 1/2, the characteristic function 7, (which we already know to belong 
to F by Theorems F. 4.7 and F. 4.19) has this property, that is, 


(2) lxrles 2V/a(0) 
(Theorem 2). Using (1), (2) may be rewritten as 
(3) lal J \p(t)| dt < 21 [ole 


for all » € F. The proof of Theorem 2 contains a new proof of the fact that 
zs € F, independent of Theorem F. 4.19, which rests on the theory of associate 
spaces. 

A space F ¢ Z which is not (quasi) locally closed need not contain the 
characteristic function of any interval; if it does, however, it contains the 
characteristic function of every bounded interval J’c [0 + 0’, oo), where 
6’ = 0. Since the characteristic functions of two intervals of the same length 
have the same norm in F as soon as both belong to F (by property (d)), we 
might conjecture that, in analogy with (3), we have 


(4) lxsle J |p| at s 21 |ole 


for all intervals J’, J’ CJ such that w(J’)= w(J”)=1 and x, ¢€F. This 
conjecture is false, éven if F is complete and belongs to. 7 * and even if the 
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constant 2 is replaced by any larger constant in (4), as Example 1 shows (but 
see Corollary 1 below). However, (4) does hold for all m € F which are continuous 
in the closed interval J’ (Theorem 1). 

Example 1. Let D be the space defined in Example F. 4.4 (the subspace of 
L” spanned by Dp, the linear manifold of all functions in L® which vanish 
essentially except on a non-dense set). Let T be the space defined in F, Section 
4.4. Both D and T are complete and belong to 7 *; hence F = D vy T shares 
these properties (Theorems F. 2.1 and F. 4.2) but is not quasi locally closed, 
as is easily seen. 

Set J’= [0, ]; we shall prove that 
(5) - lzrle= ” ; 


indeed, yy = z Ts Xo.» Whence yy € T and |z;|p< |zz|yS 2. It remains 


to prove the reverse inequality. For any bounded interval J’’c J and any 

y < Do, v vanishes a.e. on some subinterval of J’, whence |y¥,-— ¢|.= 

since D, is L”-dense in D, this inequality persists for any g ¢ D. Assume that 

Zr= 9+, v ED, p €T; it follows that ess or |p (¢)| } 1 for every interval 
te 


Jc J’. Now the space § (F, Section 4.4) is isometrically embedded in T 
(Theorem F. 4.13) and obviously every function in T which vanishes outside 
a bounded set also belongs to 8; in particular, y’= yyy¢S8, and 
7 by |p’ (t)| >} 1 for every bounded interval J’’ c J’. It follows from Lemma 


F. 45 that |y|r= |y'lr= |y'|s= 2. Thus |¢lp+ |ylr= 2 for all choices of 
y, y, whence |7,;|~ =. and this completes the proof of (5). 
Let Ec J’ be a non-dense set such that, say, w(#) = n/2. Then 7¢¢ D and 
\zele = |xelo= |xel~= 1. Hence 
niysle = 2 
Taste {x2 at ——" 
which can be made arbitrarily small if » is sufficiently large. Thus (4) fails, 
with g = 7g, even if 2 is replaced by any larger (but fixed) constant. 

Theorem 1. If F ¢ 7 contains the characteristic function of an interval, and 
if p € F is continuous on the closed bounded interval J' CJ, u(J') = 1 > 0, then 
(4) holds, where J” < J is any interval such that p(J"’) = Land yy € F. 

Proof. Set J’= [ty,tg+ 1). We may assume that g(t) does not vanish 
identically on J’. Set M = ne |p(t)| > 0,C = | |\p(t)| dt > 0. Lete,O<e< 1 


be given and set 5 = Ce2M. Since C < M1, we have 26 Sle <1. We define 
A(t) by 


0 Ostst 

(t —t)/6 byStShts 
A(t)=21 b+ d6St<t+l—5 

(tg + 1—t)/6 t+l—éstst+l 

0 t>t+1; 


thus A(t) is continuous and 0S /4 = 7,. 
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Set y = Tj (A |p|), whence py ¢ F, y + 0, |ylr< |¢le:; y is continuous on J 
and vanishes outside the interval / + J’. Also, 


t+1-—é6 
= f pit)dt=> f |p@\dt= f\y@\dt—2M5=C(l—e). 
1+J’ to +4 J’ 


We have, for ¢€ 21+ J’, 
21 t 
f pt—udu= f y(wdu= f ypluj)du=C’. 
0 t—21 lis’ 


Since y is continuous and vanishes outside / +- J’, it is uniformly continuous, 
and there exists a positive integer n so large that t’, t’’ ¢ J, |t'’— t'| < l/n implies 
ly (t’’) — p(t’)| < C’e/21. 

2n-1 


We set w= (I/C'n) yoi.y S Tiny; then oF, lolps (2UC’) |yle: 
i=0 
Ss (21/C’) I¢le- For ¢ ¢ 21+ J’ we have 


2! 2n—1 
[1 — w(t)| = (1/C’) \f y(t—u)du—(Ijn) » p(t—il/n) : 
i=0 
2n—1 (6 +1)l/n 
s(1/c’) » f ly (¢— u) — p(t —il/n)| du: 
i=0 lin 
S (2n/C’) (I/n) (C’e/2)) - 
Hence 0 S (1 — €) yo14.°S @; then y,, 4 ¢ F (sothat we ae cathe 21+ J") 
and |zersu4p S (1—e) Jolp s (1 —e)-*(2YC’) |gle < (1 —2)-2(2Y/C) [ye 
Since the inequality between the extreme members holds a arbitrarily small e, 
we have C |y2147-|e< 2! |g¢|p, a8 was to be proved. 

Theorem 2. Jf F € 7 is locally closed and J' is any bounded interval contained 
in [0,cc) (where 0= 0(F)) with w(J’)=1> 0, then x, F and (2) holds, 
where «(l) = «(F; I). 

Proof. It is sufficient to assume J’= [0 + 21, 0 + 3/1], the statement then 
following in general from Corollary F. 4.2. For this purpose it is sufficient to 
exhibit, for every ¢ > 0, a function w €F, with Jw|ps (1 + ¢) (2U/a(l)), and 
such that w(t) vanishes outside J’ and satisfies j \L—w(t)i\dtse 


\ 


Since [6,6 + 1] = J’, there exists g ¢ F, gy + 0. such that 
C= f |p(t)|dt= (14+ e)-ta(l) [yf > 0 
—21+J’ 
(Corollary F. 4.3). We set y= Tj (y~2.+,y\q|). whence y €F. |yles |¢le= 
< (1 + e)C/a(l). We have, for t < J’, 


Ql t 
fyt—wdu= f y(u)du= f yujdu= f \p(widu=C. 
0 t—2I —i+s’ —2i+J’ 

Since y(t) is integrable and vanishes essentially outside —] + J’, there 
exists a continuous function y’(t), vanishing outside the same interval, and 
such that { |y(t)— p’(6)| dt < Ce/61. Since y’ (t) is uniformly continuous on J, 

J 
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there exists a positive integer n so large that ¢’, t’¢ J, |t’’—t’| < l/n implies 
ly’ (t”’) — yp’ (t’)| S Ce/6P. For any w’, u’’€ J, |u’’— u’| < l/n we therefore have 


6) fly¢—u")—yt—w)| dt s f lpt—u")— yew") dt + 
+f lp(t—w')—y'(t—w’)| dt+ f |y’(t—wu")—y'(¢— wv)| dt < Ce/21. 
J J’ 


n—1l 


2 
Now set w= (l/Cn)yy S Tip; thus w€F, |olps (2//C) lyle < 
i=0 . 


<S (1 + e) (2l/a(l)) as required; also, w(t) vanishes outside J’. By Fubini’s 
theorem and by (6) we have 


21 2n-1 
f |1 — w(t)| dt = Worf | f ve—w du — (l/n) 2 y(t —iljm) at = 


! 
2n—1 (i +1)Un ] 


< (1/C) 2, fe i, lp (t— u) — p(t —il/n)| du = 
2n—1 (i +1)ln 


=(1C) Y ff du f |pt—u)—yplt—iln)|dts , 
. F 


i=0 ilin 
<S (2n/C) (U/n) (Ce/21) = € ; 
as claimed. 

Corollary 1. Jf F ¢ 7 is quasi locally closed there exists k > 0 such that if J’ 
is any bounded interval contained in [6, 00) with u(J’)=1> 0, then yxy,€F 
and |xy|p< kl/a(l), where «(l) = «(F; 1). ( 

Proof. We have 0(F) = 6(lcF) and «(F; 1) = a(IicF; 1) for all /> 0. Since 
F and IcF are norm-equivalent by assumption, there exists § > 0 such that 
leF < BF. By Theorem 2, y;-€leF, whence y,¢ F, and |y;|pS Bl z|icrS 
< 2 Bl/a(leF; l) = 2 Bl/a(F; 1); the conclusion therefore holds with k = 2 £. 

Example 2. In Theorems | and 2 it is not possible in general to replace the 
constant 2 in (4) and (2), respectively, by any smaller number. Consider, in 
fact, the space T, which is locally closed (Theorem F. 4.14) and belongs to 7 *. 
Set J’= [0,1 + 46], with 0< 6< 1: clearly y,¢€8 and, by Lemma F. 4.5, 


lxole= |zs1s = 2- Let ¢ be any continuous function such that (5/2, 1— 4/2) S ' 
<= ~ < ZRo,1) (such a function certainly exists). Then clearly g ¢ T, |g] = 1. 
But then we find ] 


lzste f ip (iat 


} —g 
ein ae 
(1 + 96) lolr - 
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and this can be made as close as we please to 2 if 5 is taken sufficiently small. 
This at once establishes both our claims. 


iawn & & tei eae 
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Die Dimensionsfunktion von Punktmengen 
Von 


Bopo VoLKMANN in Mainz 


1. Einleitung 


Ist M eine beliebige Punktmenge im n-dimensionalen euklidischen Raum 
R,,, 80 bezeichnen wir fiir jeden Punkt z ¢ R,, wenn K,(x) die n-dimensionale 
Kugel um x mit dem Radius e ist, den Grenzwert') 

lim dim M1 K,(x) = dim(z, M) 

e—0 
als die Hausdorffsche Dimension von M am Punkt x. Dabei bedeutet ,,dim“ 
auf der linken Seite die gewdhnliche Hausdorffsche Dimension, die man 
folgendermaBen definieren kann: 

Fiir reelles 7 > 0 heiBt V,,= {0,, 02, . . .} eine n-Uberdeckung von M, wenn 


die 0, offene Mengen mit*) U 0, 2M und |o,| < 7 sind. Ferner heiBt der 
v=l1 
Grenzwert 
{M}*= lim fin » |o,|* (O<asn), 


n—+0 ™ ¥ =1 
wobei V’, alle »-Uberdeckungen von M durchlauft, «-dimensionales Haus- 
dorffsches Ma8 von M. Es gibt dann stets eine Zahl 6 = dim M, genannt Haus- 
dorffsche Dimension von M, bei der, soweit definiert, 


.« {o fir a<d, 
ant= {5 fir «>6 
wird. 

Die Funktion f/(z) = dim(z, M) wollen wir auch Dimensionsfunktion der 
Menge M nennen. 

In der vorliegenden Arbeit werden einige notwendige (§ 2) und einige 
hinreichende (§3) Bedingungen dafiir angegeben, wann eine vorgegebene 
Funktion Dimensionsfunktion einer geeigneten Punktmenge ist. Dabei zeigt 
- sich insbesondere, daB alle Dimensionsfunktionen eine Eigenschaft besitzen, 
die zwischen Stetigkeit und Halbstetigkeit nach oben liegt und daher von uns 
starke Halbstetigkeit nach oben genannt wird (Satz 1). In §4 wird eine 
Invarianzeigenschaft bewiesen, die man als Analogon fiir Hausdorffsche 


1) Wie aus einer brieflichen Mitteilung von Herrn 8. J. Taytor an den Verfasser 
hervorgeht, findet sich derselbe Begriff auch in der demnachst erscheinenden Arbeit [8]. 

*) Den Durchmesser einer Menge M bezeichnen wir mit |M|, ihre Ableitung mit M’ 
und ihre abgeschlossene Hiille mit M*. 
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Dimensionen zu der topologischen Invarianz der gewohnlichen Dimension be- 
trachten kann. SchlieBlich ergeben sich Anwendungen der eingefiihrten Be- 
griffe auf spezielle Typen von Mengen (§§ 5 und 6). 


2. Notwendige Bedingungen 
Aufgrund einfacher Eigenschaften des Hausdorffschen MaBes erhilt man 
folgende Bemerkungen als unmittelbare Folgerungen aus der obigen Definition: 
1) Fiir jede Menge M C R, ist iiberall 
0<dim(z,M)<sdimM <n. 
2) Ist x ¢ M’, so gilt dim(z, M) = 0. 
3) Ist dim M = 4, so gilt 


fin dim (x, M) = fin dim(x, M) = 4. 
zeERn zeM 


Beweis. Es ist fin dim(z, M) < 6; denn andernfalls gibe es eine Kugel 


zeRn 
K,(z) mit dim M r\ K,(z) > 6, woraus dim M > 6 folgen wiirde. Ferner ist die 


Zahl fin dim(x, M) = 6; denn ware sie gleich 6,< 4, so gabe es zu jedem 
zeM 


z¢€M eine> 0 mit dim M + K,(z) < 4,..Da dann nach dem Borelschen Uber- 
deckungssatz eine abzaihlbare Teilmenge {K!, K*,...} aller dieser Kugeln 
existieren wirde, die M iiberdeckt, so ergaibe sich der Widerspruch 
é6=dimM< fin dimMnK‘<6,. 
{=1,2,... 
Also ist 
6 = fin dim(z, M) = fin dim(z, M) = 4, 
ZERn 2M 
woraus die Behauptung folgt. 
4) Ist M,¢ M,, so gilt tiberall dim(z, M,) < dim(z, M,). 
5) Mit der unteren bzw. oberen a-Dichte der Menge M am Punkt z, die 
man bekanntlich*), wenn v das n-dimensionale Volumen bezeichnet, als 
= {MOK, (z)}* Pa {MOK, (x)}* 
Dale, M) = Tim tee M: Dale, M) = Him ee 
definiert, steht die Dimensionsfunktion in folgendem Zusammenhang: 
a) Ist dim(z, M) < a, so D,(z, M) = D,(x, M) = o. 
b) Ist dim(z, M) > «, so D,(x, M) = D,(x, M) = 0. 
c) Ist D, (x, M) > 0, so dim(z, M) = «. 
d) Ist D, (x, M) < co, so dim(z, M) < «. 
Wir nennen eine Funktion f{(x) stark halbstetig nach oben, wenn die zu- 
gehérige Funktion‘) 
(1) (x)= lim fin f(y) 
e+0 O0<ly—2\se 
fur alle x ¢ R, der Gleichung ®(x) = f(x) geniigt. (Wenn man hierin die Be- 
dingung 0 < |y— 2z| Se durch |y— 2| Se ersetzt, geht D(x) in die obere 


%) Siehe A. S. Bestcovrrcu [2]. 
*) Dabei bezeichnet, wie iiblich, |y— z' den Abstand der beiden Punkte x und y im R,,. 


n—~0 
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Limesfunktion und damit die starke Halbstetigkeit in die gewéhnliche Halb- 
stetigkeit tiber.) Man erkennt unmittelbar, daB jede stetige Funktion auch 
stark halbstetig nach oben und jede nach oben stark halbstetige Funktion 
auch nach oben halbstetig ist. Dagegen zeigt schon im R, das Beispiel 


1 fir z=1, 
f(z) = 0 fir x+1, 


daB eine nach oben halbstetige Funktion nicht nach oben stark halbstetig zu 
sein braucht, und das Beispiel 


f(z) = {6 fir z>1, 
daB nicht jede nach oben stark halbstetige Funktion stetig ist. Es gilt nun der 

Satz 1. Jede Dimensionsfunktion ist stark halbstetig nach oben. 

Beweis. Sei f(z) eine Dimensionsfunktion, ®(x) die zugehérige, in (1) 
definierte Funktion und M eine zugehérige Punktmenge. Dann gilt aufgrund 
von Bem. 3 fiir jeden Punkt z € R,, wenn mit k,(x) die Menge der von z ver- 
schiedenen Punkte in der Kugel K,(x) bezeichnet wird, 


D(z) = park dim M ~\k,(x) = dim(z, M) = f(x), 


wie behauptet. 

DaB die Umkehrung von Satz 1 falsch ist,'auch bei der trivialerweise 
notwendigen Beschrinkung auf Funktionen mit Werten im Intervall [0, »], 
ergibt sich aus dem folgenden 

Satz 2. Sei f(x) eine nicht identisch verschwindende Dimensionsfunktion, 
o eine Zahl mit 0 <0 < fin f(x) und Q(c) die Menge der x< R,, mit f(x) > o. 


zeR, 
Dann gilt fiir alle x € Q(a) die Ungleichung 
(2) dim(z, Q(c))>0c. 


Beweis. Ist M eine Menge mit der Dimensionsfunktion f(z), so bezeichnen 
wir, wenn etwa dim M = 6 ist, mit M(c) die Menge der Punkte x ¢ M, fiir die 
f(x) So gilt, so daB M— M(a) ¢ Q(c) wird. Dann gilt nach Bem. 3 und 4 

dim M (oc) = = cae. M(o))< = A rere M)<o 


M(o) 
und ferner®) fiir jedes e > 0 und jedes x ¢ Q(c) 
dim(M — M(o)) 0 K,(z) = dimM - K,(z), 


1 far z<1, 


also 
dim (z, M — M(c)) = dim(z, M) = f(z)>o 
und damit auch 
dim(z, Q(c)) >, 

wie behauptet. 

Eine Funktion, die zwar nach oben stark halbstetig ist und nur Werte in 
[0, 1] annimmt, aber keine Dimensionsfunktion ist, erhilt man mit Hilfe von 
Satz 2 z. B. folgendermaBen: 


») Bekanntlich andert sich die Hausdorffsche Dimension einer Menge nicht, wenn eine 
Untermenge kleinerer Dimension fortgelassen wird. 
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Sei C das Cantorsche Diskontinuum und 6 eine Zahl mit mee < 6< 1. Dann 


log 3 
ist die Funktion 
6 fir x€C, 

_ 0 fir ~¢C 
offenbar stark halbstetig nach oben; jedoch erfillt sie fiir Zahlen o mit 
a< o < 6 wegen dimC = ioe g nicht die Ungleichung (2), da offenbar 
dim Q(c) = dimC < or ist. Es existiert also keine Punktmenge mit der - Di- 
mensionsfunktion / (2). 


3. Hinreichende Bedingungen 

Bei dem Versuch, hinreichende Bedingungen nach Art von (2) fiir die 
Eignung einer vorgegebenen Funktion als Dimensionsfunktion zu finden, st6Bt 
man auf erhebliche Schwierigkeiten, weil sich anscheinend keine naheliegende 
Methode anbietet, mit der man zu einer vorgegebenen Dimensionsfunktion 
eine Punktmenge explizit konstruieren kénnte. Bei praktisch allen bisher 
untersuchten Typen von Punktmengen sind die zugehérigen Dimensions- 
funktionen von besonders einfacher Beschaffenheit, namlich entweder iiberall 
konstant*®) oder — wie beim Cantorschen Diskontinuum — auf einer perfekten 
Menge konstant und auf der Komplementarmenge gleich Null. Dennoch gilt der 

Satz 3. Jede stetige Funktion f(x) auf dem R,, mit Werten im Intervall [0, n] 
ist Dimensionsfunktion. 

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall n= 1, da sich der folgende 
Beweis_mit Hilfe von Maxfieldschen Zahlen-n-tupeln’) auf beliebiges n = I 
iibertragen l4Bt. Ferner geniigt es offenbar, den Existenzbeweis fiir ein ab- 
geschlossenes Intervall zu fiihren; wir wahlen der Einfachheit halber das 
Intervall [0, 1}. 

Sei d(6) die in [10] eingefiihrte Funktion 

dlog 6 + (1 — 4) log (1 — 4) 
o = d(d)= Tog? 
und 6 = d-‘(c) ihre (nach der Festsetzung 0 < 6 < + eindevtige) Umkehr- 


funktion. Fiir jedes o ¢ [0, 1] sei ferner D(c) die Menge der Zahlen z € [0, 1], 
deren dyadische Entwicklung 


f= 2 3 (e;= 0 oder 1; unendlich viele e; + 0) 


‘= 





(0< b< 1; d(0) = d(1) = 0) 


lim a) e, = d-(a)= 6 


nox i=1 


®) Vgl. dazu § 5. 

7) J. E. Maxrrevp [7]. Der erwihnten brieflichen Mitteilung von Herrn 8S. J. Taytor 
zufolge enthalt die Arbeit [4] den Existenzbeweis einer perfekten Menge Z im Intervall 
[0, 1], deren Dimensionsfunktion an allen Punkten von £ mit einer vorgegebenen, stetigen, 
monoton wachsenden Funktion iibereinstimmt. Diese Menge £ stellt also ein nichttriviales 
Beispiel zu Satz 4 dar. 





—s 


— i. ae | 
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geniigt. Nach [10], Satz 52°) ist somit 
dim D(a) = d(d-'(a))=c. 
Ferner sei N (6) die Menge der zx € [0, 1] mit f(z) = 4, und schlieBlich sei 


M= VU (D(a) N(o)). 
0<e<1 


Es soll nun gezeigt werden, daB M die Dimensionsfunktion /(x) hat. Fiir jedes 
x € [0,1] und e> 0 ist wegen 


Mor (x—e,x2+e]= VU (D(a) N(o)rn (x—e, 2+ €)), 
0<és1 


wenn min f(y)=oa(e,z) und max f(y) = a(e, x) gesetzt wird, 


ly—2z\sSe ly—zise 
Ui  (D(e)n (z—e,2+e)/) OC Mn [e—e,z+e]¢ U D(oe)n[x—e,24-€], 
OsoSa(e,z) Os ¢S Fe, 2) 


also — wieder nach [10], Satz 52 — 
o(e, xz) <dimM ~n (x—e,x+e] SG (e, z), 


und daraus folgt durch den Grenziibergang « > 0 wegen der vorausgesetzten 
Stetigkeit von f(z) die behauptete Gleichung 
dim (z, M) = f(x). 

Eine Funktion /(z), die auf dem R,, definiert ist, heiBe stiickweise stetig, 
wenn es (héchstens abzaihlbar viele) offene Mengen ©,, ©,, . . . derart gibt, dab 
jeder Punkt z ¢ R,, entweder zu genau einem ©, gehért oder Randpunkt von 
mindestens einem ©, ist und wenn auBerdem f(x) auf jeder Menge ©, stetig 
ist. Dann gilt als Verschirfung des vorangehenden Satzes der 

Satz 4. Jede stiickweise stetige, nach oben stark halbstetige Funktion f(x) auf 
dem R,, mit Werten in (0, n] ist Dimensionsfunktion. 

Beweis. Fiir jeden Index y sei M, eine (nach Satz 3 vorhandene) Punkt- 
menge mit M, ¢ O, und 


dim(z, M,)= f(x) fiiralle x€90, (y= 1,2,...). 


Setzt man dann M= U U,, so gilt fiir alle x € O, 


v=1 
dim (z, M) = dim(z, M,) = f(x) i. ag & ae ee 
Somit stimmen die beiden Funktionen f(z) und dim(z, M) auf der Menge 


U 0, iiberein, also — da beide stark halbstetig nach oben sind — auch auf 


v=1 
deren abgeschlossener Hiille, d. h. tiberall im R,,. 
4. Eine Invarianzeigenschaft 


Eine eineindeutige Abbildung 7 einer offenen Menge ©,¢ R, auf eine 
offene Menge ©,¢ R,, heiBe lokalbeschriinkt, wenn es zu jedem Punkt x € ©, 


= Ahnliche Aussagen wurden zuerst von Besicovitcu [1] und Knicuat [5] bewiesen. 
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positive Zahlen c,(x), c,(x) und ¢,(z) mit ¢c,(z) < c,(x) so gibt, daB fiir alle 
Punktepaare 2’, x” mit |z— 2’'| Sc,(zx), |x — 2”’| S c,(x) die Ungleichungen 
|T (x’) — T(x”) 


|x’ fa 2” 





(2) < | < e(z) 


erfiillt sind. Dies ist offenbar aquivalent mit der Bedingung, daB die Ab- 
bildung 7 auf jeder kompakten Teilmenge von ©, beschrankt sein soll. Wie 
man leicht verifiziert, bildet die Menge aller lokalbeschrankten Abbildungen 
von ©, auf ©, eine Gruppe 2(©,, 0,), die in der Gruppe £(O,, O,) aller 
topologischen Abbildungen von ©, auf ©, enthalten ist. Es gilt der 

Satz 5. Ist T € 2(O,,O,), so ist fiir jede Menge M CO, und jeden Punkt 
xEO, 

dim (T(x), T7(M)) = dim(z, M). 


Beweis. Sei x €0,,0<e< = €3(x),0<4< 5 und V, eine 7-Uberdeckung 
von M -\ K,(x) im Sinne von §1. AuSerdem soll V, noch so gewahlt sein, 
daB alle als Elemente auftretenden offenen Mengen 0, in der Kugel K,, (zo (2) 
enthalten sind. Dann geht V, durch die Abbildung 7 in ein System 
{7 (0,), T'(0,), . ..} von Mengen iiber, die wegen der vorausgesetzten Lokal- 
beschranktheit offen sind und ferner der Bedingung 


| T'(0,)| S g(x) |o,| S cg(x) 4 


geniigen. Da die Bildmenge 7 (K,(zx)) offen ist und sicher wegen T (x) ¢ T (K,(x)) 
eine Kugel K,(7'(x)) mit 
(3) 0< ys|T(K,(z))| < ¢.(x)e 
enthalt, ist somit das Mengensystem 7'(V,) = {7'(0,), T (02), . . .} eime ¢2(x) »- 
Uberdeckung von K,(T (x)) A T(M) mit 
(4) ¥ |T)|*< e,(x)* ¥ |o,|? (0<as<n). 
v= 1 vel 

Wendet man diese Uberlegung auf alle »-Uberdeckungen V, von M/- K,(2) 
an und bildet man auf beiden Seiten von (4) die untere Grenze, so ergibt sich 
schlieBlich durch den Grenziibergang ¢ > 0, der wegen (3) den Grenziibergang 
y > 0 nach sich zieht, die Ungleichung 

dim (T (x), T(M)) s dim(x, M). 
Da man durch Betrachtung der inversen Abbildung 7’! auch die entgegen- 
gesetzte Abschatzung erhalt, ergibt sich die Behauptung. 


Folgerung. Die Hausdorffsche Dimension einer Punktmenge ist gegeniiber 
lokalbeschriinkten Abbildungen invariant. 


5. Dimensionshomogene Mengen 


Ist M eine Untermenge eines euklidischen Raumes R und O « R offen, 
so nennen wir M in © dimensionshomogen, wenn ihre Dimensionsfunktion dort 
konstant ist. Dieser Begriff ist verwandt mit dem von Knopp [6] in Anlehnung 

















Die Di ionsfunktion von Punktmengen 151 


an VAN VLECK [9] eingefiihrten Begriff der Homogenitat einer linearen Punkt- 
menge M, bei dem gefordert wird, daB der Quotient 


reer (u = auBeres Lebesguesches MaB) 
in jedem Intervall [*—e, z+ e] denselben Wert annimmt. Bekanntlich®) 
kann dieser Wert dann nur Null oder Eins sein, so daB eine Menge genau dann 
homogen ist, wenn entweder sie selbst oder ihre Komplementarmenge fast 
alle Punkte enthalt. Somit ist eine dimensionshomogene Menge M im R,, 
jedenfalls auch homogen, falls dim M < n ist. Jedoch geht der Zusammenhang 
zwischen beiden Begriffen wesentlich weiter, da sich die folgende, von Knopr?!®) 
angegebene hinreichende Bedingung fiir die Homogenitat von linearen Punkt- 
mengen auf Dimensionshomogenitat iibertragen laBt: 

Sei M eine meBbare lineare Menge, zu der bei jedem reellen x entweder alle 
Zahlen {2™ x} = 2" x — [2" x] (m = 0, ganz) oder keine von ihnen gehdren. Dann 
ist M homogen. 

Als Verscharfung dieses Resultates beweisen wir den 

Satz 6. Sei g > 2 eine ganze Zahl und M C R,, eine Menge, zu der bei jedem 
x € R,, entweder alle Punkte™) {g™ x} oder keine von ihnen gehéren. Dann ist M 
dimensionshomogen. 

Beweis. Ist M eine Menge, die den Voraussetzungen des Satzes geniigt, so 
betrachten wir alle Punkte der Form 
7 
y” 
wobei m eine ganze Zahl und k= (k,,..., k,) ein Gitterpunkt ist. Dann ist 
wegen x € M nach Voraussetzung {g” x} ¢ M, also wegen {g™z’} = {g”™ x} auch 
x’ € M, so daB die Menge M bei jeder Translation 7',, ,, in sich iibergeht. Daher 
gilt, wenn etwa dim M = 6 und z ein Punkt in M mit dim(z, M) >6—e 
(0 < e< 4) ist, fiir alle m und k 


dim (x, M) = dim(z’, T,,,(M)) = dim(x’, M) => 6—e. 


Da die Bildpunkte 2’ iiberall dicht liegen, gilt wegen der starken Halbstetigkeit 
der Dimensionsfunktion diese Ungleichung fir alle z ¢ R,, und somit ist, wie 
behauptet, im ganzen Raum 


2’ = Pm x(2) = {2+ , zeM, 


dim(z, M)= 6. 


Eine weitere Klasse von dimensionshomogenen Mengen erhalt man mit 
Hilfe- von 

Satz 7. Hine Punktmenge GC R,, ist dimensionshomogen in dem kleinsten 
sie enthaltenden linearen Teilraum, wenn sie beziiglich der Vektoraddition eine 
Gruppe bildet. 

Beweis. Sei G eine solche additive Gruppe. Ist dann der Nullpunkt kein 
Haufungspunkt von G, so ist die Gruppe abzahibar und folglich tberall 


*) Siehe [6]. 

1°) [6], Satz 6. 
1) Dabei wird, wenn x = (2,,..., Z,) ist, {gx} = ({g"2,},..., {g"z,}) gesetzt. 
Math. Ann. 138 ll 
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dim(z, @)= 0. Andernfalls erkennt man leicht, daB auBer dem Nullpunkt 
auch jeder andere Punkt von @ ein Haufungspunkt, also G in sich dicht ist. 
Dann folgt aus der Gruppeneigenschaft, daB die abgeschlossene Hiille G* jede 
Gerade durch den Nullpunkt enthalt, auf der unendlich viele Punkte von G 
liegen, und daB G* folglich mit dem von G erzeugten linearen Raum R iiberein- 
stimmt. Ist nun 7 > 0 und z ¢€ R ein Punkt mit 


dim (z, G) > dimG — 7, 
so wird fiir alle Punkte z + y mit y € @ offenbar 
dim(z + y, G) = dim(z, G) > dimG — n,, 
da fiir jedes e > 0 die Menge K,(x) -\ @ bei der Translation z’= zx + y in die 


Menge K,(x + y) © G tibergeht. Somit gilt iberall in G, also wegen der starken 
Halbstetigkeit von dim(z, @) auch iiberall in R die Ungleichung 

dim G = dim(z, G) > dim@G — n , 
woraus sich durch den Grenziibergang 7 — 0 die Pot are ergibt. 

Weiter beweisen wir fiir lineare Mengen den 

Satz 8. Hine multiplikative Gruppe G reeller Zahlen ist, wenn sie nur positive 
Elemente hat, in der positiven Halbgeraden Rj, sonst im ganzen R, dimensions- 
homogen. 

Beweis. a) Besteht G nur aus positiven Zahlen, so erhalt man bei der 
Abbildung T(x) = logx von R{ auf R, als Bildmenge 7(@) eine additive 
Gruppe, die nach Satz 7 dimensionshomogen ist. Da die Abbildung offenbar 
lokalbeschrankt ist, folgt somit die Behauptung nach Satz 5. 

b) Enthalt G ein negatives Element x, und bezeichnet man mit G* die 
Untergruppe aller positiven sowie mit G- die Untermenge aller negativen 
Elemente von G, so ist G-= 2,G*. Somit entsteht G- aus der Gruppe G* 
durch eine lokalbeschrankte Abbildung. Da G+ nach Teil a) in R{ dimensions- 
homogen ist, trifft dies also nach Satz 5 auch fiir G- und somit wegen?) 
dim G+ = dim G- auch fiir G zu. 


6. Dimensionslose Mengen 


Manche Autoren!*) bezeichnen eine beschrinkte Punktmenge M als 
dimensionslos, wenn das MaB {M}“'"™ entweder Null oder Unendlich ist. 
Eine beliebige Menge M soll dimensionslos heiBen, wenn jede beschrankte 
Teilmenge von M diese Eigenschaft hat. Da bisher, soweit dem Verfasser 
bekannt, nur einzelne Beispiele fiir solche Mengen in der Literatur angegeben 
wurden, diirften die beiden folgenden Satze von Interesse sein, von denen jeder 
die Existenz einer ausgedehnten Klasse von dimensionslosen Mengen zur Folge 
hat. 

Satz 9. Jede Menge MCR,, die fiir ein g=2 der Voraussetzung von 
Satz 6 und der Bedingung dimM < n geniigt'*), ist dimensionslos. 

12) Vogl. die Folgerung zu Satz 5. 

13) Siehe z. B. E. Best [5]. 


44) Dies ist bei zahlreichen Typen von Mengen der Fall, die durch asymptotische 
Zifferneigenschaft charakterisiert sind; siehe z. B. [11], [12], [13]. 
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Beweis. Ist M eine solche Menge, so geniigt, da M durch Verschiebung um 
Gittervektoren in sich ibergeht, der Nachweis der Behauptung fiir den Durch- 
schnitt von M mit dem Einheitswiirfel’®) Z,. Ist dann W, (1 <j < g") einer 
der g" Wiirfel der Form 


# < %4< th 





(@=1,...,.n;0Sk,<g;k, ganz), 


in die sich E,, zerlegen laBt, so erkennt man leicht aufgrund der Voraussetzung, 
daB die Menge M -\ W, mit der Menge M /\ EZ, im Verhiltnis 1 : g geometrisch 
ahnlich ist. Daher ist auch jede Uberdeckung von M 7+ E,, durch ein abzahl- 
bares System offener Mengen mit einer solchen von M /\ W, geometrisch 
ahnlich und umgekehrt, so daB sich, wenn dim M = 6 gesetzt wird, die 
Gleichung 


g-* {Mr E,}’= {Mr W,}? 
ergibt. Daraus folgt durch Summation iiber j = 1, ..., g" 


gn (M0 Ey) {an ( U w,)} - {Mn BY, 


und wegen n — 6 + 0 ist dies ein Widerspruch, sofern nicht entweder 
{M nr E,}’= 0 oder {M 1 E,}°= o gilt. 


Bezeichnet man bei einer gegebenen Menge M die Menge aller z ¢ M mit 
dim (z, M) = dim M als Py, so gilt der 

Satz 10. Sei MC R,, eine Menge, die der Bedingung**) dim Py < dim M 
geniigt. Dann ist M dimensionslos. ‘ 


Beweis. Sei M,;= M (s—+) in der Bezeichnungsweise von Satz 2 
(6 = dim M). Dann ist offensichtlich 
M = | UM : U Py 


=1 
und daher 


(5) {Mm}? < 5 {My {Pu}’. 
Es gilt aber fiir jeden Punkt 2 ¢ M; 
dim(z, M,) < dim(z, M) <8—~, 
also dim M,< 6 — + und folglich 
{M,}¥= 0(i=1,2,...); 


ferner ist nach Voraussetzung { Py,;}°= 0, also wegen (5) auch {M}*= 0. Somit 
ist M dimensionslos. 


18) Definiert durch die Ungleichungen 0 < 2,< 1 (¢=1,...,m). 
18) Diese Voraussetzung ist z. B. dann erfiillt, wenn die Dimensionsfunktion stiickweise 
stetig ist und ihr Maximum héchstens an abzahlbar vielen Stellen annimmt (vgl. Satz 4). 
11* 
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7. SchluBbemerkung 


Bekanntlich’) kann man den Begriff der Hausdorffschen Dimension einer 
Punktmenge auf beliebige separable metrische Raume iibertragen und somit 
auch dort die Dimension einer Menge an einem Punkt definieren. Damit lassen 
sich unsere Satze 1 und 2 einschlieBlich der Beweise wortlich auf Punktmengen 
in separablen metrischen Raumen verallgemeinern. Dasselbe gilt auch von dem 
Begriff der Lokalbeschranktheit einer umkehrbar eindeutigen Abbildung einer 
offenen Menge auf eine andere und dem damit zusammenhangenden Satz 5, 
ferner von dem Begriff der Dimensionslosigkeit und Satz 10. Dagegen machen 
die Beweise der iibrigen Satze von speziellen Eigenschaften der reellen Zahlen 
Gebrauch, so daB hier eine unmittelbare Verallgemeinerung auf metrische 
Raume nicht méglich ist. 
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Vereinfachter Beweis 
der Existenz einer Apriori-Hélderkonstanten 


Von 
H. 0. Corps aus Los Angeles 


In einer Arbeit des Verfassers [1] konnte gezeigt werden, daB es méglich 
ist, fiir die Lésungen u eines Randwertproblems der Form 


L(u) ~ E aate) Pufdx dart 3 b,(x) OujOx,+ bo(x)u =f, z¢€B 


u=g, wET 
eine Apriori-Hélderkonstante anzugeben, die nicht vom Stetigkeitsverhalten 
der Koeffizienten a,,(z) abhangt, falls man fordert, daB die a,,(z) einer so- 
genannten K,-Bedingung mit einem von x unabhangigen « geniigen. Diese 
K,-Bedingung bedeutet dabei eine Verscharfung der Elliptizitatsforderung in 
folgendem Sinne: Man denke sich der symmetrischen Matrix A = ((a,,)) den 


Vektor 
A= (Ay, Ag, - «+» An) 

zugeordnet, in welchem die Komponenten 4,, A,,..., 4, die n Eigenwerte 
von A, in irgendeinem, wohldefinierten Sinne angeordnet, darstellen mégen. 
Auf diese Weise ergibt sich eine Abbildung des Raumes aller symmetrischen 
Matrizen auf den n-dimensionalen Raum der Vektoren (A,, A,, . . ., An). Speziell 
entsprechen dabei die positiv definiten Matrizen dem (offenen), verallgemei- 
nerten ,,ersten Oktanten”: A,>0,A,>0,...,4, > 0. Die Forderung, der 
Operator L sei gleichmaBig elliptisch, kann dann folgendermaBen ats- 
gesprochen werden: Es gibt einen n-dimensionalen Wirfel W: p < A,< P, 
j=1,...,m, (mit p > 0), derart, daB A(x) € W fiir jedes x ¢ B. Wir betrachten 
nun denjenigen Kreiskegel, der als Achse die Gerade 4, = A,= . .. = A,, besitzt 
und der die Wande des ersten Oktanten, d. h. die Hyperebenen /,;= 0 gerade 
beriihrt. Seine Gleichung kann geschrieben werden in der Form 


n 2 
m—1) F(a Ay (2 i) 


Das Innere dieses Kegels ist ein Teil des ersten Oktanten. Es werde mit Ky 
bezeichnet. Wenn A(x) ¢ K, fiir alle x ¢ B, so sagen wir, der Operator L geniige 
einer Kegelbedingung, genauer einer K,-Bedingung. Wenn a fortiori fir den 
Vektor A(x) gilt : 


(n—1) ¥ (A,— urs a—a( ¥ is) 
i<k i=1 
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mit einem ¢ > 0 unabhangig von z, so sagen wir, L geniige einer K,-Bedingung. 
Dies bedeutet also nichts anderes, als daB es einen etwas kleineren Kegel K, 
gibt, der mitsamt seinem Rande ganz im Inneren von K, liegt und der mit K, 
die Achse gemeinsam hat, welcher die gesamte Punktmenge A = {A(x) ) x € B} 
enthalt. 

Es ist offenbar leicht méglich, die oben definierte X,-Bedingung auch durch 
die Koeffizienten a,, der Matrix A direkt auszudriicken. Eine leichte Rechnung 
zeigt, daB 

» (A— AP = (n— ( = a) — mS) (0;;4,4—47) 
i<k i=1 


ik=1 


(Eaj-(Ss) 


gilt; setzt man dies in die K,-Bedingung ein, so ergibt sich 
n n 2 
n(n—1) Y as n—e)/ pa a) 
ik=1 i=1 
als eine zur K,-Bedingung aquivalente Forderung. 


Ferner kann man leicht eine scharfere Bedingung angeben, die die bei der 
Definition der gleichmaBigen Elliptizitat tibliche Form besitzt: 


und 


m2 & <2, a§,€S us & 


und die die K,-Bedingung garantiert. Man hat lediglich m und M so zu wihlen, 
daB der durch die obige Bedingung charakterisierte Wirfel im Raum der 
Vektoren (A,,...,A4,) noch ganz innerhalb eines passenden Kegels K, ent- 
halten ist. 

Auch sei bemerkt, daB keineswegs etwa jeder Operator L, fiir den der 
Vektor A(x) nicht stets im Kegel K, enthalten ist, grundsitzlich von der 
Behandlung durch die hier diskutierten Methoden ausgeschiossen ist. Durch 
eine lineare Transformation der n Veranderlichen 7,, . . ., z, kann bekanntlich 
stets erreicht werden, daB die Matrix A(z) fiir ein beliebig vorgegebenes x° in 
die Einheitsmatrix iibergeht, sofern nur der Operator L elliptisch, d.h. die 
Matrix A (x) fiir jedes x positiv definit ist. Da der zur Einheitsmatrix gehérige 
Vektor 4 auf der Achse des Kegels K, liegt, wird also nach Ausiibung dieser 
Transformation die Kegelbedingung K, zumindest fiir den Punkt 2° erfiillt 
sein. Die K,-Bedingung fordert daher iediglich, daB auch fiir alle anderen x 
des Bereiches B, oder wenigstens einer Umgebung von 2°, der Vektor A(z) sich 
nicht zu weit vom Vektor A(x®) entferne, wobei aber Unstetigkeiten beliebiger 
Art zugelassen sein kénnen. 

Endlich sei angemerkt, daB speziell fiir n= 2 eine K,-Bedingung im 
wesentlichen mit der Forderung der gleichmaBigen Elliptizitat aquivalent ist. 
Unsere Theorie liefert daher dann das volle, bereits friiher von Leray-Scuavu- 
DER [2] und NrRENBERG [4] bewiesene Resultat. 
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Obwohl es wiinschenswert ware, sich von der starkeren K,-Bedingung zu 
befreien und statt dessen die Bedingung der gleichmaBigen Elliptizitat zu ver- 
langen, ist doch bisher diese Frage fir den Fall n > 2 im allgemeinen offen 
geblieben. Da zudem der oben zitierte Beweis des Verfassers den Nachteil hat, 
recht kompliziert zu sein, und da auch kein anderer Beweis bisher bekannt 
geworden zu sein scheint’), mag es erlaubt sein, im folgenden einen zweiten, 
wesentlich vereinfachten, Beweis darzulegen. Bekanntlich ergibt sich aus der 
genannten Apriori-Abschétzung eine Existenzaussage fiir die Lésung des 
Dirichletschen Problems der quasilinearen elliptischen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. 

Wir fassen das Resultat folgendermaBen zusammen: © 

Die Funktionen a, (x) = a,,(2,,..., Z,), +, k, = 1,..., , seien in einem 
beschrankten Bereich B des (z,, . . ., ,)-Raumes mit der were I erklart 
und weteer; es gelte a,,(z) = a,,(z) fir i,k=1,...,m und ferner 


ps > a,,(x) S P mit zwei positiven Konstanten p und P fir alle z aus B. 


=1 
Es al A(z) = ((a,(z))) gesetzt. 
Zu jedem x° aus B gebe es eine Kngl Re: wre 2st = eine nicht- 


singulare Matrix 7 »= ((t7,)) mit as ts 3 oe a s Os #. qund Q 
positiv und unabhangig von 2°, so dab i in B. = B Pia) Re die Matrix 
A* (x) = TyA(z) Ty 
einer K,-Bedingung geniigt. e und t seien dabei unabhangig von z und 2°. 
Die Berandung J" des Bereiches B bestehe aus endlich vielen, zweimal stetig 
differenzierbaren Hyperflaichen, die sich weder beriihren noch schneiden. 


Die Funktionen 6,(x), i = 0,1, ...,, seien in B meBbar und beschrankt, 
es gelte 





LBesM, xcB. 
‘=0 


Die Funktion u(z) sei in B stetig differenzierbar und habe stiickweise 
stetige zweite Ableitungen*). Es gelte 


L(u) = J a,,(x) Pujdx, O2,+ SY b,(x) Aujdz,+ bo(z)u=f, xeB, 
ik=1 i=1 
u(z)= g(x), xe. 
Es sei 
H,(u, B) = sup |u(z!)—u(z*)| |2t— 24|-« , 
a + 2* 
z',z*¢B 
1) Wie mir Herr NrmEnBERG mitteilte, ist er in der Lage, die in [1] hergeleiteten Apriori- 
Abschatzungen zu beweisen unter der Voraussetzung, daB n(n — n 2, (A,;— A)* S (1 —e) 


(2 Au)? gilt. Diese Forderung ist scharfer als die in [1] benutzte Ki- ‘= ia insbesondere 
wird sie wesentlich scharfer, wenn n sehr groB wird 

*) Dies bedeute, daB nach Einteilung von B in endlich viele Unterbereiche mit stiick- 
weise glatten Randern die zweiten Ableitungen von u(z) in jedem der Unterbereiche stetig 
sind. 
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ferner 


If] = sup|f(x°)| . 
eB 


Endlich sei |p| die C?-Norm der Funktion g auf dem Rande J’, etwa im Sinne 
der Definition aus [1], Seite 291. 

Dann gilt der 

Satz 1: Es gibt ein « > 0 und ferner Apriori-Konstanten ¢,, c,, c,, die nach 
Festlegung des Bereiches B und geeigneter Zahlen n, p, P, g, Q, ¢, tT und « 
ohne irgendeine weitere Information iiber die Koeffizienten a,,(x), b;(2) und 
die Funktion u(x) bereits bestimmt werden kénnen, so daB die Abschatzung 


H,(u; B) < c, If + ¢, |ul + ells 
gilt. 

Aus obigem Satz folgt auf Grund von wohlbekannten Uberlegungen der 
folgende Existenzsatz : 

Satz 2: Die Funktionen A,,(z, u) = A,,(2,,..., Z,, u) seien fiir alle Werte 
der Veranderlichen u und fiir x ¢ B erklart und stetig. B und seine Berandung I” 
mége den oben erwahnten Voraussetzungen geniigen. In jedem kompakten 
Teilbereich B° des topologischen Produktes B°= {x, u > x ¢ B,—co <u < +00} 
moge eine gleichmaBige Hélderbedingung fiir die A, , erfiillt sein: 


|A;,(2z', ut) — A;,(2*, u*)| < C[|z'— 2°? + |ul— u?|?] 
(zt, uw) € B®, (27, uw) « Bo. 


3 
Die Matrix ((A,,(x, u))) = A(z, u) sei symmetrisch, und es sei 3’ A,, + 0. 
i= 22 
Es gebe positive Konstanten r, ¢, ¢ am Q und zu wie. x°¢ B eine nicht- 
singulére Matrix T,.= ((t7,)) mit q » ¥ << om 2 tie é,| < Q Le. derart, 
i= — i= =i |k = 
da8 fiir alle x aus B,.= {x} x € B, |x— x°| < t} und sis tinli mien <u<+oo 
die Matrix A*(x, u) = T'.A(zx, u) Ty» einer K,-Bedingung geniigt. 
Dann besitzt die quasilineare elliptische Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


p Aj, (x, u) Ould x; Ox, = 0 
iz=1 


eine Lésung u, die in ganz B definiert und zweimal stetig differenzierbar ist, 
welche der Randbedingung 


u(z)= g(x), «el 


geniigt. y(x) kann dabei als eine auf J" zweimal stetig differenzierbare Funktion 
willkirlich vorgegeben werden. 

Der im folgenden dargelegte Beweis des Satzes 1 benutzt wesentlich 
wiederum jenen von C. B. Morrey [3], L. Nrrenpere [4] und K. O. Frrep- 
RICHS in verschiedenen Variationen begangenen Umweg iiber die quadratischen 
Integralabschitzungen. Zunachst wird benutzt, daB gleichmaBige Hélder- 
stetigkeit im wesentlichen aquivalent ist zur Forderung der gleichmaBigen 
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Beschrinktheit des Integrals 


f w|z— 2%|-"-22dz 
B 


fiir alle z° des betrachteten Bereiches B (§ 1). Unter Verwendung des Wirtinger- 
schen Lemmas kann das obige Integral leicht durch ein adhnliches Integral 
iiber die ersten Ableitungen abgeschitzt werden, in welchem nur die Potenz 
von |x— x°| um zwei Ejinheiten erhéht ist; auf ahnliche Weise gelingt in § 3 
die weitere Abschatzung durch ein Integral tiber die zweiten Ableitungen, 
in dem nunmehr die Potenz |z — x°|*-"-*+ auftritt. Endlich wird die K,-Be- 
dingung benutzt, um letzteres Integral durch ein Integral iiber (L(u))* und ein 
weiteres tiber u* abzuschatzen (§ 2), wobei nunmehr dic Potenz von |z— x°| so 
beschaffen ist, daB man weiter durch einen Ausdruck der Form C, | L (u)? + C,|}u|!* 
abschatzen kann, womit im Prinzip der Satz 1 und auch der Satz 2 bewiesen 
ist. Schwierigkeiten macht nur die Behandlung des Randes, die ganz wie in [1] 
durchgefiihrt und daher leider immer noch mihsam ist. 

Es ist méglich, auch die Abschaitzung der ersten Ableitungen und ihrer 
Hoélderkonstanten, die ebenfalls in [1] durchgefiihrt wurde, ebenfalls in dem 
hier dargelegten Sinne zu vereinfachen, wenn man als weiteres Hilfsmittel die 
in [1], § 2—3, hergeleiteten Integralidentitaten heranzieht. Aus Griinden der 
Durchsichtigkeit der Darstellung sei jedoch hier darauf verzichtet. 


§ 1. Hélderstetigkeit und Beschriinktheit von { u® r~"~** dx 


Die Funktion u(z) sei in dem beschrankten, n-dimensionalen Bereich B 
erklart. Wir definieren etwas abweichend vom iiblichen Sprachgebrauch als 
6-Hélderkonstante H, ,= H,,,(u; B) der Funktion u(x) im Bereich B und 
zum Exponenten «: 


H,,5 = sup  _{|w(2*)— u(z*)| |21— 2*|-3}. 
a+ 2; 2' 2cB 
iat —ati<é 


Die Konstante 6 > 0 sei dabei fest vorgegeben. 

Wir wollen im folgenden voraussetzen, daB der Bereich B die oben in der 
Einleitung angegebenen Voraussetzungen erfiillt. Offenbar ist dann die 
Forderung der gleichmaBigen Hélderstetigkeit von u(x) im Bereich B gleich- 
bedeutend mit der Bedingung H, ,(u; B) <co. Allerdings wird im allgemeinen 
H,,5(u; B) einen kleineren Wert haben als die friiher definierte, allgemein 
iibliche Hélderkonstante H,(u; B), jedoch l4Bt sich leicht eine nur von «, 
6, nm und der Art des Bereiches B abhangende Zahl c finden, derart, daB 
H,(u; B)<cH,,,(u; B) fir alle Funktionen u(z) gilt, fiir die die beiden 
Hélderkonstanten einen Sinn haben. Aus diesem Grunde geniigt es fiir uns, 
die Konstante H, ,(u; B) abzuschitzen. Nun beweisen wir den folgenden 


Hilfssatz 1: Der Bereich B sei von endlich vielen, zweimal stetig differenzier- 
baren Hyperflachen begrenzt, die sich weder beriihren noch schneiden. Die 
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Konstante A,(B) sei definiert durch 
4(B)= inf [ f da|zt— “| ; 
z',2¢B Bag 
22, |2'—a2\50* 7° 
By» = {23 2 ¢ B, |x— (z+ z*)/2| S |z'— 24/2}. 
6 sei dabei eine belicbig vorgegebene, positive Zahl. 
Behauptung: Wenn die Funktion u(z) in B meBbar ist und fir alle x° aus B 
die Ungleichung 
f (w(x) —u (2998 Jz — 29|-"-22 de < py 
else 
erfallt, dann ist u(x) in B gleichm&Big hélderstetig und es gilt 
A,(B) (Ag, a(u, B)}'s 4 us ° 
Beweis: Fiir beliebiges z', z* und z aus B mit |z'— 2z*| < 6 gilt 
(u(z") — u(x")? S 2(u(x) — u(2))? + 2(u(x) — u(z*))*. 
Man integriere diese Ungleichung tiber den Bereich B,. .s: 
(u(z!)—u(2z*))? f dxs2 f (w{z)—u(2")Pdz+2 f (u(xz)—u(z*)*dzs 
Bz! x By 2 


By gs 
< 2 jact— zi|s+ se x 


x f (a(z)—u(2))? |z—2"|-*-*4dz+ f palling 
Bn By a 
Daraus folgt 
Ag(B) - (|u(2") — u(2*)|)? |at— 28|-8*85 
<2 f (u(x)—u(z"))* |2n—a|-*-284d2+ 

<6 


2€ B,\z — z'| 
: f (u(x) —u(2*))*|z — 2*|-"-**drs4u, 
ze€B,\e—2*\56 


‘also 
Ay(B) (H,,s(u; B))* S45, w. z. b. w. 
Man sieht sehr leicht ein, daB fir die von uns betrachteten Bereiche B die 


Konstante 4,(B) nicht verschwindet, daher folgt nunmehr die gleichmaBige 
Hélderstetigkeit unmittelbar. 


§ 2. Integralabschitzung fiir die zweiten Ableitungen von u 
Als nachstes beweisen wir den folgenden 
Satz 3: Die symmetrische Matrix A(z) = ((a,,(z))) habe in der Kugel 


n 
|z|?= 5 x? <r meBbare Koeffizienten und geniige fiir jedes x aus |z| <r, 
i=1 


einer K,-Bedingung mit einem von z unabhangigen e. Ferner gelte 5’ a,,(x)> p 
i=1 


mit einer positiven Konstanten p, die ebenfalls nicht von x abhangen mége. 
Die Funktion u(x) sei in |z| < ry stetig differenzierbar und habe stiickweise 
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stetige zweite Ableitungen. m sei eine beliebige Zahl >4. Dann gibt es Kon- 
stanten c,,¢,, die nur von ¢, p, n, m abhangen, derart, daB die Abschitzung . 


n n 2 
dL (@u/dx, dz,)*r?-* |r2 — "de < c, I = 2 x 
rer, bE=1 odie, ik=1 O2z,0z, 


x -"(r5 — 22)™da + cyr2m—* J oes 
fst 
gilt. 
Der Beweis dieses Satzes griindet sich im wesentlichen auf folgenden 
Hilfssatz 2: Wenn u(z) in |z|:< r, stetig differenzierbar ist und stiickweise 
stetige zweite Ableitungen hat, dann gilt fiir jedes x > 0 und jedes m2 4 
sowie fiir n > 3 eine Abschaétzung der Form 


(1 — x) DL (Pu/dx, Ax,)*r?-*(r2 —r*)"de— | (Au)*r-*(r2—r*)™des 
Tate (sot Tate 
< K,(x) r"-2 J utrl-dzr, 
Tar 
wo K, (x) nur von x, n und m, nicht aber von u und r, abhangt. 
Beweis: Wir gehen von der Identitat 


(4u)?— (Pujdx, dx,%= DS H/Ax, Ox, (Ou/dx, duj/dx,)—A (z (2u/az¥) 
ik=1 i=l i=1 

aus. Durch Multiplikation mit (r3 — r*)"r°-" und Integration iiber die Kugel 

r < r, sowie partielle Integration folgt*) 


n 2 
J= I( Dy #uldz, a2) —" (73 — r2)™da — J spenders 
rer, \ok=1 


= [| E @waz)4e-s—ry") — 
rer, '*= 
— 5 Ou/dx, Ou/dx,(#/Ax, Ax, (r°-" (rZ— emp fae. 
ik=1 
Wegen des Faktors (r2— r*)™ treten dabei keine Randglieder auf. Nun gilt 
A (9+ (r§—r8)") = (3—n) -*(05— A+ 
+ 2m(n— 6) r3-"(r2 — r2)™-14 4m(m — 1) r5-"(r3 — 2) -2 
und 
#/0x,; Ox, (r>—"(r5 — 1?)™) 
= {(3— n) -* 6,44 (3 — n) (1-0) 3" a, 24} (7G — 1°)" + 
— 2m ri-" {2(3 — n) 2,2, + 7* by} (75 — r?)™- 1+ 
+ 4m(m— 1) F-"2x,2,(r5— °)"-*; 


*) Wie in [1] kann man leicht einsehen, daB das Auftreten von Spriingen in den 
zweiten Ableitungen von u(z) fiir die partielle Integration keine Bedeutung hat, weil die 
entsprechenden Terme sich wegheben. ; 
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somit wird der Integrand der rechten Seite gleich 
—(n— 3) (n— 1) #1-*(r8 — 8) (Buje)? + 
+ 2m(n— 5) 9-"(r3—r2m-1 SY (Bu/dx,)*— 
—4m(n— 3) r9-*(r2 — -2)m—1(@ujdr)?+ 
+ 4m(m—1) amg—ap-t( 5 (@u/ax,)*— (aujar?). 
Dies kann fiir n > 2 nach oben durch 
[2m(n— 5) (r2—r2) + 4m(m—1) 74) a-rig—ne 4 (2u/a-*—(ou/art) 


abgeschatzt werden. Somit folgt 


ser [ ( E @ujax,)— (@ujar) "(3 yn-2dz 
i=1 


rst 


=—cr / u(4u — 0? u/ar?— (mn — 1)/r Ou/dr) r3-"(r2 — r2y"-2 dex 
fst 
mit 
c = rg* Max [2m(n — 5) (r2 — r*) + 4m(m— 1) r°]. 
rst ; 
Offenbar hangt c nicht von r, ab, sondern ausschlieBlich von n und m. 
Es folgt endlich 


[ waujar r2—" (72 — 72)m-2 dx 


-|_1/2 [wen-s lar [r(r2—r2)"-2]dz\ < 
TSt. 


rst 
pit. Sc'rm-4 wri-"dz, 


rst 








da wegen m = 4 wiederum der Randterm verschwindet. Die Konstante 
c’ = Max {f-e= a/dr [r(r3 — r2)m—2)} 
rst 


hangt offenbar nur von m und n, insbesondere aber nicht von r, ab. Daraus 
folgt zusammen 


Js—cr [ wAur-n(g—ry-tde+ of J watular 8—=(r— stmt + 
rst TSt 


teeqe-s | wenden 
TSthe 


S mcr5 [|awr py (ud, day] meh rtd + 
ile ik=1 

+ (2%,)-ter§ [wr-saz+ ce’ re-8 [er-raz. 

TSh% TSt% 
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Wegen m > 4 folgt 2m — 4 = m, daher gilt abschlieBend 


n 
Js,cr"-* [|awr Dd (#uldz, aay} |-s0§—rynd + 
L k= 1 
+ ((2%,)- crf + ce’r2™-2) [en-raz R 
fst 
Man setze noch x,= x,crZ™~*, dann wird der Term vor dem letzten Integral zu 


(22)-1c*r8™-2+ co’rZ™-* . 
Nunmebhr folgt unmittelbar die Behauptung mit 
w= 2x,(1+%_)-?, Kyg=c(l + x)-*((2%,)-*¢ + c’). 
Der Fall n = 2 erfordert eine Sonderbehandlung. Man kann dann ganz 


ahnliche Betrachtungen anstellen, dje zu der wesentlichen Aussage des Satzes 7 
fiihren. Wir wollen dies jedoch hier iibergehen. 


Nun wollen wir Satz 3 beweisen. Man ~ ss a ,uj/dz, dx,— f. Aus dem 
soeben bewiesenen Hilfssatz folgt sofort fir belicbiges n > 0 die Abschatzung 


 K, (x) r§"-* [ utr-ndx + [ Pap e-ndez 
rst Sth 


> f DS (5 Ger + 9(1 — x) 6 45;,— 95, 55,;) Pulda, Ax, x 


rer, ikl 


x Pujdz, Ox,(r2— 12)" F-"dz. 


Unser Bestreben geht dahin zu zeigen, daB fir hinreichend kleine Wahl von x 
und » die n? x n?-Matrix 
((b45,n2)) = ((@es@ur+ (1 — x) Oy 5; .— 95,5 Se) » 

wo i und j die Zeilenindizes, k und | die Spaltenindizes sein mégen, positiv 
definit ist, und zwar derart, daB eine positive untere Schranke p, angegeben 
werden kann, die allein vom ¢ der K,-Bedingung sowie von p, n, x und 7 
abhangt. Dies fiihrt ersichtlich sofort auf die in Satz 3 behauptete Abschétzung 
mit c,= pp', ¢,= 1 K,(x) pz}. Die Konstanten c,, c, kénnen so gewahlit werden, 
daB sie allein von ¢, p, n und m abhangen, falls man zeigt, daB die Auswahl 
von p>, x und » bereits nach Vorgabe von e, p, n und m vorgenommen werden 
kann. 

Wir fiihren im n*-dimensionalen Raum aller reellen nx n-Matrizen ein 
Skalarprodukt ein durch 


F,G)— 3 fixgin= Spur (FQ), F= (ual), = (uw): 


Die Ungleichung 


n 
ew is nr %ster Po aA 4) 
4j,k0—=1 kl= 
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kann dann auch wie folgt geschrieben werden: 

[(4, Z)— n{(E, Z)P+ (1—x)n—p)(Z,Z)20 far alle Z = ((z,,)). 
Dabei sei E = ((5,,)) gesetzt. Offenbar gilt Z = n-/?E,, wo (E,, E,) = 1 ist; 
ferner kann A zerlegt werden in der Form 

A =aE,+tAy 
mit 
(Ag, Aj) = 1 ’ (Ag, E,) = 0 . 
Die Produkte (EZ, Z), (Ay, Z), als die Komponenten von Z in Richtung EZ, 
bzw. Ag, seien im ferneren mit zg, bzw. z,, bezeichnet. Dann hat man 
(Z, Z) = ze, + 24, , 
und es folgt 
(A, ZP— n(E, Z)°+ (n(1 — x) — po) (Z, 2) = 
= (02g, + t24,)*— zh, + (1 — m4) 0 (#, + 2%4,) 
= (o*— nn + (1—) zm, + (t*+ (1 — 4) 9) 24, + 2orzg,z,,. 
Dabei haben wir p,= yx’ gesetzt und x,=x-+ x’ eingefihrt, so daB der 
Ausdruck (1 — x) — pp in (l1—x,) tibergeht. So erhalten wir also eine 
quadratische Form in zg, und z,,; als notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB diese = 0 ist, ergibt sich daher 


oe—nyn+(l—m)n20, 17+(1—x,)20 
(o®@— nn + (1 — %) y) (t?7+ (1—,) ny) — PPS 0. 


Offenbar ist die zweite Bedingung fiir x, < 1, 7 > 0 von selbst erfiillt, die dritte 
Bedingung schreiben wir folgendermaBen um: 


(1 — %,— n) (l— x) 9 + (l— )o?— (n—1+%,)7°20. 
Fir kleines 7 und kleines x, bedeutet dies 
(n— 1)t?S (1 —e,)o°— m, mit e,= 1 — (n— 1) (l—%,)/(n—1 + »), 


m= n(l—x,)(n—1). 
Endlich folgt 


o = (EZ, A) = n-¥/? Spur (A) = ne A 
i=1 
t?= (A — 1/n (Spur (A)) Z, A — 1/n (Spur (A)) Z) 


= Spur {A — 1/n (Spur (A)) E}'= ¥° (4,—)?, 
i=1 


wobei A, die Eigenwerte von A bezeichnen mégen und wo s das arithmetische 
n 
Mittel der Eigenwerte sei: s = 1/n > A,. 
i=1 
Daher ist obige Abschatzung gleichbedeutend mit 


n n 2 
(»—1) 2 Gas Yna—ey( F i) —m™- 





rr 


® 
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Nun wurde in den Voraussetzungen von Satz 3 fiir die Matrix ((a,,)) eine 
K,-Bedingung gefordert. Daher folgt 


n n n 2 
(n—1) EA a}t= (n—1) EB (nm ryn( 5 i) 


n n 2 n 2 
=(n—1) SY ay—(n— nin( 5 a) S [(n— €)/n — (n— nie ( 5 au) s 


ik= 
n 2 
< uma—e( 3 i). 

i=1 

Uberdies war vorausgesetzt, da 


O0<psLVi=d 1% 


i=1 i=1 


gleichmaBig in x gelte. Aus beidem zusammen folgt sofort 


n n 2 
(n— 1) D (A,— 8)? In (1 —er( Bo i) — pre/(2n). 
i=1 i=1 
Fiir 
&Se/2, mS pre/(2n), 
d. h., fiir 


1— (n—1) (1—,)/(n—1+%) Se/2, (n—1)y(1—%) S pre/(2n) 


ist daher die dritte Bedingung erfiillt. 
Endlich 1l4Bt sich die erste Bedingung offenbar durch die Forderung 


(n — 1 +.%) Ss p' 
erfillen, denn sie ist gleichbedeutend mit 


a 


(n—1 +m) <( z au) 
Somit, wenn x, aus ae 
1 — (n— 1) (l—,)/(n— 1 + 4) = €/2 
bestimmt wird und alsdann 
n = Min [p*e/[(n — 1) (1 — x)], P?/(n — 1 + %)] 


gesetzt wird, so ergeben sich Konstanten, die alle verlangten Bedingungen 
erfillen. 

Endlich mége x = x’ = x,/2 und p,»= nx’ gesetzt werden, dann ergibt sich 
die in Satz 3 verlangte Ungleichung, und der Satz ist bewiesen. 


§ 3. Integralabschiitzung der ersten Ableitungen 


Als Verbindungsglied zwischen Hilfssatz 1 und Sate 3 bendtigen wir noch 
zwei weitere kleine Hilfssatze. 
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Hilfssatz 3: Die Funktion y(t) der einen unabhangigen Veranderlichen ¢ 
sei in 0 < ¢ < 1 zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt 


1 1 
/ (dy/dt)*(1 — t)*dt < 22(1 + 5/2 2°) / (d? y/dt?)*# (1 — t)*dt + 


1 
+ 5(1/2 + a) | yedt . 
Beweis: Es folgt 
1 
0 </ (d* y/dé# sin2 xt + a dy/dt)* cos* n/2t dt 


1 1 
L. / (d* y/dt®)? sin? 22tt cos*x/2 t dt + a2 / (dy/dt)? cos*a/2 t dt + 
0 


1 
+a / djdt((dy/dt)*) cos? x/2 t sin2-xt dt . 


Das letzte Integral kann durch partielle Integration umgeformt werden in 


1 
—a f (dyfdt)*(— n/2 sinat sin2t + 22 cos* 2/2 t cos2nt) dt. 

) 
Daher ergibt sich wegen cos22t = 1 — 2 sin* zt folgende Ungleichung 


1 1 
(220 — a2) f (dy/dt)? cos? n/2t dt < / (d? y/dt®)? sin? 22tt cos? 2/2 t dt + 
0 


1 1 
+ 4a | (dy/dt)* cos* 2/2 t sin?xt dt + a viz | (dy/dt)* sinzt sin2zt dt . 
Wegen |sin2zt| < 2|sinzt|, cos* 2/2t <1, sind die letzten beiden Integrale 
kleiner oder gleich 1 

52a f (dy/dt)? sin? xt dt, 
é 
und dieses Integral kann wie folgt weiter abgeschatzt werden: 


1 1 
5am [ (ayjaty sin? zt dt =—5na [ ydylae sin? xt dt — 
0 , 6 
— Sata | y dyjdtsindata < 


1 1 
s sane f (d? y/dt*)* sin‘ xt dt + 5/2 na [ ya + 


1 
+ Bata | yeonaatdt. 


‘ 
rs 


fo 
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Zusammenfassend hat man so fiir « = 2 wegen sin*xt < 4cos*x/2t und 
cos22t S 1 die Abschatzung 


1 sf 
x if (dy/dt)? cos? 2/2 t dt < (4 + 102%) [' (d* y/dt?) sin?t cos x/2 t dt + 


+ (5/222 + sat [ya 


Hieraus folgt die in Hilfssatz 3 ausgesprochene Ungleichung unmittelbar wegen 
(1 —t)?S cos* 2/2t < 27/4 (1—t)?, sin*xt < n*#*(1—1t)*. 


Hilfssatz 4: Sei y(t) zweimal stetig differenzierbar in 0 < ¢ < 1 und y(0)=0. 
Behauptung: 


1 1 
J ydtjit<4 / (dy/dt)>(1—t)2at. 
Beweis: Es ist 


1 
O< J ((1 —t) dy/dt — (2t)-1y)*dt 


1 1 1 
= | (dy/dt)*(1 — t)*dt + 1/4 f y? dt/t®— 1/2 f [d/dt(y*)] ((—1) dt. 
0 0 


Partielle Integration liefert 


1 1 
—1/2 J {d/dt(y?)] (t-2—1)dt=——1/2 f y? dt/t?, 


da die auftretenden Randterme verschwinden. Daraus folgt unmittelbar die 
behauptete Ungleichung. 
_ Nun ergibt sich sofort 
Satz 4: Die Funktion u(x) sei stetig differenzierbar und habe stiickweise 
" stetige zweite Ableitungen in |z| < rp. 
Behauptung: Es gibt Konstanten c, und c,, die nicht von u und nicht von ro, 
sondern nur von n abhangen, derart, daB gilt 


[ 2 @ueapr-(g— paz s 
Tat 
so , (0? u/O 2,0 x,)* r°-"(r§ — r*)*dx + cgré f er-nde. 
=1 
rar” TST 


Beweis: Um die angegebene Abschatzung zu gewinnen, benutzen wir die 
folgende Ungleichung: 


f edo, (»—1)- 172 da bY (Av/0 x,)*do, + (w,)- ‘( pray: 


ran 


r=", 


Math. Ann. 138 


12 
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Darin ist do, das Flachenelement, w, die Oberflaiche der n-dimensionalen 
Einheitskugel, v(x) sei eine beliebige auf der Kugel |z| = r, zweimal stetig 
differenzierbare Funktion. Diese Abschitzung kommt folgendermaBen zu- 
stande: Es ist bekanntlich 


n 
/ ( Y (dv/ax,)*— (avjary) do,=—r;? / v A*v do, , 
k=1 
r=", r=r 
wo A*= r°4 — (n— 1) r 0/8r — r? G/r® der Beltramische Operator auf der 
Einheitskugel sei. Bekanntlich besitzt nun der Operator —A* die Kugel- 
funktionen Y}?,/ = 0,1, 2,... , als Eigenfunktionen zum Eigenwert /(/+n—2), 
und es 14B6t sich daraus ein vollstandiges, orthogonales und normiertes System 
von Eigenfunktionen bilden. Der Eigenwert Null zu / = 0 besitzt die Viel- 
fachheit eins, und alle zugehérigen Eigenfunktionen sind Vielfache der Funktion 
Y> = 1. Da alle weiteren Eigenwerte positiv und sogar gréBer oder gleich n — 1 
sind, folgt direkt 


[ays —~—1) J vate do,+(on)-*( J eta) 


Man setze in diese Ungleichung nun der Reihe nach v = du/dz,i=1,...,n 
und summiere iiber 7: 


z (Ou/dx,)* do,< 


i=1 
r=", 


S (n—1)#? y (0? u/Ox,; Ox,)* do, + (w,) 3( [ eux, ao,) . 
t=1 


ik=1 r=f, 
rT=?T, 
Die Integrale / 0u/dx, do, berechnen wir folgendermaBen: Es ist 
dujdx,dx=ri-} ik a,/r do, , 
ran r=" 


also folgt durch Differentiation : 
ies J auax, do,= (n—1) 78" [uz do,+ ri- J anlar air doy. 


Also folgt 
[ eujee, do, = [ (eujar + (n—1)/r u) 2,/rdo, . 


Mit Hilfe dieser Beziehung schatzen wir oben weiter ab. 


a (Ou/Ox,)* do, < (n—1)-1r? / SY (@u/dx,dx,)?do, + 


i= ik=1 
r<Tr, rT=?T, 


+ | @altr+ o— rep do, s (n— 1) yb pf (@u/dx, Ox,)? do,+ 


+2 “feware do,+ 2(n—1)* [reir do,. 


r=f, r=, 





rs 


fes 
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Diese Ungleichung multiplizieren wir mit (r3 — r?)* und integrieren nach dr,: 


rst rar” 


Dd (du/dx,)*r'-*(r5 —r*)8da < (n—1)"} Dd (@u/dz, ax,)* x 
k=1 
x 9 -*(r2— 92) daz + 
+ 2r} J (Ou/Or)*r'—"(r5 — 722d x + 2(n — 1)*r8 [wert-naz s 
r=. Sr 
< (n— 1) / 3 (Pujdx, 92,)*r-*(r2 — 13)'dx + 
ik=i 
rsr’ 
+ (2+ 8(n—1)*)r§ [ eujary ri-"(r2 — 22 dz, 
rst, 
Zur Durchfiihrung des letzten Schrittes wurde dabei Hilfssatz 4 verwendet. 
Namlich, aus Hilfssatz 4 folgt fiir die Funktion y(t) = u(tx) bei festem x mit 
|z| = r, die Abschatzung 
T. 


fo drjre< 4r5* / (@u/dr)? (r2 — r*)? dr, 
0 


é 
welche nach Integration iiber die Einheitskugel die Ungleichung 
/ ur-1-"dzs 4r54 / (Ou/dr)?ri-"(r2— 1)? dx 

rs T, rs ‘, 


ergibt, welche zur Abschaétzung im obigen Sinne benutzt werden kann. 
Endlich werde Hilfssatz 3 auf die Funktion y(t) = u(tz), O<St< 1 (bei 
festem x mit |z| = r,) angewandt. Dann folgt 


[ (@ujary(re— r? drs x*(1 + 5/22*) rx? [ (@ujary*r2(r9— r)idr+ 
0 6 


_ + 5 (a? + 12) | war. 
Dies werde iiber die Kugel |z| = r, integriert: 


[ @uarpr(r5— r? dx sx?(1+ 5/2 x’) rp? [ (@ujar2)r-"(r4— r)idx+ 


Py 
TST TST 


+ 5(2?+ 1/2) [en-naz ‘ 
Tt 


Wir fiihren darin 12 — r? ein anstatt r,— r und erhalten 


[ (@ujar)r'-™(r8—r2)*'da < 4n4(1 + 5/222) r* [ (a ujar2yr8-"(r3— rbd x 
ror, F rate 
+ 20(a+ 1/2) 78 | wtri-ndx. 


rsr, 
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Wegen @?u/dr? = 4 2z,/r x,/r Puldx, 0x, folgt (*u/dr*)?< 2, (Pu/dx, dx,)*, 
alsc kann man wut abschatzen : 


< 4n°(1 + 5/2 2*) 154 z (P®u/dx, Ox,)*r3-" (75 — 2)8 dx + 
oe =1 
+ 20(a2+ 1/2)r2 [wr-raz ' 
isr 
Aus beiden Abschatzungen zusammen folgt endlich 


/ ¥ (@ujax,)*A-"(2— 1) de < 
i=1 


rst 
< (n—1) lg SE (@u/az, a2,)*r- “(3— mdz + 
ik=1 
rsh 
+ 2(1 + 4(n—1)%) x8 J @ujarer—n(r3— ty dx < 
. Tat 
n 
<% DY (@ujdx, Ax,)*r?-"(r2 — 1°) dx + c, 18 / wr-ndz 
FN eae ror 
mit 


(n — 1)-1+ 82°(1 + 5/2 2*) A + 4(n— 1)?) 
s= 40(x*+ 1/2) (1+ 4(n—1)), 
also die Pr von Satz 4. 
Kombination von Satz 3 und Satz 4 liefert nun sofort 


Satz 5: Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gibt es Konstanten c, und c,, 
die nur von e, p und n, nicht aber von ry, u oder den a,;,(x) abhangen, derart, 


daB gilt 
n 2 
Dy (Ou/dx,)*r-"(r2 — r*)4da < cy I DS a, Fulda, a2) x 
a oe i.k=1 
x 3-9 (72 — 98d x + 
+15 [ wri-sdz. 
TSre 
Hieraus folgt weiterhin 
Satz 6: Sei 


L(u) = Pt a,, (2) Pu/dx;, 02+ by b, (x) Ou/dx,+ by(x)u 
i i=1 


ts = 
n 
ein linearer Differentialausdruck, fiir dessen Hauptteil »’ a, ,(x) 0*u/@x,; dx, die 
ik=1 


Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt sein mégen. Es gebe ferner eine Konstante 
M, derart, daB gilt 


z O,(zy*s Mu. 
i=0 





~~ 


eX, 
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Dann gibt es ein r, > 0 und Konstanten Cy, ¢,9, welche nur von ¢, p, n und M 
abhangen, so daB fiir r,< 1, gilt 


 @ujazyte-3— rds so [ Cooper mae + 
TSt fst - 
+ Cy [en-raz ‘ 
Tat 
Beweis: Nach Satz 5 folgt fiir beliebiges r, die Ungleichung 


/ Z (Ou/dx,)*r1-"(r2 — r*)*dax < 2c, [ Cepe-og— ede + 


i=1 


rst Tat 
+ 2eqMre [ S (Oujdx,)*r-*(r8— r8hdz + 
ote. i=1 
+ 2cgMri° [en-raz + ¢yr6 [eres ‘ 
TSte fst. 


Wahit man r, gem&B der Beziehung 4¢,Mr§<1, d.h. setzt man 
r,= 1/2(Mc,)-"?, so folgt die behauptete Abschatzung mit 


Co= 4c, ’ Cio= 2e,Mri?+ cr? . 


§ 4. Abschiitzung von [{ u® r-'" dz 
Als nachstes benutzen wir den in § 3 bewiesenen Hilfssatz 4, um das Integral 
J wr-!-*"dz abzuschatzen. , 
Satz 7: Es seien die Voraussetzungen von Satz 6 erfiillt. Dann gibt es ein 
r,> 0 und Konstanten ¢,,, ¢,, welche nur von r,, ¢, p, n und M abhangen, 
d.h. fir 0 <r, <1, gilt 


fw ri-Mde<e, f Cape-*— dz + Cs fen-sdz 
rst rst. Tat 

Beweis: Man wende Hilfssatz 4 auf die Funktion y(t) = u(tz®),0 st¢<1, 
mit festem x°, |x| = r, an und integriere die so gewonnené Abschatzung tiber 
die Einheitskugel. Dann ergibt sich, wie friher beim Beweis von Satz 4, die 
Ungleichung 

[ermraz < 4r3 [eure rydz. 
TSt rst 

Folglich hat man 


[ wrinde s 493 a ; (Au/dz,)?r-"(r2 — "das 
rst ria | 
sty [ E Gujazyr-mg—ridet cy [ wenrde, 
i=-1 . 
rSth rate 


wobei ¢,3, ¢;, nur von n und r, abhangen. Wendet man jetzt Satz 6 an, so folgt 
sofort die Behauptung. 
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§ 5. Apriori-Abschitzung der Hilderkonstante von u 


Wir schreiten endlich zum Beweis von Satz 1. Die Vervollstandigung dieses 
Beweises lauft im wesentlichen analog zu dem Verfahren in [1], §7 und 8. 
Wegen Hilfssatz 1 geniigt es offenbar zu zeigen, daB unter den Voraussetzungen 
von Satz 1 fiir hinreichend kleines, jedoch nach Angabe von n, p, P, q, Q, M, 
é und t bereits fest bestimmbares 6 der Ausdruck 


a= sup / (u(x) — u(x®))? |2— 29|-"-1dx 
2eB lewise \ 


eine Ungleichung der Form 


Ha Cys If)? + Cag ull? + Caz Ills 


erfillt mit Konstanten ¢,,, Cy, ¢,,, die nur von n, p, P, g, Q, M, « und r ab- 
hangen: Hilfssatz 1 liefert dann eine Abschatzung fiir H,),,, und somit all- 
gemein fiir H, ,, « < 1/2. Die einzige Schwierigkeit liegt dabei noch in der 
Betrachtung der Randterme. 

Um einen beliebigen Punkt x° des Randes J" beschreiben wir eine Kugel 
|a — 2°| < uw (mit hinreichend kleinem Radius ,) und bilden durch eine zweimal 
stetig differenzierbare Transformation x = x(y), oder ausgeschrieben 


X= B(Yy,---.Yn)> t+=1,...,n, 


der unabhangigen Variablen z mit nichtverschwindender Funktionaldeter- 
minante den Durchschnitt dieser Kugel mit dem Bereich B topologisch so auf 
einen Bereich B* des (y;,..., ¥,)-Raumes ab, daB x° in den Nullpunkt iiber- 
geht und daB das Hyperflachenstiick |z— x°| < vw, x € I’ in eine Umgebung 
von y = 0 auf der Hyperebene y, = 0 iibergeht. Fiir |z— 2°| <u, xr€ Brel 
gelte ferner y, > 0. 

Die Transformation x = x(y) ist durch diese Eigenschaften natiirlich nicht 
eindeutig bestimmt. Mit ihr leistet z. B. jede Abbildung der Form x = x(V y) 
genau dasselbe, wenn V eine beliebige nichtsingulare konstante n x n-Matrix 
von positiver Determinante ist, die die Ebene y, = 0 auf sich abbildet. 

Sei die Matrix ((@y,/02z,)) mit S(x) bezeichnet, dann transformiert sich 
bei der Abbildung x = x(y) der in Satz 1 definierte Operator L in den Operator 


ool 2 wey) Py, Ay,+ LY bE (y) dy, + bF(y) 


mit 


((a%(y))) = S'(a(y)) A(z(y)) S((z(y)), A(z) = ((aix(2))) 


n 


bF(y) = 2 an(2(y)) OP y,/Ox, Ox, + b;(x(y)) Oy/Ox;, bF(y) = bo(x(y)) . 


sowie 


Man definiere nun V = S’(x°®) Tz'O mit einer konstanten orthogonalen 
Matrix O, die dafiir sorgt, daB V, wie verlangt, eine positive Determinante hat 
und die Ebene y, = 0 auf sich transformiert. Eine solche Matrix O kann immer 





& 8 ow 


Pe > ee > i | 
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gefunden werden. 7',, sei die in Satz 1 definierte nichtsingulare Matrix. Wendet 
man anstatt der zuerst definierten Transformation die Transformation 
xz = x(Vy) an, so geht L iiber in den Operator 


Lev= 3 aff (y) H/Oy, Oy.+ 2 bF* (y) O/Oy,+ §*(y) 


mit al 
((a&* (y))) = V-2S' (x(Vy)) A(x(Vy)) S((2(Vy)) V-” 
= O' T’, 8'-1(2°) 8’ (2(Vy)) A(x(Vy)) S(x(Vy)) S>(2) 7,0. 


Fir y= 0 ergibt sich also A**(0) = O' T).A(z°)T,.O, und diese Matrix 
geniigt nach Voraussetzung der KX,-Bedingung mit dem in den Voraussetzungen 
von Satz 1 angegebenen ¢, denn die orthogonale Transformation O laBt die 
Eigenwerte der Matrix A,.(z°) = T'»A(x°)T», also auch jede K,-Bedingung 
invariant. Wir wollen zeigen, daB fiir A** (y) in einer hinreichend kleinen Halb- 
umgebung y,2 0, |y| <t’ von y = 0 auch noch die K,/,-Bedingung erfiillt ist. 
Wesentlich ist dabei, daB t’ nicht von den speziellen Eigenschaften der a,,(z), 
sondern allein von der Auswahl der Transformation z = z(y) (d.h. letzten 
Endes von der Gestalt des Bereiches B) und von den Konstanten n, p, P, q, Q, 
M, e und t aus Satz | abhangt. 
Mit 
Z(y) = ((zxe(y))) = S(x(V y)) S-*(x°) — ((d,x)) 

folgt 


A**(y) = O'T,,A(x(Vy))T pO + 
+ O' T'pZ'(y) A(x(Vy)) TO + O' TA (2(Vy)) Z(y) TO + 
+ OTp2Z'(y) A(z(Vy))Z(y)T xO 
Wie bereits in der Einleitung ausgefiihrt, kann die X,-Bedingung auf die 
Komponenten der Matrix anstatt auf ihre Eigenwerte bezogen werden. Fir die 
Matrix A*’= ((a%)) driickt sie sich dann aus als die Bedingung 


n 2 
(—1) 5 (oars a—em( 5 ai) 
e ik= i=1 


und gemaB den Voraussetzungen von Satz | gilt dies fiir alle y mit y, => 0 und 
pe S Tt, (t, hinreichend klein). Daraus ergibt sich etwa fiir die Matrix 

= ((cix)) = O' TZ! (y) A(x(Vy)) P20 = O' TZ’ Tis" A* (x(Vy)) 0 
die Abschatzung 


_ Bs y (t%)? x zip ) (?%,)* x (a%(x(Vy))? < 
ijt= fs ik=1 ik=1 ik=1 


n n 2 
<mQqr(1—einyin—1)(_ ain))( 2 ar (e(V y)) 


= k=l 


Dabei sei T= ((t%)), Tz4 = ((#%)) gesetzt, g und Q seien die in den Voraus- 
setzungen zu Satz | definierten unteren und oberen Schranken der Matrix 7’). 
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Ferner wurde zur Gewinnung der letzten Abschitzung mehrfach die Un- 
gleichung 
n n 2 n n 
E (\E aubu) = 2 oh Eo { 
ik=1 \=1 ik=1  ik=l 
benutzt, die fiir beliebige reelle Zahlen «,, B,;, i= 1,...,m gilt. Ganz ent- 
sprechend gewinnt man fiir die Quadratsummen iiber die Elemente der 
Matrizen 
OTA (x(Vy))(Z(y) T xO | 
bzw. | 
OT D2 (y)A(x(Vy))Z(y) TO | 
Abschatzungen durch Ausdriicke der Form 


a(n) Qq"* ( ba sh(w) (_ 2 otc vw) 


bzw. 
n 2 n 2 
a’ (n) ers 2 shi’) ( E ate) : 
ik= ik= 
in welchen die Konstanten a, o’ nur von n abhangen und die zusammen mit der 
zuerst hergeleiteten Ungleichung alle in einer gemeinsamen Umgebung 
¥,= 9, |y| < t, gelten. Somit erhalt man insgesamt 
n n 2 
E (ote (W's (0 —elnyin—1) +0" ¥( Fase Vy). 
ik= i=1 
denn es sind offenbar die Koeffizienten z,;,(y) der Matrix Z(y) stetig diffe- 
renzierbar, da x(y) zweimal stetig differenzierbar ist und die Funktional- 
determinante nach Voraussetzung nicht verschwindet, ferner weil 


Z(0) = S(x®) S(x°)-*— ((d;,)) = 0 
gilt. Wesentlich ist wiederum, daB die Konstante o”’ nur von den Konstanten 
n, p, P, q, Q, M, e und t und von den speziellen Eigenschaften der Trans- 
formation z(y), d.h. des Bereiches B abhangt. Als nachstes haben wir 
n 2 n 2 
( Dy af (x( v¥)) durch ( = at) abzuschitzen. Offenbar hat man 
1 


i= i=1 
dazu 


|Spur(A**)| > |Spur(A*(z(Vy)))| — Spur [OA**0O’— A* (2(Vy))]. 
Die Differenz 0.A**0’— A*(x(Vy)) besteht wiederum aus den drei oben 


n \2 n 
diskutierten Matrizen. Wegen| ¥; c,,| <n 5 c% kénnen dieselben Abschat- 
i=1 | ik=1 





zungen wie oben noch einmal benutzt werden, um eine Ungleichung der Form 


(Spur (A**))*2 (1 —o’”’ |y|*) (Spur(A* (x(V y))))? 
herzuleiten, wobei o’”’ dieselben Eigenschaften wie o’’ besitzt. Aus den beiden 
Ungleichungen zusammen folgt 


n n 2 
: 2 oe (y))*S [(1 —e/n)/(n—1) + 0” |y|*] (1 — 0” |yf** ( = atv) 
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fir y,= 0, |y| < t,. Es gilt 
((1 — e/n)/(m — 1) + oly|*] (L — 0” |y|?}-*'S (1 — e/(2n))/(n — 1) 

fiir |y| < t, bei hinreichend kleinem r;, das nur von ¢, 0’, o’”’ und n abhangt. 
Mit t’ = Min(rt,, t,) sind dann alle Voraussetzungen erfillt, d.h. A** geniigt 
der K,/.-Bedingung fir y,2 0, |y| <7’. 

Wenn wir jetzt die Transformation -x = z(Vy) schlechthin wieder mit 
x = x(y) bezeichnen, so kénnen wir sagen: Die Transformation z = z(y) kann 
so gewahit werden, daB sie den Bereich |z— x°| < yw, x € B zweimal stetig 
differenzierbar und umkehrbar eindeutig auf eine Umgebung des Nullpunktes 
y = Orelativ zum Halbraum y, 2 0 abbildet und derart, daB nach Transforma- 
tion auf die Variablen y der Operator L die Gestalt 


n n 
Poa ~, ah.(y) P/8y, Oy,+ ~ bF (y) Oy, + b§ (y) 
i\s= {= 
annimmt mit einer Matrix A*(y) = ((a)(y))), die fir |y| st’, y,20 der 
K,/_-Bedingung geniigt, wogegen die Funktionen b} (y), i = 0,1, . . ., n, gleich- 
ma&Big beschrankt sind durch eine Konstante K, die nur von M und der 
speziellen Gestalt der Transformation x(y) abhangt. Der Radius t’= rt} der 
obigen Halbkugel kann ebenfalls nach Vorgabe der Konstanten n, p, P, g, Q, 
M, « und t sowie der Transformation z(y) bereits bestimmt werden. 

Offenbar gibt es nun eine Kugel R= {z 3 |z— 2°| Sry}, so daB der 
Durchschnitt R,.-\ B mit dem Durchschnitt von R,. und der Bildmenge im 
xz-Raum der Halbkugel |y| s t}, y, 2 0 tibereinstimmt. Wir bezeichnen den 
Durchschnitt von B und der Kugel |z — x°| s r,./2 mit Fy». Das Bild y(F) 
des Bereiches F,. im y-Raum hat offenbar einen positiven Abstand s,. von der 
Kugelflache |y| = t». Wenn daher 2’ irgendeinen Punkt aus F,,. bezeichnet 
und y’ sein Bild, so liegt die Kugel |y— y’'| < 8, stets innerhalb der Kugel 
|y| Sty. Ferner gibt es eine positive Zahl s‘, derart, daB das y-Bild des 
Durchschnitts der Kugel |z— 2z’| < 8» mit dem Bereich B innerhalb von 
ly— y’'| S 8, liegt, und s. kann unabhangig von der Wahl des Punktes 2’ im 
Bereich F». gewahlt werden. Offenbar hingen wiederum s» und 8, allein von 
der Transformation x(y) und von der Zahl t,. ab. Fiir irgendein u(x) mit 
stiickweise stetigen zweiten partiellen Ableitungen in B und fiir beliebiges 2’ 
aus F,. hat man nun 


(u(x) — u(x’)? |24—2'|-"'dzs 
ae B, \z —2'|S te 
Soe / (o(y)—v(y’)Ply—y'|-* dy, 
vi 20, |y—'| Stee 
wo v(y) = u(x(y)) und c,, eine gewisse, nur von s,. und den Eigenschaften der 
Transformation z(y) abhangige Konstante ist. (Insbesondere ist c,, unabhangig 
von u(z).) ‘ 
Wenn u(z) eine Lésung von L(u) = { ist, so gilt 


L*(v) = f(z(y)) = g(y) . 
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Fir hinreichend klein gewahltes s,. erfillt L* die Voraussetzungen von Satz 7 
mit den Konstanten 8}, ¢/2 statt r,, ¢ und mit gewissen durch die Transforma- 
tion z(y) bestimmten neuen Zahlen p* und M* statt p und M, allerdings nur 
im Bereich |y—y'|S sp, y,=0. Wenn u(z) = p(x) fir x€ I, 80 folgt 
v(y) = y(z(y)) = w(y) far y,= 0. Setzen wir die Funktion p(y) fir y, +0 
durch die Bedingung 
(Ya ---> Yn) = Y(O, Ya - ~~» Yn) 

fort, so gilt offenbar 


Max _{lv|, |@y/Oy|, | y/Ay; Pye|} < cr Iplle - 
i,k = 1,|¥| S tz0 


Sei w = v— y, so folgt L*(w) = h mit h(y) = g(y) — L* (w); w = 0 fiir y,= 0, 
und es gilt offenbar 

Max — |h| S Cao lps + Cn Iifl - 

vi 20, |y| S t2e 
Jetzt werde an der Ebene y, = 0 gespiegelt, und zwar sollen w(y) und A(y) ungera- 
de fortgesetzt werden. Dann ist w(y) stetig differenzierbar und hat stiickweise 
stetige zweite Ableitungen in der ganzen Kugel |y| < 1. Setzt man auch 
a}, bf, i = 0, .. ., m, fort, und zwar b§, af,, af,, bf, 4, uw = 2,..., m gerade und 
by, af, af,, A = 2, ..., m, ungerade, so gilt auch in der ganzen Kugel |y| < tr» 
stets L*(w) = h. Alle Voraussetzungen von Satz 7 bleiben auch in der vollen 
Kugel |y — y’'| S 8, erfillt. Folglich liefert Satz 7: 
(u(x) — u(x’)? |a—_2'|-*"“I'dz< 
2€B, |z—z'| S30 
SG / (v(y) — o(y)? |y—y'|-* "dy s 
vi 29, |\y—y'| S820 
S2C5 / w(y) — w(y’)* |y— y'|-"-*dy + 
\y—v'|S tz0 


+ 2, / (y(y)— vy)? ly—y' "dys 


(*) ly —Y'|Sae0 

S2enty ff — L*(w(y)—w(y'))Fly—y'?-(ob— |y— dy + 
ly —y'|S 420 

+ 22s [ (w(y) — w(y’))? |ly— y'P dy + 
ly —y'|< 820 

+21, / (y(y)— yy’)? ly—y' |" dys 
ly—y' |S 820 





S Cap | pla” + Cog fl? + Cog lel? 


Letzteres folgt, weil einerseits L*(w) = h wie oben abgeschatzt werden kann 
und weil man andererseits hat L*(w(y')) = b} (y) w(y’), ferner weil die beiden 
ersten Integrale eine Potenz von |y— y’| enthalten, die eine Abschaitzung 
durch das Maximum des absoluten Betrages erlauben, wahrend fiir das letzte 
Integral eine Abschatzung durch die Ableitungen von y méglich ist. 





ef: 
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Sei jetzt x° ein Punkt aus dem Innern von B und r,.> 0 so beschaffen, daB 
r, <t gilt und daB die Kugel R,.= {x > |x— x°| < r,.} noch ganz innerhalb 
von B liegt. Hierbei sei r die in Satz 1 definierte Konstante. Innerhalb von 
R,. fahren wir neue Koordinaten y = (y,,..., y,) durch die lineare Trans- 
formation z— x®°= T>'y ein. Dann geht L in den Differentialausdruck 


n n 
[I*¥= S ak P/dy, 0y,+ SY bf a/dy,+ vf 
i.k=1 i=1 
liber mit 
n 
A*= ((ah)) = Tp»ATZ und bf = Y tab, i=1,...,n, dF =b. 
kel 


Sei z’ ein Punkt aus B mit |z’— x°| < r,./2 und sei 
R’ = {23 |2—2'| < 1/2 r,,q/Q}. 
Die Abbilder von &,. und &’ unter obiger Transformation seien mit €,. und €’ 
bezeichnet. Dann hat man 
€,= {y5 |T ay! oa rz} 
© = {y> |To(y— y’')| S 1/2req/Q}, 

wobei y’= T5'(x'— 2°) das Bild des Punktes z’ im y-Raum bezeichne. 

Offenbar gilt R’ Cc R,. und daher auch €’c €,.. Mehr noch, das Ellipsoid €’ 
ist in der Kugel |y — y’| S 1/2 r,./Q enthalten, welche ihrerseits ein Teilbereich 
von €,. ist. Um die erste Inklusion einzusehen, beachte man, daB einerseits 
fiir y ¢ €' die Ungleichung 

qiy—y'| S|Te(y—y')| S 1/2reg/Q, 
also die Abschétzung 
ly—y'| S1/2rp/Q 
erfillt ist. Fir die zweite Inklusion bemerken wir andererseits, daB die Un- 
gleichung |y — y’| S 1/2r,./Q die Abschatzung 
|jz—2'| = |To(y—y')| SQ ly—y'| S12re 
nach sich zieht. Da |z’— x°| Ss r,/2 gilt, folgt also 
le— 29 < |z—2'|+ |2—2| Srp 
und somit x € R,., y € €,. Daraus leitet man her, daB 
(u(x) — u(2’))*? |z—2'|-"I'das 
jz —2'|S"/srz0g/Q 
soy? f(y) — vy)" y—y' 8 dy 
(vy —y'|S"/ereelQ 

gilt fiir jedes in |jz— x°| <r, zweimal stetig differenzierbare u(x) und mit 
v(y) = u(z®°+ TZ'y). Wenn nun u(z) eine Lésung von L(u) =f ist, so gilt 


L*(v) = f(x°+ Toy). 
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Fiir hinreichend klein gewahltes r,. erfiillt der Operator L* in der Kugel 
ly— y’| S 1/2 r,./Q ferner alle Voraussetzungen von Satz 7 mit den Konstanten 
r,= 1/2 r/Q, e, n und mit p* = gp sowie M* = (Q*+ 1)M anstatt p und M 
beziehungsweise. 

Folglich hat man auf ahnliche Weise wie fiir die Randterme: 


(**) (w(x) — re (2"))® | — 2/|-*-1S egy [tel®+ Ce If? - 
|jz—2'|S"/areeg/Q 

Endlich ergibt sich der Beweis von Satz 1 folgendermaBen: Nach dem 
Heine-Borelschen Uberdeckungssatz ist es méglich, eine endliche Anzahl von 
Punkten 2’, v= 1,...,.N, auf dem Rand I und eine endliche Anzahl von 
Punkten x”, » = 1,..., N, im Innern von B zu finden, derart, daB die Be- 
reiche F,,, y= 1,..., N, und die Kugeln |x — z’| < r,,/2 den Bereich B voll- 
standig tiberdecken. Wenn man dann mit 6 das Minimum der endlich vielen 
positiven Zahlen s,,, y= 1,...,N, und 1/27r,,/Q, y= 1,..., N, bezeichnet, 
so ergibt sich offenbar 


(u(x) — u(x’))® |x — 2'|-* “dx S cys fl? + Cre ul? + Cry pla? 
z€B,\|z—2'|\s6 

mit gewissen Konstanten ¢,5, C,,, C7, die allein von n, p, P, g, Q, € und t ab- 
hangen. Denn fir beliebiges x’ ¢ B gilt entweder 2’ ¢ F,, fiir ein gewisses vy oder 
|x’— 2” | < 1/2 r,»q/Q fiir ein gewisses v’. Im ersten Falle schitzt man auf 
Grund von Formel (*), im zweiten Falle auf Grund von Formel (**) ab. Damit 
folgt nach Hilfssatz 1 der Beweis von Satz 1 unmittelbar. Man kann sogar 
immer den Hélderexponenten « = 1/2 benutzen, auf jeden Fall aber jedes 
beliebige « zwischen Null und 1/2. 
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Uber die nichtlinearen Wellengleichungen 
der mathematischen Physik*) 
Von 


Konrab JORGENS in Heidelberg 


Einleitung 


Die nichtlinearen partiellen, Differentialgleichungen, die sich formal aus 
einem Variationsprinzip mit einer Lagrangefunktion der Form 


L=L(K,1), K=ul+ug+u?—u?, I=v? 
herleiten lassen, sind als Verallgemeinerungen der linearen Wellengleichung 
Mee Ug — Uyy — Uys + wu =0 


aufzufassen, die aus L = ; (K + p? I) hergeleitet ist. Die Herkunft aus einem 


Variationsprinzip und die Invarianz der Lagrangefunktion gegeniiber den 
inhomogenen Lorentztransformationen garantieren die Giiltigkeit der zehn 
Erhaltungssatze. Eine solche Gleichung soll als nichtlineare W ellengleichung 
bezeichnet werden, wenn sie auch noch die folgenden Eigenschaften mit der 
linearen Wellengleichung gemein hat: 

1) Die Differentialgleichung ist hyperbolisch. Das Anfangswertproblem in 


bezug auf eine raumartige Anfangsmannigfaltigkeit ist demnach sachgemaB 
gestellt. 

2) Die Charakteristiken sind zeitartig, d. h. das EinfluBgebiet jedes Punktes 
P ist enthalten in der Zukunfts-Hialfte des Lichtkegels mit der Spitze in P, das 
Abhangigkeitsgebiet in der Vergangenheits-Halfte (Kausalitat). 

3) Das Energie-Integral ist positiv fir alle Funktionen u + 0, falls es 
existiert, und ist gleich Null fir u = 0. 

Diese drei Forderungen lassen sich leicht als Ungleichungen formulieren, 
denen die Lagrangefunktion und deren Ableitungen geniigen miissen. 

Nichtlineare Wellengleichungen kommen in der Mesonenphysik vor, da sie 
geeignet sind, Wellenfelder mit Selbst-Wechselwirkung zu beschreiben; und 
zwar sind bisher zwei Typen von Gleichungen betrachtet worden: Die semi- 
linearen Gin. mit der Lagrangefunktion L => (K + F(I)) und die Gin. vom 
Bornschen Typ mit L = VK + F(/) — G(I)'). Zum ersten Typ gehért die 
~ *) Bei der Naturwissenschaftlich-Mathematischen Fakultét der Universitat Heidel- 
berg als Habilitationsschrift eingereicht. 

1) M. Born hat 1934 (vgl. [3]) nichtlineare Gln. des elektromagnetischen Feldes vor- 


geschlagen, deren Lagrangefunktion die Quadratwurzel einer Lorentzinvarianten des 
Feldes ist. Die Idee einer skalaren Theorie dieser Art stammt von Heisenpere (1939). 
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Mesonengleichung von ScuirF [11], zum zweiten die von HersEnBEre [6]. 
Gerade diese Beispiele legen es nun nahe, eine zusatzliche Bedingung an die 
Wellengleichung zu stellen: Soll namlich eine Wellengl. die zeitliche Veran- 
derung eines Mesonen-Wellenfeldes beschreiben, so muB zu beliebigen, physi- 
kalisch zulassigen Anfangswerten u, u,, die zur Zeit t = 0 vorgeschrieben sind, 
genau eine Lésung der Wellengl. im ganzen Halbraum ¢ 2 0 existieren, die fiir 
t = 0 die vorgeschriebenen Werte annimmt?). Ist dies der Fall, so sagt man, das 
Anfangswertproblem sei im GroBen lésbar. Als physikalisch zulissig be- 
zeichnet man Anfangswerte u, u,, die hinreichend oft differenzierbar und so 
beschaffen sind, daB das Energie-Integral konvergiert. Hinsichtlich der 
Lésung u des Anfangswertproblems hat man zwischen eigentlichen, d. h. min- 
destens zweimal stetig differenzierbaren, und schwachen Lésungen (StoB- 
wellen) zu unterscheiden. Das Problem ist, alle Wellengleichungen zu be- 
stimmen, fiir die das Anfangswertproblem, sei es im eigentlichen, sei es im 
schwachen Sinne, im groBen lésbar ist. 

In dieser Arbeit wird folgendes gezeigt: Es existiert eine ausgezeichnete 
Klasse von Wellengleichungen, die aus den semilinearen und den Bornschen 
Gln. besteht sowie aus allen den Gin., die man aus diesen durch Transformation 
der abhangigen Variablen erhalt. Fiir alle Wellengin., die nicht zu dieser Klasse 
gehoren, ist das Anfangswertproblem im groBen im eigentlichen Sinne nicht 
lésbar, d. h. die Lésung bleibt im allgemeinen nur innerhalb eines endlichen 
Zeitintervalls zweimal stetig differenzierbar; wenn jedoch schwache Lésungen 
des Anfangswertproblems existieren, so geniigen sie im allgemeinen nicht den 
Erhaltungssitzen der Energie und des Impulses, scheiden also fiir die Be- 
schreibung physikalischer Vorgainge aus. Fiir die schwachen Lésungen der 
ausgezeichneten Wellengln. sind die Erhaltungssatze hingegen stets erfiillt. 
AuBerdem haben die ausgezeichneten Wellengln., und nur diese, die Eigen- 
schaft, daB die Unstetigkeitsflachen der schwachen Lésungen Charakteristiken 
sind; die Sprunghdhe (der ersten Ableitungen beim Durchgang durch die 
Flache) geniigt einer gewohnlichen Differentialgleichung langs der Bicharak- 
teristiken, aus der folgt, daB die Sprunghéhe entweder nirgends oder tiberall 
auf einer Bicharakteristik verschwindet, d.h. daB die Unstetigkeiten der 
Lésung nur von Unstetigkeiten der Anfangswerte herriihren kénnen. Diese 
Resultate gelten, mit einer Ausnahme, auch fiir Wellengln. fiir eine komplex- 
wertige Funktion. 

Sehr ahnlich liegen die Verhaltnisse bei den nichtlinearen Theorien des 
elektromagnetischen Feldes. Hier nimmt die Bornsche Elektrodynamik eine 
Sonderstellung ein, wie von D. I. BLocuinzew und W. OrLow [2] gezeigt 
worden ist. Insbesondere kénnen in der Bornschen Elektrodynamik keine 
StoBwellen entstehen. Dasselbe Resultat fiir eine spezielle skalare Bornsche 
Wellengleichung hat T. Tantuti [12] gefunden. 

Die gestellte Aufgabe ware voilstandig gelést, wenn bewiesen wiirde, dab 
fiir die ausgezeichneten Wellengln. das Anfangswertproblem im groBen lésbar 
ist. In dieser Arbeit wird nur die Existenz von (eigentlichen) Lésungen u(z, t) 





%) Die Lésung existiert dann auch fiir t < 0. 
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bewiesen, die von zwei Variablen abhangen, und zwar bei den semilinearen 
Gin. ohne wesentliche weitere Einschrinkung und auch fiir komplexwertige 
Lésungen; bei den Bornschen Gin. aber nur im Fall G(J) = const und in 
charakteristischen Variablen. Diese Lésungen der Bornschen Gin. sind als 
Funktionen von z und ¢ zwar in der ganzen Halbebene ¢ = 0 definiert, jedoch 
unter Umstanden mehrdeutig. Es ist klar, daB nur eindeutige Lésungen physi- 
kalische Bedeutung haben; es scheint aber nicht leicht zu sein, Bedingungen 
fiir die Eindeutigkeit anzugeben. 

Teile dieser Arbeit sind entstanden, wahrend ich Mitarbeiter im Max-Planck-Institut 
fiir Physik in Géttingen (jetzt Miinchen) bzw. Gast im Institute of Mathematical Sciences 
der New York University war. Es ist mir eine angenehme Pflicht, den Herren Prof. W. 
HEIseNBERG und Prof. A. Scattirzer vom Max-Planck-Institut fiir Physik sowie Prof. 


P. D. Lax und Prof. G. B. Warrnam vom Institute of Mathematical Sciences fiir niitzliche 
Anregungen und fiir ihr Interesse an dieser Arbeit herzlich zu danken. 


§ 1. Wellengleichungen 
Es werden die folgenden Bezeichnungen benutzt: 
2 = {2, 2, 2, 2%}, (2°= t) 
—-1 fir i=j=0 
r-| 1 fir i=j=1,2,3 
0 fir i+j 
“= 25, es GargT -(= zeta) 


I=, K=K {u} =g%u,u,= wu,(- >» wu) 


j=0 
wobei das Summenzeichen stets weggelassen wird. 
Die Lagrangefunktion L = L(K, I) sei in einem Teilgebiet G der K J-Ebene 
erklart und fiinfmal stetig differenzierbar. Das Gebiet © habe die Form 
6: 0sIl<o 
K,(I)< K<o,K,(i)<0 fir 0OSI<oo. 


Bei den semilinearen Gln. ist K,(J) = —co, bei den Bornschen Gln. ist 
K,(1) = —F (1). K,(1) wird als negativ angenommen, damit die Lagrange- 
funktion fiir alle ebenen Wellen, deren Geschwindigkeit nicht gréBer als die 
Lichtgeschwindigkeit ist, d.h. fir alle Funktionen u = /(é,2‘) mit &&,> 0, 
erklart ist. Fir diese Funktionen ist namlich K {u} = f’é&,>0. Die zu L 
gehérige Eulersche Gleichung ist 


(1.1) 


(1.2) — sa {Leu} + L,u=0 

oder 

(1.2a) {Lg + 2Lggu'w} u,,+ {2L",K — Lj} u=0 
Setzt man 


(1.3) 





T= 2Lgu'w— Lg, 
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so folgen aus (1.2) die Erhaltungssatze der Energie und des Impulses*) 
oT# a 

(1.4) i 2ut laa (Lgu’) ~ Lyu| =0. 

T™ ist die Energiedichte und {7®, T°, 7°} der Impulsdichtevektor. Aus (1.4) 

folgt die Integralform der Erhaltungssatze 


(1.4a) f TindS=0; 
& 


3 
& ist eine beliebige geschlossene Flache, n,; der N ormalvektor mit » (nF = 7 
i=0 
und dS das Oberflachenelement. 


Die Differentialgleichung (1.2) ist eine Wellengleichung, wenn die folgenden 
drei Bedingungen erfillt sind: 

1) Die Differentialgleichung ist hyperbolisch; eine notwendige Bedingung 
hierfiir ist, daB die Koeffizientenmatrix des Hauptteils 

Ati= Lyg'+ 2Lhgxu'w 
eine negative Determinante hat. Man erhalt 
det (A*) = (Lx)* {Lg+ 2K Lex} <0. 
Daraus folgt Lx + 0, also ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
(1.5) L,>0O, DLgt+ 2KLgx>O. 
Diese Ungleichungen sind aber auch hinreichend fiir den hyperbolischen 
Charakter der Differentialgleichung. 

2) Die Charakteristiken sind zeitartig, d.h. ihr Normalvektor n, geniigt 
der Bedingung n‘n;= 0‘). Die Charakteristiken sind bekanntlich durch die 
Gleichung 

Atingn,= Lyn'n, + 2Lgx(u‘n,)?= 0 
definiert. Die Bedingung n‘n, = 0 ist also wegen (1.5) der Ungleichung 
(1.6) Lgxs9 
aquivalent. 

3) Das Energie-Integral 


+o 
Sff T® dada dz 


ist positiv fiir u(x) + 0, falls es existiert, und gleich Null fiir u(x) = 0. Hieraus 
folgen die Ungleichungen L —- 2KLy2>0 fir K <0, L20O fir K > 0, die 
jedoch nicht hinreichend sind und auch im folgenden nicht gebraucht werden. 
Fiir die ausgezeichneten Wellengln. werden notwendige und hinreichende 
Bedingungen in § 5 bzw. in § 6 aufgestellt. 

Zur Charakterisierung der ausgezeichneten Klasse von Wellengln., die aus 
den semilinearen und den Bornschen Gln. sowie aus den daraus durch Trans- 


*) Die ibrigen Erhaltungssatze folgen aus diesen und aus der Symmetrie des Tensors 
Tis 


‘s) Vgl. D. I. BLocutnzew [1]. 
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formation der abhangigen Variablen hervorgehenden besteht, wird die Funktion 
M (K, I) = {Lx(K, 1)}-* 


eingefihrt. Die Koeffizientenmatrix des Hauptteils la6t sich durch M aus- 
driicken 


(1.7) Ati= M-"* {Mg4— Myu'w} 
und die Ungleichungen (1.5), (1.6) gehen iiber in 
(1.8) M-—KMx>90, Myz2=0. 


Die ausgezeichnete Klasse von Wellengleichungen ist durch die Gleichung M xx = 0 
charakterisiert. Aus dieser Gl. folgt nimlich My= A(J), und es ist A(J) => 0 


nach (1.8). Ist A (I) =0, so erhalt man L=+ B(I)K + C(1) mit B(I) > 0 


wegen (1.5); ist aber A(J)+ 0, so folgt L =| B(1) K + C(1) + D(J) mit 
B(I) = 4A-', und B(J) ist positiv, weil sonst L fir K + 0 und gewisse Werte 
von J nicht stetig ware. Die Transformation 


U =| yBW@ dv 
0 


liefert dann im ersten Fall die Lagrangefunktion einer semilinearen Wellen- 
gleichung 


(1.9) L=+(K +F() 
und im zweiten Fall eine Lagrangefunktion vom Bornschen Typ 
(1.10) L=/K+F()-GU) mit F()>0, 


und zwar ist F(Z) > 0 wegen (1.1). Offenbar geniigen diese Funktionen den 
Ungleichungen (1.5) und (1.6). 


§ 2. Eigentliche Lésungen 


In diesem Paragraph sollen zweimal stetig differenzierbare Lésungen einer 
Wellengleichung untersucht werden mit dem Ziel, den folgenden Satz zu 
beweisen : 

Satz 2. Die Wellengleichung gehére nicht zur ausgezeichneten Klasse, d. h. es 
sei Myx = 0 im Definitionsgebiet G der Lagrangefunktion L. Dann gibt es eine 
Lésung u(x, t) der Wellengleichung, definiert in einem an die Gerade t = 0 an- 
schlieBenden Teilgebiet der Halbebene t = 0, mit den Eigenschaften : 

1) u ist zweimal stetig differenzierbar in einem Gebiet der Form |x| <2t, —t, 
0st < ty, jedoch mindestens eine der zweiten Ableitungen von u wiichst un- 
beschriinkt bei Anndherung an einen Randpunkt mit t = ty. 

2) Die Anfangswerte u(x, 0), u,(x, 0) sind unendlich oft differenzierbar. 

3) Die Werte der Funktionen I = u* und K = K {u} verbleiben fiir |x| < 2t, —t, 
0 <t <t, in einem abgeschlossenen Teilgebiet G' des Definitionsgebietes © der 
Lagrangefunktion. 


Math. Ann. 138 13 
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Der Satz besagt, daB das Anfangswertproblem im grofen fir eine solche 
Gleichung im eigentlichen Sinne nicht lésbar ist. Die Beschrankung auf zwei 
Variable ist dabei offenbar unwesentlich. Punkt 2) der Behauptung gewahr- 
leistet, daB die Singularitét der Lésung nicht von einer Singularitét der 
Anfangswerte herrihrt, Punkt 3), daB die Singularitét auch nicht durch 
Annaherung an den Rand des Regularitatsgebietes der Differentialgleichung 
entsteht. Ein entsprechender Satz fiir hyperbolische Systeme von zwei homo- 
genen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ist von P. D. Lax [8] 
bewiesen worden. Der folgende Beweis ist eine Verallgemeinerung der Methode 
von Lax. 

Beweis. 1) Es wird u,= v, u,= w gesetzt. Die Dgl. fiir u(z, t) ist von der 
Form 

Guy, + 2b6u,.+ cuz,+d=0. 


Die Koeffizienten hangen von u, v und w ab und sind in einem Gebiet § des 
uvw-Raumes dreimal stetig differenzierbar. Nach (1.7) und (1.8) ist a= M + 
+ v®°M,,> 0; die charakteristischen Geschwindigkeiten 4 und yu sind gegeben 


durch 
A\|_ —vowM, + \M*—KMM, 
uf M+e#M, 


und geniigen den Ungleichungen 
-lsyw<Asl. 





Man berechnet 

Aa, - | J 

Mle Me) \M'—KMM, 
Nach Voraussetzung sind diese Ausdriicke nicht beide identisch gleich Null 
in 9. Es sei z. B. AA,— A, < 0 in einem Teilgebiet $’ von 9. Die Differential- 
gleichung ist dem System 





Mex wMiv/M*—KMM, \* 
Wie, ; 


U,=v 
(2.1) v,+ Av,+ p(w,+ Aw,) = — < 
v,+ bv, + A(w,+ pw,) = — s 
aquivalent. Man wahle zwei feste Lésungen V (u, v, w), W(u, v, w) der Dgin. 
V.=uV, bew. W,=AW,, 
welche in einem Teilgebiet $’’ von 9’ dreimal stetig differenzierbar sind und 
dort den Ungleichungen V,> 0, W,> 0 geniigen. Wegen 


SEF.) (A — pi) VW,> 0 


0 (u,v, w) 
kann $” insbesondere so gewahlt werden, daB die Transformation 

9" > (u,v, w)> (u, V, W)ER 
eineindeutig ist. Das System (2.1) wird durch diese Transformation in das 





rr 


2. 
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System 
u,= X 
(2.2) V.+AV,=Y 
W.+ pW,=Z 


iibergefihrt, worin X, Y und Z zweimal stetig differenzierbare Funktionen 
von u, V und W sind. Man berechnet 


M,— 4, : 
Av= Fa) <9 in &. 


Mit den Bezeichnungen ® = V, und $= + 4-2 folgen aus (2.2) die Glei- 
chungen 
SP + Ay P+ Ay W, © = Yyw + (Yy— Aw) + YyW, 
oO = 2+ (A-p)We. 

Es seien F, und F, Funktionen von u, V und W, welche in R zweimal bzw. 
einmal stetig differenzierbar sind und den Dgln. 

OF, dw OF, Ywer: 

oW A—p’? OW Ap 
geniigen. Setzt man dann 
(2.3) Y=e" @-F,, 
so erhalt man eine Dgl. 








(2.4) oF = Gy+ G,Y + G,¥*, 


worin G,, G, und G, in & stetige Funktionen sind mit 
G,= —Aye"™>0. 

2) Mit der Abkiirzung v = (u, V, W) sei v, ein innerer Punkt von R und 
R,: |> — Do| S @ eine Kugel derart, daB auch die Kugel &,, noch zum Innern 
von R gehért. In R,, gelte 
(2.5) O(v) = {|X|*+ |¥[*+ |Z)*}'" se; 

Gz=je,>0; G&G, F,26; Fas. 
Eine in dem Bestimmtheitsgebiet 
(2.6) G:|zjs2r-t, Ost<r, r= 
zweimal stetig differenzierbare Lésung »(z, t) des Systems (2.2) mit Anfangs- 
werten p(x, 0) € R, fiir |z| < 21 liegt ganz in R,,. Dies folgt aus 


\v(z, t) — v(x, 0)| < t, max O(0(z, t)) 
t<t 


und aus (2.5), (2.6) mit Hilfe einer bekannten indirekten SchluBweise. Es 
gelten also die a-priori-Abschatzungen (2.5) fiir die Funktionen G,(v(z, t)) und 
F,(o(z, t)). Aus der Dgl. (2.4) folgt damit durch Integration lings der vom 
13* 
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Punkt x= 0, t= 0 ausgehenden Charakteristik mit der Steigung A, daB 
YW (x, t) auf der Charakteristik gréBer ist als die Lésung w(t) der Dgl. 

=~ = Cg + Cgw + C,w* 
mit w(0) = (0, 0). Diese strebt gegen + oo fiir t > ¢’ < 1, falls w(0) grdBer ist 
als eine von C3, c,; und t abhangige Zahl c,. Fir eine in G zweimal stetig diffe- 
renzierbare Lésung v (zx, t) gilt also nach (2.3) und (2.5) 


V,(0, 0) = B(0, 0) = e-F(W(0, 0) + F,) < e-* (e+ &) =e. 


3) Man wahle nun unendlich oft differenzierbare Anfangswerte u, v und w 
so aus, daB die transformierten Anfangswerte v(z, 0) fiir |x| < 27 in &, liegen 
und V,(0,0) > ist. Dann ist nach Teil 2) des Beweises die Lésung p(z, t) 
in B nicht tiberall zweimal stetig differenzierbar. Sei 0 < t < t, der breiteste 
Streifen von %, in dem v noch zweimal stetig differenzierbar ist. Wenn die 
ersten Ableitungen p, in diesem Streifen gleichmaBig beschrinkt waren, so 
kénnte man nach einem bekannten Existenzsatz®) einen breiteren Streifen 
finden, in dem pv zweimal stetig differenzierbar ist. Also sind die zweiten Ab- 
leitungen der Lésung u(x, t) der Wellengleichung in dem Streifen 0 < t < t, 
nicht alle beschrankt. Damit ist der Beweis vollstandig. 

Die im Verlauf des Beweises wesentlich benutzte Bedingung AA, — A,, + 0 
besagt, nach einer Definition von P. D. Lax [9], daB die Wellengleichung in 
bezug auf die A-Charakteristiken ,,eigentlich nichtlinear‘‘ (genuinely non- 
linear) ist. Umgekehrt bedeutet 2A,— A, = 0, daB die Wellengl. in bezug auf 
die j-Charakteristiken ,,linear ausgeartet‘: (linearly degenerate) ist. Das 
Resultat dieses Paragraphen kann daher auch so formuliert werden: Wenn die 
Wellengl. nicht vollstandig, d. h. in bezug auf beide Charakteristikenscharen, 
linear ausgeartet ist, so ist das Anfangswertproblem im groBen im eigentlichen 
Sinne nicht lésbar. Die Wellengleichungen der ausgezeichneten Klasse, und 
nur diese, sind vollstandig linear ausgeartet. 


§ 3. Sechwache Lisungen 

Der Satz 2 hat gezeigt, daB das Anfangswertproblem im groBen fiir die 
nicht ausgezeichneten Wellengleichungen im eigentlichen Sinne nicht lésbar 
ist. Es gibt stets Anfangswerte derart, daB die zweiten Ableitungen der Lésung 
bei Annaherung an einen im endlichen gelegenen Punkt unbeschrankt wachsen. 
Eine ahnliche Situation ist aus der Gasdynamik bekannt; dort werden die 
ersten Ableitungen der abhangigen Veranderlichen unendlich groB. Dennoch 
gibt es im Fall der Gasdynamik eine physikalisch richtige Lésung des Anfangs- 
wertproblems, die aber nur stiickweise stetig und stetig differenzierbar ist und 
an den Unstetigkeitsstellen gewissen Sprungbedingungen geniigt. Man be- 
zeichnet sie als schwache Lésung; physikalisch ist sie als StoBwelle zu inter- 
pretieren*). Obertragt man diesen Begriff sinngema8 auf die Wellenglei- 
chungen, so kommt man zu folgender 
5) Vgl. P. D. Lax [7]. 
6) Vgl. z. B. R. Courant, K. O. Frrepricus [4]. 





= 
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Definition. Line fiir t = 0 stetige und stiickweise zweimal stetig differenzierbare 
Funktion u(x) heiBt eine schwache Lésung der Wellengleichung, wenn sie in 
jedem Stetigkeitsgebiet der ersten Ableitungen der Wellengleichung geniigt und 
auf jeder Unstetigkeitsfliche © der ersten Ableitungen den Sprungbedingungen 


(3.1) [u,] = on, *) 
(3.2) [Lgu'jn,;=0. 


3 
Hierin ist n; die durch 3° (n,)*= 1 normierte Normale der Flache ©; [u,] 
i=0 


bezeichnet die Differenz uj — uj der Grenzwerte der ersten Ableitungen auf 
den beiden Seiten der Flache, wobei die Normale etwa zur +-Seite hinweisen 
soll; o ist eine durch (3.1) definierte, stetige Funktion auf ©. 


Die Sprungbedingungen (3.1) sind eine Folge der Stetigkeit der Funktion 
u(x). Die Sprungbed. (3.2) garantiert, daB u(x) der Integralgleichung 


(3.3) Sf {Lyu'g;, + Lug} dz =0 
t>o0 


geniigt, wenn g(x) eine beliebige Funktion aus der folgenden Menge 9" ist: 
y (x) ist stetig differenzierbar fiir alle z; g(x) = 0 auBerhalb eines beschrankten 
Teilgebietes G,, des Halbraumes t > 0. Umgekehrt ist jede stetige und stiick- 
weise zweimal stetig differenzierbare Funktion u(x), die fiir beliebiges g « 9! 
der Integralgleichung (3.3) geniigt, eine schwache Lésung der Wellengleichung. 

Fiir eine schwache Lésung gelten die Erhaltungssitze der Energie und des 
Impulses (1.4) in jedem Stetigkeitsgebiet der ersten Ableitungen. Fiir die 
Giltigkeit der Erhaltungssitze in der Integralform (1.4a) sind jedoch die 
zusitzlichen Sprungbed. 


(3.4) [T*]n,=0 
notwendig und hinreichend. Diesen sind wiederum die Integralgin. 
(3.5) f Tig dxz=0, 

t>0o 


giltig fiir beliebige Funktionen g € 9", aquivalent®). 

Zur Motivierung der Gln. (3.3) und (3.5) sei noch bemerkt, daB diese Gln. 
auch aus dem Variationsprinzip abgeleitet werden kénnen als notwendige 
Bedingungen dafiir, daB das Funktional 


J {u} i {u}, u®) dz, 


dessen Eulersche Gleichung die Wellengleichung ist, fiir eine stetige und stiick- 
weise stetig differenzierbare Funktion u(x) einen stationéren Wert annimmt. 


7) Mit den Bezeichnungen von § 1. 
’) Benutzt man die Gl. (3.3) dazu, allgemeinere schwache Lésungen zu definieren, 
z. B. solche, die stetig und stiickweise stetig differenzierbar sind, so sind die Gln. (3.4) zwar 
notwendig fiir die Giiltigkeit der Erhaltungssitze in der Form (1.4a) oder (3.5); es ist 
aber nicht klar (und vielleicht auch nicht richtig), daB sie hinreschen. 
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Man erhilt namlich Gl. (3.3) mit Hilfe der Vergleichsfunktionen u,(z) = u(x) + 
+ egp(zx), p(x) € D'. Die i-te GI. (3.5) folgt bei Benutzung der Schar 


a fir j = 
ula) = w(vee), f(a) =] 5 SPO) 


Uber die Existenz schwacher Lésungen wird im folgenden nichts ausgesagt. 
Es wird vielmehr angenommen, daB es eine Menge schwacher Lésungen mit 
gewissen Eigenschaften gibt; daraus wird dann eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der Erhaltungssatze hergeleitet. 

Satz 3.1. Zu beliebigen Zahlenpaaren (K,, I) und (K_, I) aus dem Definitions- 
bereich der Lagrangefunktion L gebe es eine schwache Lésung u(x) und eine 
Unstetigkeitsstelle der ersten Ableitungen von u(x) derart, daB dort u*= I, 
(uéu,),= K,, und (u‘u,).=— K_ ist. Behauptung: Die Erhaltungssiitze in der 
Integralform (1.4a) sind fiir alle diese Lésungen dann und nur dann erfiillt, wenn 
die Wellengleichung zur ausgezeichneten Klasse gehért. 

Beweis. Nach Voraussetzung gelten fiir die Werte u, u;*, uj; der Lésung 
und ihrer ersten Ableitungen an der Unstetigkeitsstelle und fiir die Normale n, 
der Unstetigkeitsflache S in diesem Punkt die Sprungbed. (3.1) und (3.2) mit 
einer Zahl o + 0. Fiir das Bestehen der Erhaltungssatze ist die Giltigkeit der 
Sprungbedingungen (3.4) notwendig und hinreichend. Nach (1.3) gilt 


[T*4] n,= 2[Lywn,u*) — [(L) n*. 
Wegen (3.2) ist aber 
Lgwin,= {alxw + BLzui}n,, 
wenn «a, # zwei Zahlen mit « + 8 = 1 sind. Wahlt man insbesondere 
a 
“" Title’ °~ Ty+iz’ 
so folgt mit Benutzung von (3.1) 
Ly lz 
[T*4]n,;= 2 tie Iz {u4, + uh }n, [ut] — [L)n* 
Li L 
- {2 AF (K,— K_)- I++ L-| nt. 
Setzt man nun 
O(K,, K _, b= 2 *_(K,-— K_) - I++ L- 
( + - )= Ti + iz | >* -)- i ? 


so sind die vier Gin. (3.4) der einen Gl. ®(K,, K_, J) = 0 aquivalent. Nun kann 
man zeigen, daB die Funktion ® dann und nur dann fir alle Zahlenpaare 
(K,, 7) und (K_, J) aus dem Definitionsbereich der Lagrangefunktion L ver- 
schwindet, wenn die Wellengleichung zur ausgezeichneten Klasse gehort. Man 
berechnet 


a (Lt)? (Lz)* “ 
ox. (Ks, KI) = eee {M+ — M-—(K,— K_) Mx} 


und 
(K, K, I= ~ (Lg! Mee 


ano 





80 j 


Alsi 


und 


5 
ausge 
forma 
formi 
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mit M = (L,g)-*. Ist O(K,, K_, I) = 0, so folgt wegen Ly + 0, daB My g(K,1) 
identisch verschwindet. Umgekehrt folgt aus Myx =0 zunichst r- = 0 
und daraus ®(K,, K_, I) =0 wegen ®(K, K, I) = 0. Da die ausgezeichneten 
Weilengleichungen durch Mx x = 0 charakterisiert sind, ist der Beweis hiermit 
beendet. 

Eine weitere Charakterisierung der ausgezeichneten Wellengleichungen 
ergibt sich durch Vergleich der Unstetigkeitsflachen S mit den Charakteristiken : 

Satz 3.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 ist jede Unstetigkeitsfliiche 
der betrachteten schwachen Lésungen dann und nur dann charakteristisch, wenn 
die Wellengleichung ausgezeichnet ist. 

Beweis. Die Unstetigkeitsflache ist charakteristisch, wenn ihre Normale 
der Gleichung A‘/n,n,= 0 geniigt, wo A‘’ die Matrix der Koeffizienten des 
Hauptteils der Wellengleichung ist. Nach (1.7) gilt dann 


ning= Be (uin)*= Mg(Lgu'n,)? 
auf beiden Seiten der Flache, also wegen (3.2): 
[Mx (Lgut'n,)?) = (Lgu'n,? (Mg) =0. 
Ware nun LD, u‘n,;= 0 (auf einer Seite, also auch auf beiden), so folgte 
o(ul + ut)n,= K,— K_=0. 

Fir K,-~ K_ +0 ist also [Mz] = My — MX = 0, folglich My unabhangig 
von K, also My x, = 0. Ist umgekehrt Mx x = 0, so gibt es nach § 1 zwei Méglich- 
keiten *) : 

1) Die Wellengleichung ist semilinear; in diesem Fall ist n‘n,=0 die 
Bedingung fir die Normale einer charakteristischen Fliche. Andererseits ist 


L,g= const und daher nach (3.1) und (3.2) [u‘]n,;= on‘n,= 0 fiir eine Un- 
stetigkeitsflache ©, d. h. © ist beiderseits charakteristisch. 


2) Die Wellengleichung ist vom Bornschen Typ. Setzt man hier 


W=/K+F(l), 
so ist 
Ly=5 Wo, M=4W?, Mg=4. 
Also ist nach (3.2) 
uin,] un, ubn, -0 
1.’ =.) lc 


und andererseits nach (3.1) 


ou'n,+ out n,= [K] = (W*]) =(W,+ W_)(W). 

*) Hier wird von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB die in § 1 zur Riickfiihrung der 

ausgezeichneten Wellengln. auf die semilinearen bzw. Bornschen Gin. benutzte Trans- 

formation schwache Lésungen der urspriinglichen Gl. in schwache Lésungen der trans- 
formierten Gl. iiberfiihrt. 
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Daraus folgt 

(3.6) ou'n,= W[W] 
auf beiden Seiten der Flache und weiter 

(3.6a) on'n,= (W}*. 


Die Gleichung der Charakteristiken 





u'n, y 


M 
nin, — +T (u‘n,)? = nén,— ( w)=°? 


ist also auf beiden Seiten der Flache erfiillt, q. e. d. 

Zum SchluB des Paragraphen soll durch einen weiteren Satz die Ver- 
wandtschaft der ausgezeichneten Wellengln. mit den linearen hyperbolischen 
Dgln. noch deutlicher sichtbar gemacht werden. 

Satz 3.3. Bei den ausgezeichneten Wellengleichungen geniigt die ,,Sprung- 
hohe o einer gewdhnlichen Differentialgleichung = +aoe=0 léngs jeder 
Bicharakteristik in einer Sprungfliche G (s ist die Bogenliinge auf der Bi- 
charakteristik, « eine stetige Funktion auf G). Die ersten Ableitungen einer 
schwachen Lésung sind demnach dann und nur dann unstetig, wenn ihre Anfangs- 
werte fiir t = 0 es sind. 

Beweis. Fiir die semilinearen Gln. ist diese Tatsache bekannt). Eine 
Bornsche Wellengleichung ist von der Form 


atiu,,+ {2W°Q’+ WFP’ —-2WF'}u=0, 
wobei W = |/K + F(I) gesetzt ist und 
ati= Wgti- W-ut‘u’. 


Eine Unstetigkeitsflache ist nach Satz 3.2 charakteristisch, d.h. fiir ihre 
Normale gilt a‘in,n,;= 0. Die Richtung der Bicharakteristiken ist durch den 
Vektor 


a’= ating= Wnt— o (W]u,; 


definiert, der- wegen a‘n,= 0 in der Flache liegt. Aus (3.1) folgt [a*] = 0, 
d. h. die Richtting der Bicharakteristiken auf den beiden Seiten der Flache ist 
dieselbe. Nun berechnet man den Sprung der linken Seite der Wellengleichung: 


[atiu, ,] + (2(W. + W_)@’- (W, WORF —2F)}(W]u=0. 


Hierin 1a8t sich der zweite Term wegen (3.6a} als Produkt einer auf © stetigen 
Funktion mit o schreiben. Zur Ausrechnung des ersten Terms fihrt man neue 
Koordinaten £‘ ein derart, daB die Flache © durch £°= 0 dargestellt wird. Sei 


=~ ; og / ~ ~ “yr 
u(&)= u(x(—)) y= ta ; dann gilt n,= y?, [u,;] = 069, [u,;] = 0 fair i,j + 0 


1) Vgl. R. Cofrant, D. Hiveerrt [5], Kap. V. 
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und 


[atu] = [a (yf YP tiem + ,%)] 
= 2a yf [og] + [0] 72 YP tin + La] Yh + wp) + 
+> (al + at!) y¥ [t,] = 2a‘o,+ po, 


worin # eine auf © stetige Funktion bedeutet. Dabei ist zu bemerken, daB in 

dem Ausdruck [a‘’] y¥ y?* Uym keine Differentiationen nach £° vorkommen, und 

daB [a*‘’] = ob*/ gesetzt werden kann, wobei die b‘/ auf © stetig sind. Insgesamt 

erhalt man also eine Dgl. der Form hs + ao = 0, und es bleibt zu zeigen, daB 
ls 

man noch mit dem Ausdruck;{ » tase" dividieren kann. Nach (3.6) und 


i=0 
(3.6a) ist ata,;= atte i! a K) = —n'n,F (1). Ist n‘n;> 0, so ist ata, < 0 
wegen F>0, also gilt ¥ (a‘)?> 0. Ist n‘n,=0, so hat man a‘= Wn', 
i=0 
x (a‘)?= W*> 0, q.e.d. 
i=0 
§ 4. Komplexwertige Wellenfunktionen 
Die bisherigen Betrachtungen kann man, mit einer Ausnahme, auf Wellen- 


gleichungen fiir eine komplexwertige Funktion tibertragen. Dazu geht man 
wieder von einer Lagrangefunktion L = L(K, I) aus, jedoch mit 


K = gif ujt= |uz|?+ |wy|?+ |eey|?— |rel? 
I= ut = |u/? 


und erhalt dieselbe Form (1.2) der Wellengleichung. Fiihrt man die Diffe- 
rentiation aus, so ergibt sich, im Unterschied zu (1.2a), der Hauptteil 


{Legit + Lygu'w}u,;+ Legutwu,, 
Die Normale einer charakteristischen Flache muB demnach der Gleichung 
Lynin, {Lgnin,+ 2Lgx |w'n,|*} = 0 


geniigen. Die durch einen Punkt gehende charakteristische Mannigfaltigkeit 
zerfallt also.in den Lichtkegel und ein (im abgeschlossenen Lichtkegel ent- 
haltenes) Konoid. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir den 
hyperbolischen bzw. fiir den kausalen Charakter der Wellengleichung, namlich 
die Gin. (1.5) bzw. (1.6), bleiben unverandert. Die Definition (1.3) des Energie. 
Impuls-Tensors ist durch 


(4.1) Tii= Ly(u'w+ u'w)— Lg! 


zu ersetzen. Aus der Invarianz der Lagrangefunktion gegeniiber der Trans- 
formation u — ef*u (a he folgt der Erhaltungssatz 


Ci) 
“Oz 


(4.2) Jia {e Lz(uw — iw)| =0, 


aa 
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der als Erhaltungssatz der elektrischen Ladung zu interpretieren ist; J° ist 
die Ladungsdichte. Diesem Erhaltungssatz entspricht bei den schwachen 
Lésungen die Sprungbedingung 


[J!]n,= + {ul gw) n,— [Lew] n,} =0, 


die wegen (3.2) erfiillt ist. 

Die Satze 2 und 3.1 bleiben unverandert giltig. Fir Satz 2 ist das offen- 
sichtlich ; Satz 3.1 muB wegen der veranderten Definition des Energie-Impuls- 
Tensors neu verifiziert werden. Zur Ubertragung von Satz 3.2 hat man 
zwischen dem Lichtkegel und dem charakteristischen Konoid zu unterscheiden. 
Man definiert: Eine Flache heiSt ,,charakteristisch im engeren Sinne‘‘, wenn 
sie in jedem Punkt das charakteristische Konoid berihrt, d.h. wenn ihre 
Normale der Gleichung 


M 
n'n; — = jutn,|? = 0 


geniigt. Ersetzt man nun in Satz 3.2 das Wort ,,charakteristisch’‘ durch 
,,charakteristisch im engeren Sinne“, so bleibt der Satz auch fiir komplex- 
wertige Wellenfunktionen richtig"). Der Beweis von Satz 3.3 l4Bt sich nur bei 
den semilinearen Wellengleichungen auf den Fall komplexwertiger Funktionen 
iibertragen. Bei den Bornschen Wellengln. einer komplexwertigen Funktion 
existiert keine entsprechende Differentialgleichung fiir die Sprunghdhe o. 


§ 5.. Das Anfangswertproblem fiir die semilinearen Wellengleichungen 
in zwei Variablen 


In diesem und dem folgenden Paragraphen wird die bisherige Betrachtungs- 
weise umgekehrt und versucht, das Anfangswertproblem im groBen fiir die 
ausgezeichneten Wellengleichungen zu lésen. Es wird dazu die vereinfachende 
Annahme gemacht, daB die Anfangswerte nur von einer Variablen z abhangen, 
so daB die Lésung eine Funktion der zwei Variablen z, ¢ ist. Die Lagrange- 
funktion einer semilinearen Wellengleichung fiir eine komplexwertige Funktion 
u(x, t) ist nach § 1 und § 4 von der Form 


1 
L => {\ugl?— |ul? + F(\ul?)} 
und die Wellengleichung ist 
(5.1) Upp— Uggt F’(\u)?)u=0. 


Die Funktion F(J) sei fir 0 < I < co zweimal stetig differenzierbar und so 





") Das bedeutet nicht, daB eine Charakteristik mit n‘n,= 0 nicht Trager einer 
Unstetigkeit der ersten Ableitungen sein kann; eine Fliche kann nimlich zugleich Cha- 
rakteristik der einen und der anderen Art sein. Ein Beispiel ist eine ins Vakuum (Gebiet 
mit uw = 0) hineinlaufende StoBwelle. 





h 
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beschaffen, daB das Energie-Integral 
+o 
(5.2) B,{uy => fi {luel?+ lu? + Flu} de 


fiir u + 0 positiv ist, falls es existiert, und nur fiir u = 0 verschwindet. Dazu 
ist notwendig und hinreichend, daB gilt 


F(0)=0, F(I)>0 fir 0<I< w. 
Dariiber hinaus soll noch die Ungleichung 
lim inf F (J) > 0 


I—-o 
vorausgesetzt werden. Diese Ungleichung und der Energiesatz liefern eine 
a priori-Abschatzung fiir die Lésungen der Wellengleichung (5.1), aus der der 
Existenzsatz folgt. 

Hilfssatz 5.1. Hs set u(x,t) eine zweimal stetig differenzierbare Lésung der 
Wellengleichung (5.1) fiir t2>0 mit den Anfangswerten u(x, 0) = u,(z), 
u,(z, 0) = u, (x), und es sei 

1 rT 
Ey {uy = | {lwo(x)]*+ lug (a)]P-+ F (Iug(2))*)} dx < oo. 
Dann existiert das Energie-Integral E, {u} fiir t = 0, und es gilt E, {u} < E, {u}, 
|e (2x, t)| S C mit einer nur von E, {u} und der Funktion F (1) abhingigen Zahl C. 
Beweis. Der erste Teil der Behauptung ergibt sich aus dem Energiesatz 


{|usl?+ |usl?+ F(lul*)}e= {ust + Wuy}e 


durch Integration tiber das Gebiet -—§+ ts 25 &-—t, OStsSr und den 
Grenziibergang & + oo. 


Es sei 9 = lim infF (J); nach Voraussetzung ist 9 > 0. Ist M die~Menge 


I-@ 
aller x mit F (|u(z, ¢)|*) < 7 , 80 ist |u(x, t)| S C, fir alle x aus M und C, hangt 
nur von der Funktion F(Z) ab. M ist nicht leer, denn das MaB der Komple- 
1 
mentarmenge M ist offenbar nicht gréBer als 49-1 H,{u}. Andererseits gilt fiir 
1 
zwei Punkte z,, z,, die in einem Intervall aus M liegen 


+o 


|u (ay, t) — w(x, t)| Ss {= — 2,| f ju, (x, t)|*dx 
Also ist hes 


| 





ju(x, t)| < Oy+ V= Bolu) q. e. d. 


Mit Hilfe der gewonnenen Abschatzung kann man nun die stetige Ab- 
hangigkeit der Lésung von den Anfangswerten zeigen. 
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Hilfssatz 5.2. Seien u(zx, t), v(x, t) zweimal stetig differenzierbare Lésungen 

der Wellengleichung fiir t => 0 mit E,{u} < E, E,{v} < EB < oo. Fiir die Differenz 

w(x, t) = u(x, t) — v(x, t) gilt dann 

z+ 


t 
jot o s+ One| max |w(2)| +f rei ae| 
é at 


mit wy(x) = w(x, 0), w,(x) = w,(z, 0) und einer nur von E abhiingigen Kon- 
stanten C. 
Der Beweis beruht auf der fiir die Lésungen der Wellengl. giiltigen Integral- 
gleichung 
° +t 


u(x,t) =F {ule tt) + w(2-} +5 f mieae- 
(5.3) t a+t—t P otk 
—zfae f Pug opyuénae 


und kann iibergangen werden. Der Hilfssatz zeigt, daB es zu gegebenen Anfangs- 
werten héchstens eine zweimal stetig differenzierbare Lésung geben kann. Nun 
soll gezeigt werden, daB es genau eine Lésung gibt. 

Satz 5.3%”). Hs sei u g(x) zweimal, u,(x) einmal stetig differenzierbar, und es 
sei E,{u} < co. Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare Lésung der 
Wellengleichung fiir t => 0 mit diesen Anfangswerten auf der Geraden t = 0. 

Beweis. Es geniigt offenbar, zu zeigen, daB eine solche Lésung in einem 
Streifen 0 < ¢ < T existiert, dessen Breite 7’ nur von EZ,{u} abhangt. Ist dies 
gelungen, so erhalt man, nach Hilfssatz 5.1 und wegen der bereits bewiesenen 
Einzigkeit, die Lésung in ¢t > 0 durch fortgesetzte Anwendung des Existenz- 
satzes. 

Man gewinnt eine Lésung der Wellengleichung durch iterative Auflésung 
der Integralgleichung (5.3). Dazu setzt man u(x, t) = 0 und 


2+t 
ul) (2, t) =F {us(z + t) + u(x — t)} + = f u, (&) dé — 
t z+t—rt = 
—t fae f Pue-p) wg, nae 
0 z—t+rt 


fir n = 1,2,3,.... 
Nach Hilfssatz 5.1 ist |u»(z)| < C,; C, eine nur von £,{u} abhangige Zahl. 
Mit . ? 
Cz;= max (|F’(J)| 
0<152C, 


..™*) Ein analoger Satz fiir die (semilineare) Mesonengleichung von Scuirr ist friiher 
bereits von J. Moszr bewiesen worden (miindliche Mitteilung von Herrn Mossr, nicht 
verdffentlicht). 
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und der Induktionsannahme |u-)(z, t)| < 2C, erhalt man 


+o "ly 
|ut) (2, t)] < Cy + {5 f inceypae} + 0,0,0< 20, 
fir 0<t< T mit T = min( ap ay Ta). Also gilt |u(z, #)| < 20, far 
=o 4£,{u}’ 20, )° ; . 
n=1,2,... . Setzt man nun 
Ci =C,+4C,- max |F’(J)|, 
0<I<20, 


so folgt weiter 
(C,t)* 


|utm+ (x, t) — w(x, t)| S20, -. 


Damit ist die gleichmaBige Konvergenz der Folge fir 0 < ¢t < 7 bewiesen. Die 
Grenzfunktion ist stetig und geniigt der Integralgleichung; also ist sie auch 
zweimal stetig differenzierbar und lést die Wellengleichung. Da 7’ nur von 
E,{u} abhangt, ist der Beweis erbracht. 
Von einer physikalisch sinnvollen Lésung muB verlangt werden, daB die 
Integrale £,{u} und 
oO 


P{u} = - T Re(u,%,) dz 


—-@ 
+ 00 


Q.{u} = “fe - Im(u%,) dx 


(Energie, Impuls und Ladung) fir ¢t > 0 existieren und von ¢ unabhangige 
Werte haben. Dies ist nun nicht nur fiir die in Satz 5.3 konstruierte Lésung, 
sondern fiir viel allgemeinere Lésungen der Fall, wie der folgende Satz zeigt. 

Satz 5.4. Sei u,(x) totalstetig und u,(x) integrierbar ; ferner gelte E,{u} < co. 
Dann gibt es eine fiir t => 0 definierte Funktion u(x, t) mit den BHigenschaften: 

1) wu ist stetig und Lésung der Integralgleichung (5.3) fiir t > 0. 

2) Die Integrale E,{u}, P,{u} und Q,{u} existieren und hingen von t nicht ab. 

3) Fiir jede Funktion y € D' (vgl. § 3) sind die Integralgleichungen (3.3) und 
(3.5) sowie die analoge, aus (4.2) folgende, Gleichung erfiillt. 

Der Beweis, der nur angedeutet wird, beruht auf der Approximation durch 
zweimal stetig differenzierbare Lésungen, deren Anfangswerte auBerhalb eines 
endlichen Intervalls (a,b) identisch verschwinden. Solche Lésungen sind 
identisch Null fiir z < a — t¢ und fiir x = b + t, wie man aus dem Beweis von 
Satz 5.3 sieht. Die Integrale Z,{u}, P,{u} und Q,{u} existieren daher und sind 
von ¢ unabhangig; dies folgt aus den Erhaltungssatzen (1.4) bzw. (4.2). Die 
Konvergenz des Prozesses folgt aus 

Hilfssatz 5.5. Bezeichnet {| die L,-Norm in bezug auf — co < x < on, 80 gilt 
unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 5.2 


max hw(2,t)| < (1 + onee* fmax|u( + = tlh 
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und fiir beliebige Intervalle (a, b) 


b "), 
2 
J lmolz, 42) | < pooh + Joy) + 


"sy — i 
j lw, (2, t)[8d x + Vo - aCt(l + Chee {max wot + 5 ial} 


mit der Konstanten C von Hilfssatz 5.2. 


§ 6. Das Anfangswertproblem fiir die Bornschen Wellengleichungen 
in zwei Variablen 


Die Lagrangefunktion einer Bornschen Wellengl. fir eine reelle Funktion 
u(x, t) ist nach § 1 von der Form 


L=ud — uf + F(u®) — G(u*) 
mit F > 0. Im folgenden wird nur fir den Fall G = 1 ein Existenzsatz be- 
wiesen. Uber die Funktion F(J)-wird dabei vorausgesetzt : 
F(1), F’(1), FP" (1) stetig fir 0< I< «, 
F(0)=1,F J)>1 fir 0<I< © 
und liminfF(J)>1. 


I—o 


Die Wellengleichung ist 


uy u, F’ (u*) u 
(6.1) (F),— (4), + Gt -0. 
wobei W = Vuz — u? + F(u*) gesetzt ist. 

In dem Beweis des Existenzsatzes dieses Paragraphen spielen der Energie- 
satz und die gleichmaBige Beschranktheit der Lésung nur eine geringe Rolle; 
diese Dinge werden daher ohne Beweis vorangeschickt. 

Hilfssatz 6.1. Sei u(x,t) eine zweimal stetig differenzierbare Lésung der 
Wellengleichung (6.1) fiir ¢ > 0 mit u2 — u3 + F(u®) > 0. Die Integrale 

+o 
E,{u} = 


jane ~ ide 


P,{u} = - J “dz 


(Energie und Impuls) ezistieren und sind unabhéngig von t, falls Ey{u} < oo ist. 
Ferner ist |u(x, t)| < C mit einer nur von E,{u} abhdngigen Konstanten C. 

Der Beweis benutzt wesentlich die Voraussetzungen F(J)>1 und 
lim inf F (I) > 1; er ist nicht viel komplizierter als der von Hilfssatz 5.1. 


Ico 
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Die Lésung der Welleng]l. (6.1) wird in charakteristischen Variablen durch- 
gefiihrt. Dazu fiihrt man zunachst die neue abhangige Variable 











ds 
(6.2) s= | -; 
‘ )F (s*) 
ein und setzt 
F/, 6’ (2) 
9(2)=/FW2), GG = Pe), 
ferner 
z 
p = are tg jic#—-a are tgz, 
(6.3) . P 
q = are tg Vita—a — arc tgz,. 
Es gilt 
pta 
W = O(z)/1 + 22 — 2? = O(z) —— 


Die obige Transformation ist genau dann eineindeutig und stetig, wenn W > 0 
ist, d. h. wenn cosp + cosg > 0 ist. Die Bedeutung dieser Ungleichung ergibt 
sich daraus, daB A = cosp, u = — cosq die charakteristischen Geschwindigkeiten 
sind. Nun werden charakteristische Variable «, 8 eingefiihrt derart, daB « auf 
den yu-Charakteristiken, 8 auf den A-Charakteristiken konstant ist’). Man 
erhalt das folgende System von Differentialgleichungen 


z,— t, cosp= 0 I 

z, — t, sinp = 0 Ill 

da + > (cosp + cosq) B(2)t, — 0 V 
1 

Pp + = (cosp + cosq) P(z)ts=0. VI 


Daraus folgt weiterhin die Gleichung 
tep+ > (sinp + sing) D(z)t,t,= 0, vil 


die fiir len Existenzbeweis entscheidend ist. Die Anfangswerte seien auf der 
Geraden « + 8 = 0 als Funktionen von « gegeben; und zwar darf man ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit 


a{a,—-a)=a, t(a,—-a)=0 
a8) 2 & z p, und q werden als Funktionen von « und # aufgefaBt. Vgl. H: Lewy [10] 
und R. Courant, D. Hirzert [5], Kap. V. 
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setzen. Zwischen 2(x) = 2(a, — a) und p(a), q(a) besteht die Beziehung 
(6.5) x(a) — tg =H 


wegen (6.3). AuBerdem berechnet man leicht 


1 


(6.6) t,(a, — a) = tp(a, — &) = Soo ta) + cosgqia)* 





Satz 6.2. Die Funktionen z(a), p(x), q(a) seien fiir —co < a < oo erkliirt; 
z(a) set zweimal stetig differenzierbar und gleichmdfig beschriinkt, p(x) undq (a) seien 
stetig differenzierbar und es sei cos p(x) + cosg(a) > 0. Ferner gelte die Gl. (6.5). 
Dann gibt es ein an die Gerade « + B = 0 anschlieBendes Teilgebiet G der Halb- 
ebene a + B = 0 und dort erklirte Funktionen x, t, z, p, q mit den Eigenschajften: 

1) G ist ein Bestimmtheitsgebiet fiir das System (6.4), d.h. ist (a, By) ein 
innerer Punkt von G, so gehdrt auch das Dreieck « < %, B S By, a+ BZO 
ganz zu ©. 

2) x(a, B), t(a, B) und z(a, B) sind in G zweimal, p(a, B) und q(a, B) einmal 
stetig differenzierbar und diese Funktionen stellen die einzige Lésung des Systems 
(6.4) mit den vorgeschriebenen Anfangswerten dar. 


3) Das Bild des Gebietes G bei der Abbildung 


(a, B) > (x(a, B), t(a, B)) 
ist die Halbebene t = 0. 


Bemerkung: Die Voraussetzung, daB z(«) beschrankt sei, kann man nach 
Hilfssatz 6.1 weglassen, wenn man die Existenz des Energie-Integrals voraus- 
setzt. Dieses ist in den neuen Variablen gleich 


+ co 


Jf tewptert eats ~ 22. 


—- co 





Wegen lim inf @(z) > 1 und mit Hilfe von (6.5) kann man die Beschranktheit 
\z|-+ 0 
von z(«) hieraus auch direkt leicht beweisen. 

Beweis von Satz 6.2. 1) Zunachst zeigt man, daB in dem System (6.4) je 
eine der Gln. I, II und der Gin. III, IV weggelassen werden kénnen. LaBt man 
etwa II und IV weg, so seien A («, 8), B(«, 8) die linken Seiten von II und IV. 
Man erhalt A,= 0, B,= 0 und A(a, —a) = 0, B(a, —a) = 0 aus den iibrigen 
Gin. und aus den Anfangsbedingungen (6.5), (6.6). Also sind II und IV auch 
erfillt. 


2) Das verkleinerte System besteht aus fiinf Gln. fiir die fiinf unbekannten 
Funktionen und ist im kleinen in bekannter Weise lésbar, d.h. zu jedem 
Intervall «,< « S-a, gibt es eine Zahl y > 0, so daB in dem Trapez « < a, 
Bs -—a,05a+ B= y eine und nur eine Lésung mit den vorgeschriebenen 
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Anfangswerten existiert, welche die behaupteten Differenzierbarkeitseigen- 
schaften hat. Indem man diesen Proze8 so weit als méglich fortsetzt, gelangt 
man zu einem Existenzgebiet ©, das offenbar ein Bestimmtheitsgebiet ist. 
Es ist jetzt nur noch die Behauptung 3) zu beweisen. 

3) Die Funktionen t, und ¢, sind im Innern von © positiv, wie man aus VII 
und (6.6) abliest. t(a, 8) wachst also monoton auf jeder Geraden in © mit 
nichtnegativer Steigung, und zwar geht ¢ gegen co bei Anndherung an einen 
Randpunkt von G. Ware dies nicht so, so gabe es einen Randpunkt (a, fy) 
von © derart, daB t(«, 8) in dem Dreieck « < a, 8 S By, a + B =O gleich- 
maBig beschrankt ware. 

4) Zunachst wird der Fall eines beschrinkten Dreiecks behandelt. Das 
Dreieck heiBe D..In D gilt 0 < t(«, 8) < T und folglich nach Gl. III bzw. IV 


lz(a, B)| S |e(— B)| + TSC, 
wegen t, > 0 bzw. t, > 0. Also gilt auch |®(z(«, 8))| < C, und es folgt aus VII 


0 st, (a, B) St,(a, —a) eT Cre? 
0 St,(a, B) < Cye™7, 


1 ‘ 
wenn C, eine Schranke fiir den Ausdruck - cosple) + eos ele) in dem Intervall 


— ByoS « < a bezeichnet. Damit folgt nun aus dem System die Stetigkeit der 
Funktionen x, t, z, p,q und der in Behauptung 2) des Satzes genannten Ab- 
leitungen in dem abgeschlossenen Dreieck 9. Man erhalt einen Widerspruch 
gegen die Annahme, wenn man nun noch zeigt, daB die Lésung tiber 9 hinaus 
fortsetzbar ist. Es geniigt, die Fortsetzung iiber eine Seite hinaus, etwa die 
Seite « = a», durchzufiihren. Ohne Beschr. der Allgemeinheit sei «)»= 0 und 
die Lésung sei auch in einem (kleinen) Dreieck 0 < « S a, 6 <0, a+ B20 
schon bekannt. Die Lésung soll nun in einem Rechteck R: 0 S « S aS 4%, 
0 < B s B, konstruiert werden. Man setzt in RN: zy= v6 = Wy= Jo= Po= O und 


Zn+1(&, B) = 2(0, B) 7 fr sin p, da’ 


0 


B 
Vn +1 (a, B) = t, (a, 0) exp ; = J (sin P, + sing,) P(z,)w, dp’ 
0 
Wy +1 (a, B) = t,(0, Prexe | 3 rf inn + sing,) P(z,,) vada 


Gn+1(%, B) = q(9, B) = + | (cosp. + C08 q,,) D(z,)v,da' 
0 


6 
Pn +1(4, B) = p(a, 0) f (C08 Pq + €08q) P(e) dp 
0 


fir n = 0,1,2,... 
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Die Funktionen z,, v,, w, haben eine gemeinsame Schranke C, in R. Be- 
zeichnet man nun mit | | die Maximum-Norm in &, so gelten die Ab- 
schatzungen 

I 2nsal S C+ agllonl) 
| +i) S Cy exp(Bol| P(z,) wn) 
|, + ill = C" exp (a, P(z,,)v,||) . 
Sei nun 
1 
C,= max /——-, max |®(z 
s= max {5¢-, max |©()I} 
& = min{a,, (2C,C,)-* exp(—2 ByC,C;)} . 


Aus den (fiir n = | erfiillten) Induktionsannahmen 
lzn|| S 2C,, |lv,] S Cy exp(2 6oC,C,), ||w,] S 2C, 


folgen dann dieselben Abschatzungen fiir z, , ,, ¥, 4, und w, ,,. Also gelten die 
Ungleichungen fiir alle n. Mit Hilfe dieser Ungleichungen zeigt man nun leicht 
die gleichmaBige Konvergenz der Folgen z,,, 0,, W,, Pa» Yn in R. Fiir die Grenz- 
funktionen gilt w,(«, 8) = vg(a, 8). Definiert man dann noch 


t(a, B) = (0, B) + [ v(a’, B)da’ 
0 
und 
x(a, 8B) = (0, B) + | vcospda’, 
0 
so hat man eine Lésung des Systems (6.4) in dem gréBeren Dreieck « < a, 
Bs Bo, « + B = O konstruiert. 

5) Es bleibt der Fall, daB t(«, 8) in einem unendlichen Bestimmtheits- 
dreieck gleichmaBig beschrinkt ist. Sei etwa t(«, 8) < Tin B S By, a + B=O. 
Dann folgt aus Gl. III, daB auch |z(«, 8)| < C + T' ist, wo C eine Schranke 
fiir |z(«)| bedeutet. Also ist |®(z(a, 8))| <= C, in dem Dreieck. Dann ist aber 
nach Gl. VII und wegen (6.6) die Funktion ¢(«, 8) nicht kleiner als die Lésung 
8(a, 8) der Dgl. 

8,2 + Ce8,8,= 0 
mit den Anfangswerten 
1 
s(a, —a)= 0, Sq(a, — a) = sp(a, — 4) = oe p(a) + congla) * 


Diese Funktion kann man berechnen; es ist 


1 | r dy | 
8(a, B) = G- log \' +O, J cos p(y) + co8q(y) | 


und folglich ist t(«, 8) nicht beschrankt im Widerspruch zur Annahme. 





_— a Om 











Nichtlineare Wellengleichungen 201 


6) Nun kann man beweisen, daB das Bild des Gebietes G bei der Ab- 
bildung («, 8) -> (x(a, 8), t(«, B)) die Halbebene t > 0 ist. Man wihle eine 
beliebige Zahl 7 > 0; dann gibt es auf jeder Geraden « = const und auf jeder 
Geraden £ = const in © einen ersten Punkt mit t(«, 8) = 7, wenn man die 
Gerade von der Anfangsgeraden aus durchliuft. Diese Punkte bilden eine 
Kurve € in G. Auf den Geraden « = a, ist nach GI. IT 


(a9, B) S a%— t(a%, 8) S %~ T 
und auf den Geraden £ = f, nach I 


x(a, Bo) S — Bot t(a, Bo) S — Bot T. 


Das Bild des durch €, durch die Anfangsgerade und die Geraden « = a, > T 
bzw. 8 = B,> T berandeten Teilgebietes von G enthilt also das Rechteck 
OstsT, —By+ TSxsa— T. LaBt man nun a, f, und T gegen oo 
streben, so erhalt man das gewiinschte Resultat. Damit ist Satz 6.2 vollstandig 
bewiesen. 


Die in Satz 6.2 konstruierte Lésung des Systems (6.4) definiert nach (6.2) 
eine unter Umstanden mehrdeutige Funktion u(z,t) fir t 20; jedoch ist 
u(x, t) iberall dort zweimal stetig differenzierbar, wo 


X,tg— Xgt,= (cosp + cosq) t,t,+ 0, 


also cosp + cosg + 0 ist. Dort ist u(x,t) Lésung der Wellengl. (6.1). An den 
Stellen mit cosp + cosg = 0 ist nach (6.3) entweder u2 — uj + F = 0 oder u, 
ist unstetig. Ist tiberall cosp + cosg > 0, so ist u(z, t) eine eindeutige Funktion 
und Lésung der Wellengleichung (6.1); es scheint nicht leicht zu sein, Bedin- 
gungen fiir die Anfangswerte u,(z), u,(x) anzugeben derart, daB dies der 
Fall ist. Im Sonderfall F(J) = 1™) kann man Bedingungen angeben; hier ist 
@(z)=0 also nach Gin. V und VI p(a, 8) = p(«), g(a, 8) = ¢(— 8), und 
folglich miissen die Anfangswerte p(«), g(a) die Bedingung 


cos p(a) + cosg(— f) > 0 
fiir alle Wertepaare a, 8 mit « + # = 0 erfiillen. 
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The Number of Functional Digraphs* 
By 
Frank Harary in Princeton, N. J. 


1. Introduction 


Our object is to find a generating function whose coefficients give the 
number of isomorphism types of functional digraphs with a given finite number 
of points. It will be seen that functional digraphs correspond to functions 
which are fixed-point-free. Davis [1] has already found an explicit formula 
for the number of types of functions on a finite set, and his methods may be 
readily adapted to the solution of this variation of his problem. However, in 
the process of deriving this generating function, we find certain geometric 
properties of functional digraphs which are of independent interest. We shall 
see that a finite functional digraph is constructible from directed cycles and 
rooted trees. In addition, we obtain a geometric characterization of infinite 
functional digraphs which has applications in recursion theory ; see MyH1Lu [6]. 

In addition to enumerating all functional digraphs, using the elegant 
enumeration methods of Potya [7], we consider functional digraphs having 
the three different kinds of connectedness proposed in [2] and enumerate these. 
We conclude by deriving the generating function for isomorphism classes of 
functions. 

2. Geometric properties of functional digraphs 


A directed graph or digraph D consists of a collection of points a,b,c, ... 
together with certain ordered pairs of distinct points. Each ordered pair (a, b) 
of points in the digraph is called a directed line or briefly a line, and is denoted 


ab. We note that by definition a digraph doesn’t contain any line of the form 


bb from a point to itself. We later want to consider digraphs in which such lines, 
called slings, are admissible. We shall always regard a digraph as finite except 
where we actually call it infinite. As a general reference for the theory of graphs 
and directed graphs, finite and infinite, see K6n1o [5). 

The out-degree of a point b of digraph D is the number of points ¢ such that 


the line be is in D; the in-degree is defined similarly. A digraph is functional if 
every point has out-degree 1. The concept of a functional digraph arises in 
a psychological context in the study of the structure of a group of people in 
which each member extends exactly one invitation to another member. 


* This work was supported by a grant from the Office of Naval Research to the 
Logistics Project at Princeton University. I wish to thank J. Mynivu for discussions on 
Section 2. 
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A (directed) path from a, to a, consists of a collection of distinct points ap, a,, 
dy, . . ., dy together with the lines Go@;, @, 45, ..-,4,—,4,. A (directed) cycle is 
obtained from a path from a, to a, on adding the line a, ay. If D is an infinite 
digraph, then a ray from a, consists of distinct points a), a,, a, ... together 
with the lines @,a;, @,a3,-.. - 

The following definitions of three kinds of connectedness for a digraph were 
given in [2]. A digraph is strongly connected or strong if for any two points b 
and c, there is a path from 6 to c (and hence also one from c to b). A unilateral 
digraph has a path from 6 to c or a path from c to b. Finally, a digraph is weak 
if there is no partition of the set P of all points into two nonempty disjoint 
subsets P, and P, such that there is no line joining a point of P, with one of P,. 
A digraph is disconnected if it is not even weak. A weak component of a digraph 
is a maximal weak subgraph. 

If S is any set of points in D, then the subgraph (S) generated by S has S as 
its set of points and consists of those directed lines of D joining two points of S. 
A point c is accessible or reachable from 6 if there is a path in D from b to c. 
Let R(b) be the set of all points accessible from b and let R-1(b) be the set 


of all points from which b is accessible. If ab is a line of D, then the digraph 


D—ab has the same set of points as D and has all the lines of D except ab. 
If Z is a directed cycle of D, then by D—Z we mean the digraph obtained 
from D on removing all the lines of Z. 

We assume familiarity with the definition of a graph (see [5] or (2]) and 
a cycle of a graph. A tree is a connected graph with no cycles. In a rooted tree, 
one of the points, called the root, is distinguished. A directed rooted tree is 
obtained from a rooted tree with root 6 on orienting each of its lines so that 
it is directed toward the point b. We are now ready to characterize finite 
functional digraphs. 

Theorem 1. A finite digraph D is functional if and only if each of its weak 
components consists cf exactly one directed cycle Z and for each point in Z, 
the subgraph R-1(b) of the digraph D — Z is a directed rooted tree with root b. 

Proof. Let C be a weak component of D, with p points, q lines, and m 
independent cycles on ignoring the directions of its lines. Then we have 
q—p+1=~m. Since C itself is a functional digraph, p = q; hence m = 1. It is 
then immediately seen that the single independent cycle Z of C must be a 
directed cycle since each point of Z has out-degree 1. Let b be any point of Z. 
If b has in-degree 1 then 6 is an isolated point of D— Z. Otherwise, for every 


point c of D—Z which is joined to b, the line eb is in D. Continuing this 
argument, we see that the subgraph R-1(b) of the digraph D — Z is a directed 
rooted tree with root 5. 

Corollary. Let D be a finite functional digraph. Then D is strong if and 
only if it consists of exactly one cycle; D is unilateral if and only if it is either 
strong or consists of exactly one cycle Z together with a path from a point 
not in Z to a point in Z; finally D is weak if and only if it has exactly one cycle. 
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We omit the obvious proofs, but depict a strong, unilateral and weak 
functional digraph in Figures 1 (a), 1(b), and 1(c). 


We now turn to infinite 
functional digraphs. Here eve- 
ry directed cycle is of finite 
length. It is also clear that if 
c is accessible from 6 then 
there is a unique path from 6 
to c and the distance d(b, c) is 
finite. The concept of a direc- - b re . 
ted rooted tree carries over im- Fig. 1. a) strong functional digraph; b) unilateral functional 
mediately to infinite digraphs. digraph; c) a weak functional digraph 

In proving Theorem 2, it is convenient to have the concept of a semipath 
in a digraph. A semipath of D joining points a, and a, consists of distinct 
points do, @,, @,,..., 4, together with n directed lines: exactly one of the lines 



































G,@, OF 4,4,; either a,a, or a,a,;...; and either a,—,4, Or @, 4,3. The con- 
cepts of strong, unilateral, weak, and disconnected digraphs extends at once to 
infinite digraphs. Clearly a digraph (finite or infinite) is weak if and only if 
there is a semipath between every pair of points. 

Theorem 2. An infinite digraph D is functional if and only if the following 
three conditions hold for each infinite weak component C: 

1. C contains at most one cycle. 

2. If C has exactly one cycle Z, then for each point 6 in Z, the subgraph 
<R-1(b)> of C —Z is a directed rooted tree and at least one of these trees is 
infinite. 

3. If C has no cycles, then for each point in C, (R(b)) is a ray and (R-1(b)) 
is a directed rooted tree (finite or infinite). 

Proof. 1. Assume C contains two cycles Z, and Z,. Since C is functional, 
there is no semipath joining a point of Z, with a point of Z,, contradicting the 
hypothesis that C is weak. 

2. If c is any point of C—Z from which b is accessible, then ¢(R(c)) in 
C — Zis a unique directed path from c to b. This shows that (R-1(b)) in C—Z 
is a directed rooted tree with root 6. At least one of these directed rooted trees 
must be infinitr since C is infinite and Z is finite. 

3. That <R(b)) is a ray follows at once from the hypotheses that C is 
infinite, has no cycles, and is functional. We see that (R-1(b)) is a directed 
rooted tree exactly as in the preceding step. 

Corollary 1. Let D be a weak infinite functional digraph. 

If D has a cycle, then for all points b in D, R(5) is finite. 

If D has no cycles, then for all points a and 6, there exists a unique point c 
such that R(c) = R(a) -\ R(b). 

Corollary 2. For all points a and of an arbitrary infinite functional digraph D, 
R(a) and R(6) are disjoint or differ by only finitely many elements. 
15* 
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We omit the proof of Corollary 1 since it offers no difficulty. However, we 
illustrate the two parts of Corollary 1 in Figures 2(a) and 2(b) respectively. 
In Corollary 2, if a and 6 are in different weak components of D 
then R(a) and R(b) are obviously disjoint. But if a and 6 are in the same 
weak component C of D, there are two possibilities. If C has a cycle Z, then 
by statement 1 of Corollary 1, 
both R(a) and R(b) are finite, 
so their symmetric difference 
must be finite. If C has no 
cycle, then statement 2 of Co- 
rollary 1 applies and here the 
. ere symmetric difference of R(a) 
and R(b) is the difference be- 

od inf tween the unique ac path 

: (i.e., the path from a to c) and 

the unique 6c path in C. 


Both of these paths are finite 
and obviously their difference 
V | \ _. is equal to their union less the 
b é +++ adm 


single point c, which is necess- 
Fig. 2 a) An infinite weak functional digraph containing a cycle; ily finite 
b) an infinite weak functional digraph with no cycles ariy nnite. 


ad intinitum 








3. The Number of Functional Digraphs 


Two digraphs are isomorphic if there is a one-to-one correspondence 
between their sets of points which preserves their directed lines. To enumerate 
all finite functional digraphs (up to isomorphism) with a given number of 
points, we develop the counting series or generating function for these con- 
figurations in three steps by enumerating: 

1. functional digraphs with a single cycle of specified length k; 

2. functional digraphs with any positive number n, of cycles of length k — 
these have n, weak components; 

3. arbitrary finite functional digraphs with n, cycles of length 2, n, cycles 
of length 3, etc. 

These results are obtained by successive applications of Pélya’s Enumera- 
tion Theorem, which is clearly explained as the Hauptsatz of [5] and also is 
included in § 2 of [2]; for completeness we include its statement here without 
the definitions leading up to it. 

Pélya’s Theorem. The configuration counting series F(z) is obtained by 
substituting the figure counting series f(z) into the cycle index Z(I°) of the 
configuration group J”. Symbolically, 


(1) F(x) = Z(I, f(x) . 


This theorem reduces the problem of finding the configuration counting 
series to the determination of the figure counting series and the cycle index 
of the configuration group. 











The number of functional digraphs 


Step 1. Functional digraphs with a single cycle of length k 

In the framework of Pélya’s theorem, a functional digraph with a single 
cycle Z of length k may be regarded by Theorem | as a configuration whose 
figures are the directed rooted trees at each of the k points of Z. 

Remark. There is a 1—1 correspondence between rooted trees with n 
points and directed rooted trees with n points. 

This remark follows at once from the uniquely determined procedure for 
constructing a directed rooted tree from a given rooted tree. Now let 7’, be the 
number of rooted trees with n points. Then by the remark, the figure counting 
series for Step 1 is: 

(2) T(x) = T,2+ T,2°+ T,2°+---. 

CaYLzy has shown that 

(3) T (x) = 2(1 — x)-™(1 — 2*)-7(1 — 23)-7™..., 

and Pétya [5], using his theorem, obtained the equivalent functional equation 


(3’) T (x)= xexp a T(x*)/r. 


Using either (3) or (3’), one may compute the values of 7',,, and Riorpan [8], 
p. 138, has calculated these values to n = 26. The first few terms in this series 
are: 
(2’) T (x)= 2+ w+ 225+ 424+ 925+ 202%+ 48274 115 2%+ 
+ 286 2°+ 71921°+ 18422"%+ 4766 212+ ---. 

In addition, Prixs has drawn all the trees with <12 points; the coefficients 
in (2’) check with the number of dissimilar points in these trees. Diagrams of 
all trees with < 10 points appear in [4]. 

Since these k rooted trees are located at the points of the directed cycle Z, 
the configuration group for Step 1 is C,, the cyclic group of degree k and 
order k. The cycle index of C,, is given by: 


(4) Z0)=— & afi, 


where the letters /,, /,,...,/, are indeterminates, the sum is taken over all 
divisors d of n, and @(d) is the Euler function. 

Applying Pélya’s theorem, we find that the configuration counting series 
for Step 1 is 


(5) Z (On Tia) =~ X od) (T(xA)™* 


The coefficient of z? in (5) is the number of weak functional digraphs 
with p points whose cycle has length k. 


Step 2. Functional digraphs with n, cycles of length k 
It is convenient in this step to regard a figure as a functional digraph with 
a single cycle of length k. Then the figure counting series for Step 2 is the 
configuration counting series for Step 1, which is given by (5). Since there are 
now n, figures in each configuration and it makes no difference whatsoever 
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where each figure is located, the configuration group for Step 2 is the symmetric 
group S,, of degree n,. The cycle index of S,, is given by 


(6) 4(8,)=15 a fis... fim 


MiG, Vs jts++ ms jy! 





where the sum is taken over all partitions (j) = (j,,j», ...,j,) of m such that 
(7) Ij, + 2jgt+ +++ Nj,= Nn. 
For completeness and later use, we define Z(S,) = 1. 

Combining the observations and applying Pdélya’s Theorem, we see that 
the configuration series for Step 2 is 
(8) Z(Sy,, Z(C,, T(x) - 
Pétya [5] has developed the ,,Gruppenkranz‘‘ A[B] of two permutation 
groups A and B, called their composition in [3], and by one of his results, we 
may rewrite (8) in the form 
(8’) Z(Sn, [Cx], T (z)) ; 
The coefficient of x? in (8) or (8’) is the number of functional digraphs with n, 
cycles of length k having: p points. 


Step 3. Arbitrary finite functional digraphs 


Let D be a finite functional digraph with n, cycles of length k for k= 2,3,... . 
Let v, be the number of functional digraphs with p points and let the desired 
configuration series be 
(9) v(x) = vgz*+ vgz°+---. 


Then it is clear from Step 2 that v(x) may be written 


(10) v(x) = x IT Z(Sq,,Z(C,, T(2))) - 
aling=Ok=2 


On interchanging the sum and product symbols we obtain 


(11) v(x) = fi & 2 (8, 2(Cr T (x))) . 
But there is a well known identity for any function a(z): 
nad ae | 
(12) a Z(S,,4(2)) = exp p a 2 (e™) . 
r=0 m=1 


Using (12), equation (11) may be rewritten 
oO fee) 1 
v(x) = Tee x mn 2Cr T (x™)) 


ll 


exp ys) S120, Tx) 


k=2m=1 


exp 2) w 2 Cr T (x™)) . 
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If one could find an explicit formulation for the sum 


¥ 2(0,, a(2)) 
k=2 


for any function a(x), corresponding to (12), then the formula for v(x) could 
be reduced further. 


4. Functional digraphs with various kinds of connectedness 


Obviously, every strong digraph is unilateral and every unilateral digraph 
is weak. In order to divide all digraphs into disjoint connectedness categories, 
let Us, be the set of all strong digraphs, U, the set of all unilateral digraphs 
which are not strong, and U, contain all other weak digraphs; and let U, be 
the set of all disconnected digraphs. 


We wish to enumerate the functional digraphs which are in each of these 
classes U,. Let v,(x) be the counting series for the functional digraphs which 
are in U,. Since these connectedness categories are disjoint, 


(13) v(x) = v,(x) + vg(x) + v(x) + v9(z) . 


The counting series for strong functional digraphs is immediately obtained 
from the fact that such a digraph consists of exactly one directed cycle. Hence 
05(z) = 22+ 29+ a4 1---, oF 

xz 
l—2z° 





(14) v3 (2) = 


A functional digraph is sirictly unilateral, i.e., in U,, if it contains exactly 
one weak component C of the following form. There is at least one point of C 
which doesn’t lie in its directed cycle, Z, and the set of all such points generates 
a path. Thus only one of the points of Z has a rooted tree containing more than 
one point and this tree consists of a single path. From these considerations, 
we see that the number of strictly unilateral functional digraphs is given by 

z 
(l—2)** 

The weak functional digraphs are enumerated from v(x) using the formula 
from [2] which expresses the number of connected graphs of any given kind 
in terms of the total number of graphs of that kind. This leads to the equation 


(15) v,(z) = 23+ 2at+ 3ad4-+- = 


(16) x a [v, (a") + vo(2") + v4 (2")] = x - amie (v(zx))*. 


Using equations (11), (14), and (15) for v(x), v(x) and v,(x), equation (16) 
becomes 

“7 4 1 > (— 1)*+? md an 
(16') 2 z (2) = ones (o(2))"— 2 aaa 


n= i= 


which serves to determine v,(z). Then an application of (13) gives v9(z). 
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5. The Number of Types of Functions 
The principal conceptual difference between a function and a functional 


digraph is that a functional digraph has no lines of the form bb. Thus, the 
counting series of the preceding section serves to enumerate the isomorphism 
types of the class of all functions which are fized-point-free. In order to count 
all functions, we need to modify the above formulas by allowing for slings, 
or cycles of length 1. The structural formulas of section 2 will still hold, with 
the stipulation that the word cycle is extended to admit cycles of length 1, 

We conclude by indicating without further proof the formula corresponding 
to (11) for the total number of types of functions from a finite set into itself, 
i.e., functions on a finite set: 


Ts Z(8S,,Z (Cy, T(2))) . 


k=1r=0 
In this formula the coefficient of x" is the formula “‘fcn(n)” of Davis [1]. 
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Recursive Digraphs, Splinters and Cylinders* 
By 
Joun Myuitt in Princeton, N. J. 


Connections between recursion theory and graph theory appear in DekKER 
and Myxiuu [5] and are implicit in KLeene [7]. A third qverlap was suggested 
to the writer by a talk of ULLIaN [10]; § 1 of the present paper presents some 
of Ullian’s results in a graph-theoretic context. §2 develops some further 
properties of the recursively enumerable (r. e.) sets discussed by ULLian, and 
§ 3 contains a theorem on recursive digraphs of another kind. We presuppose 
a moderate acquaintance with recursion theory (as contained e.g. in [1]); 
for graph theory we use the terminology and one or two of the results of 
Harary [6]. 


§ 1. Splinters and Components 


With every recursive function f we associate the digraph G(f) having as its 
points the non-negative integers and as its lines all pairs (n, f(n)). (Of course 
G(f) may contain slings.) To avoid needless repetition we let f be fixed 
throughout the present section; all graphs considered are subgraphs of @(/). 
We do not usually distinguish between a graph and its point-set. When we 
say ‘connected’ or ‘component’, ‘weakly connected’ and ‘weak component’ will 
always be understood. A splinter (ULLIAN) is a set of the form {f*(a,)}. Graph- 
theoretically, a splinter is connected, and as such, is included in exactly one 
component; we call this the component of the splinter. In the notation of [6] 
the splinter {/"(a,)} is R (ap). 

Theorem 1.1. Every splinter S is recursive in its component C. 

Proof. If C contains a cycle, S is finite ({6] Theorem 2, Corollary 1), so we 
can assume C contains no cycle. Given a decision-procedure for C we can 
decide of an arbitrary element x whether it belongs to S in the following way. 
First ask if x ¢ C. If not we are through. If x is in C, generate the rays R(x) 
and S= R(a,) (notation as in [6]}). In a finite number of steps we obtain a 
unique number ¢ such that R(c) = [R(x) 7 R(a,)} ({6] Theorem 2, Corollary 1); 
further when we have obtained such a c we shall know it. Now z¢ S or x¢ C—S 
according as x= c or x + ¢, q.e.d. 

We note that C — S is r. e. For it consists of precisely those elements x of C 
for which the computation of c terminates by yielding a number x + c 

Define a component to be cyclic if it contains a cycle. We prove 


beet | This work was supported by grants from the National Science Foundation (G 3466) 
and the Institute for Advanced Study. I wish to thank F. Harary and D. Lacombe for 
ideas which are incorporated into this paper. 
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Theorem 1.2. Every cyclic component C, is recursive in the union XC of all 
cyclic components. 

Proof. C, contains only one cycle ([6], Theorem 2). Let this cycle be 
(a, ..+,; Zq, %). For all y ¢ XC, R(y) is finite ([6], Theorem 2, Corollary 1). 
If we know that y ¢ YC, we can find whether or not y ¢ C, by generating R(y) 
and observing whether or not any of the elements z,,..., z, appear in it, 
q. e. d. 

Again we have the stronger result that YC — C, is r. e. 

A set A is called a choice-set of a class U of sets, if A contains exactly one 
element of each set belonging to 2%, and no other elements. We prove 

Theorem 1.3. The class of all cyclic components possesses fr. e. choice-set. 

Proof. The set of all minimal elements of cycles of G@(f/) is such a set. 

Theorem 1.4. If the class of all components possesses a r. e. choice-set, every 
component is recursive. 

Proof. Let H be the choice set, C an arbitrary component. Then C > H 
is a singleton, say {xz,}. Given any element x we can determine whether or not 
x €C by generating the component of z till an element of H is obtained; z is 
or is not in C according as this element is or is not equal to 2p. 

Corollary 1. If all but finitely many components are cyclic, every component 
is recursive. (By Theorem 1.3.) 

Corollary 2. No component is simple. 

Proof. If possible, let C be a simple component. Then every other component 
is r.e. and disjoint from C; hence finite; hence cyclic ({6], Theorem 1). The 
result now follows from Corollary 1. 

The following theorem generalizes Corollary 2. 

Theorem 1.51). If C is a non-recursive but recursively enumerable union of 
components, at most finitely many of which are cyclic, and if D is a r.e. set 
disjoint from C, then C UD is not simple. 

Proof. We assume that C _ D is simple and show how to decide of an 
arbitrary number x whether or not it belongs to C; this will yield a contradic- 
tion. 

For every element x, R(x) either (i) meets C or (ii) meets D or (iii) contains 
a cycle. For if R(x) satisfied neither (i), (ii) nor (iii), it would be an infinite 
r. e. subset of NW — (C U D) (where N is the set of all natural numbers). For an 
arbitrary element x, generate R(zx) till either (i) we obtain an element of C 
or (ii) we obtain an element of D or (iii) we obtain a cycle. In case (i) x is in C; 
in case (ii) it is not; in case (iii) it is in C or not according as the cycle occurring 
in R(zx) is or is not one of the finite number of cycles occurring in C. 

Corollary. If C is a non-recursive component and D is ar. e. set disjoint from C, 
then C UD is not simple. 

For splinters we have 

Theorem 1.6. (ULLIAN [10]). If S is a non-recursive splinter and D is ar. e. set 
disjoint from S, then S — D is not simple. A fortiori, S itself is not simple. 


1) This theorem is due to D. LacomBeE. 
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Proof. Again we assume that S _ D is simple and obtain on this hypothesis 
a decision-procedure for S, contradicting the assumption that S is not recursive. 
Let C be the component of S; then for every element z either (i) x ¢ S or 
(ii) « ¢ C—S or (iii) R(x) meets D or (iv) R(x) contains a cycle. For if (i) 
and (ii) were false x and therefore R(x) would lie outside C; if in addition (iii) 
were false R(x) would be a r. e. subset of N — (S VU D); and if finally (iv) were 
false S \/ D would not be simple. For an arbitrary element 2, generate S, 
C — 8, R(x) and D till one of the alternatives (i)—(iv) is realized. (C — S can 
be effectively generated by the remark following Theorem 1.1.) If (i) or (ii) 
is realized, we know whether z ¢ S. If (iii) is realized z cannot be in S, because 
z € 8 would imply R(z)c S and so R(x) \ D = 9. If finally (iv) is realized x 
cannot be in S either, because R(x) is infinite for each x ¢€ S (otherwise S 
would be finite). Thus the decision-problem for S is solvable: contradiction. 


§ 2. Cylinders and m-n-Splinters 


Let N be the set of natural numbers, and let j be a recursive function 
(assumed fixed in what follows) mapping N* one-one on NV. By Cy(A) for any 
ACN we denote the set j(A x N). A set M is called a cylinder if M =~ Cy(A) 
for some non-empty r.e. set A. Hence ~ means isomorphism in the sense 
of [8], p. 106. 

Theorem 2.1. Every cylinder is a splinter*). 

Proof. Since a set isomorphic to a splinter is itself a splinter, it suffices to 
prove the theorem for sets C y(A) = j(A x N) for A non-empty and r. e. Also 
we can assume that A is infinite, for if A were finite C y(A) would be recursive 
and trivially a splinter. Let then A = {d,} where d, is a one-one recursive 
function of i. We have Cy(A) = M,+ M,, where 


My= {j (dz, y)|z < y} (4,,0) (4,,0) 
M,= {j(d,, y)|z > y} . 


M, is an infinite recursive set (d»,1) 
and can therefore be enume- ’ 
rated by a strictly monotone 
recursive function 6,. Every 
element of C y(A) appears 
exactly once in Fig. 1, where 
for legibility the j’s have been ‘ 
omitted. 

It now suffices to construct 
a recursive function f such that the arrow from any number z in Fig. 1 goes to 
the number f(z). For then Cy(A) = {f"j(d,, 0)}. But such a function f is evi- 
dently obtained if we let k(x), (xz) be recursive functions satisfying 


j (k(x), U(x)) = x 
*) This is a simplification of a proof due to D. Lacomse. 


(d3,0) (dy,0) 















Fig. 1 
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and define 


bi (a, if R(x) = dye 41 
f(z) = 7 (dn +2 0), if z= b, 
j (k(x), U(x) + 1), otherwise. 


Corollary 1. For every non-empty r.e. set A, there is a splinter S such that A 
ts one-one reducible to S ([9], p. 297) and S is strongly (many-one) reducible 
to A. (Hence every degree‘of many-one reducibility of r.e. sets is represented by 
a splinter.) 

Proof. X € Aj (zx, 0) € Cy(A) 

X €Cy(A)ok(z) € A. 


Corollary 2. Every creative set is a splinter. | 

Proof. Let A be creative. By Corollary 1 A is one-one reducible to some 
splinter S. By [8] Theorem 16(a), S is one-one reducible to A. By [8] Theo- 
rem 18 A= S and so is a splinter. 

Corollary 3. There exist mesoic splinters ((3] p. 499); in fact for every simple 
set A, Cy(A) is a mesoic splinter. 

Proof. Cy(A) is a splinter by Theerem 2.1, and it is mesoic by the argument 
of [11] Theorem 3. 

Remark®*). The traditional classification of r. e. sets ({9], [3], [11]) is by the 
nature of their complements. In the most recent form of this classification 
(UsPENskKI) arbitrary sets are classified according to the following scheme 














Sets 
| 
(a) (recursively enumerable) (2) 
| , 
(8) (immune; [3] p. 496) ‘ (8 8) 
| ; 
(8 Ba) (888) 
, | 
(88 Ba) (productive [2]) (8888) 


Here ($f) is the class of all sets M, UM, where M, 7 M,= 9, M, is 
infinite and r. e. and M, is immune; and (f f £) is the class of all sets M which 
are not r.e., which contain an infinite re. subset M, and which are such 
that for every infinite r. e. set M, c M there is an infinite r. e. set M,c M — M,. 


%) To avoid repetitiousness we make the conventions that (a) ‘set’ will mean ‘set of 
non-negative integers’ for the remainder of the paper and (6) for the duration of the present 
remark we shall ignore finite sets and sets with finite complements. 
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(6 BB) is then subdivided into (8 8 Ba) and (8 8 8 8) according as (an index of) 
such an M, can or cannot be effectively found from (an index of) M,. (This 
definition of ‘productive’ is equivalent to the usual one by [11], pp. 168-—169). 
Recursively enumerable sets M are now further classified into five types 
according as N — M belongs to (a), (Ba), (B Ba), (BBBa) or (BBA); there 
exist r.e. sets of all five types by [9] pp. 296—298; [3] p. 500; [11] p. 164. 
The class of all splinters is unusual in that it is the only (recursively invariant) 
class of r. e. sets appearing in the literature which is defined without reference 
to complements. It is natural to ask to which of the five types («), (8a), (8 Ba), 
(BB Ba), (BB BB) the set N—M may belong if M is a splinter. But this is 
already answered by the preceding results of this paper; (a), (88fa) and 
(8 8 BB) are possible by Corollaries 2—3 of Theorem 2.6, while (8 «) and (8 8 «) 
are impossible by Theorem 1.6. Indeed this observation is already contained 
in [10]. Recently a finer classification of r. e. sets has been made possible by 
the theory of recursive equivalence types ((4]). Indeed a r. e. set is characterized 
to within an isomorphism by the recursive equivalence type of its complement 
({4], Theorem 6), and it is easily proved using Theorem 24 of [4] that ar. e. 
set M is a cylinder if and only if the recursive equivalence type A of N — M 
satisfies the equation A = 2A. If then we could prove the converse of Theo- 
rem 2.1 we would have a complete characterization of splinters, of a very 
simple kind, in terms of the recursive equivalence types of their complements. 
There is therefore a strong motivation for trying to prove (or disprove) that 
every (infinite) splinter is a cylinder; however we have not been able to do 
this*), and we do not consider the problem a trivial one. 

A natural generalization of the idea of a splinter is that of an m-n- 
splinter (m,n = 1); a set M is called an m-n-splinter if there exist m non- 
negative integers a,,...,a@,, and m recursive functions /,,...,/, such that M 
is the least. set which contains a,,..., a,, and satisfies /,(M)c M(1sisn). 
We prove the 

Theorem 2.2. Form21, an m-1l-splinter is an ordinary (1-1) splinter. 

Proof. Let M be an m-l-splinter; then M = M,U--:UM,, where for 
lsssm M, is {f*(a,)}. We can ignore the trivial case where M is finite, 
i.e. we can assume that at least one of the M, is infinite. Indeed by changing 
finitely many values of the function / we can ensue that all the M, are infinite, 
and further (using [6] Theorem 2, Corollary 2) that any two of them are 
disjoint. Henceforth we assume that / has been so modified so to make the M, 
infinite and disjoint. 

For 1<s<_m define m,(0) = a,; m,(x + 1) = the first term of {f*(a,)} 
which (follows and) exceeds m,(x); M$ = {m,(i)}. Then M*= Mf? U-++U Mj, 
is a recursive set, and for each z ¢ M* we can effectively find numbers s, i for 
which z = m, (i). In what follows we shall assume that m = 4; the modifications 
required for other m are obvious: 


*) D. Lacosss has proved that every (infinite) splinter of a one-one recursive function 
is a cylinder, and also that every (infinite) component of G(f) is a cylinder for any recursive /. 
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Let f*(x) = f(x) for x ¢ M*; and for any x ¢ M*, say z= m, (i), let /*(x) 
have the value given in the following table. 





























Table 
an 0 1 2n+2 2n+3 
1 fz) | m,(0) f(z) jm,(2n + 2) 
2 f(z) | m,(0) jm,(2n + 1) fm,(2n + 2) 
3 f(z) | m(0) fm,(2n + 1) fm,(2n + 2) 
4 f(z) f(z) fm(2n+1) | f(z) 


With f* so defined, the sequence {ffm,(0)} will run through M 
= M,U M,U M, U M, in the order shown in Fig. 2. 
Thus M is identical with the splinter {f/? m, (0)}, q. e. d. 

Theorem 2.3. Every r. e. set is a 1-2-splinter. 

Proof. We need first the following lemma, which despite its elementary 
character seems to have escaped notice in the literature. 

Every infinite r. e. set is the union of a creative set and an infinite recursive set. 

Proof of the lemma. Let M be an infinite r. e. set and let M, be an infinite 
recursive subset of M ((9], p. 291). Let m(z) be a one-one recursive function 
enumerating M,, and let C be creative. Then m(C)c M, is creative (cf. [8], 
Theorem 5), and M — M, is ar. e. set disjoint from m(C). Thus M,= m(C) + 
+ (M—M,) is creative ((9], p. 296), M, is infinite and recursive, and 

M = M,+ M,, q.e.d. 

my(0) my (1) (3) mild) Now we can complete the 


proof of Theorem 2.3. Let M 

neg aN da ie be r. e.; without loss of gene- 

m2 (0 mg(t) my \{2) m™2(3) mz Ni) rality we can assume that 
tie ni ba it M is infinite. By the lemma, 
M = M,+ M,, where M, is 

ms(0 myt)_ eG — ls infinite and recursive and M, 
is creative. Then if a, is the 

ms(0) my(1) (2) my(3} = ma) least element of M, and if we 


Sasi define 
f(z) = (uy) (y < My& y > z) 
we have M,= {f*(a,)} where f(x)> x for all z. Further by Corollary 2 of 
Theorem 2.1 M, is a splinter, say M,= {g*(b,)}. Without loss of generality 
we can suppose b,¢ M,. Now let ho, h, be-two recursive functions defined by 
9' (bo), if x = f* (ay) 
ho (x) — Mp, if z ¢ M, 
f(z), if ze M, 
ay, if x ¢ M,. 














h, (x) = 
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hy (x) is always in M, Vv {a)}c M, and h,(z) is always in M,c M. Thus M 
is closed under hy and h,. We claim that it is the least set containing b, which 
is closed under these two functions. Indeed, if a set U contains b, and is closed 
under h, and h,, it contains a, (by the definition of h, and the fact that b, ¢ M,; 
hence it includes M, (by the definition of h,) and M, (by the definition of h,). 
Thus M is a 2-1 splinter, q. e. d. 

According to Theorem 2.2 the notion of m-n-splinter coincides with 
the ordinary notion of splinter for m = 1, n = 1; and according to Theorem 2.3 
it coincides with the notion of r. e. set for m = 1, n = 2. 


§ 3. Universal Digraphs 


Now we turn to digraphs of a different kind. A collection 8 of digraphs‘) 
is said to contain a universal digraph U, if U € 8 and if every G € & is iso- 
morphic to a subgraph of U. We claim that there exists a universal digraph 
for the collection of all countable digraphs. 

We define the digraph U as follows. By a labelled digraph with n points 
we shall mean the empty digraph if » = 0; a digraph whose points are the 
number (1, . . ., »), if 0 <m <oo; ora digraph whose points are all the positive 
integers, if n = co. G, with n, points (1, ..., ,) is called a labelled subgraph 
of G, with n,= n, points if every p,q < n, are joined in G, just in case they 
are joined in (,. 

The points of U are simply all finite labelled digraphs. G, is joined to U, in U 
if and only if one of them is a subgraph of the other and if, where n, is the 
number of points in G, and n, the number of points in G@, , is joined to n, 
in G, (if G,c G,) or in G, (if G,c G,). 

Now let @ be any labelled digraph with s points. For n= 1, 2,3,...,8 
let G,, be the subgraph of G generated by 1, . . ., n. We claim that the mapping 
y defined by 

p(n) = G, 

maps @ isomorphically into U; i.e. k is joined to m in @ if and only if G, is 
joined to G,, in U. Indeed if k < m, G,c G,, and G, is joined to G,, in U if and 
only if & is joined to m in G,,, i.e. if and only if k is joined to m in G. On the 
other hand, if k> m, G,,c G, and G, is joined to G,, in U if and only if & is 
joined to m in G,, i.e. once more if and only if k is joined to m in G. Thus every 
labelled digraph @ (hence every countable digraph) is isomorphic to a subgraph 
of U. Finally, U itself is clearly countable, since there are only countably 
many finite labelled digraphs. U is also recursive in the sense that the relation 
‘m is joined to n in U’ is recursive, on any natural Gédel-numbering of finite 
labelled digraphs. 

A less trivial universal digraph for the collection of all countable digraphs 
is provided by the following example. Let {W,} be the canonical enumeration 
of r. e. sets ((3] p. 498, or [8] p. 99; the notation {,} is used there), and let U, 
be the labelled digraph of the relation ‘x ¢ W,’. We prove 


: 5) For the remainder of the paper, digraphs are allowed to contain slings and isolated 
points, but no multiple lines. 
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Theorem 3.1. (a) U, is a universal countable digraph. Moreover (b) if we 
define R,,(x, y) to mean j(x,y)€ W,, there exists a recursive function h such 
that (the digraph of) R,, is isomorphic to the subgraph (W y(n) of Uj. 

Proof. (b) implies (a). For the relation ‘x is joined to y in U’ is a recursive 
and a fortiori a r. e. relation, say R,,(x, y). Moreover every countable digraph 
is isomorphic to a subgraph of U, which is in turn by (b) isomorphic to the 
subgraph (W)(q)> of Uj. 

Let {¢,(x)} = {q(n, z)} be the canonical enumeration of partial recursive 
functions ((8], p. 99). Let a(u, v, z) be a recursive function such that always 


Watu, 0,2) — {qu(x)|R,(z, z)} : 
We can assume that a maps N* one-one into N. For fixed n, there exists 
by the recursion theorem a number e such that always 


qe (2) = a(e, No, 2) . 
But can be found effectively from ny (cf. the proofs of Theorems 7.4—5 of [1], 
Chapter 10); there exists therefore a recursive function e(n) such that always 
q(e(n), z) = a(e(n), n, z) . 
We have 

i(e(m), x) € W aleln),¥) ++ q(e(n, x) € W ale(n),ns 9) 

++ q(e(n), x) € {de(n) (m)|R,, (m, y)} 

“> R,, (zx, y) ° 


(The last step is correct because ¢,(,) is one-one for fixed n.) Thus R,, is 
isomorphic, under the mapping 


«> q(e(n), 2) 
to the subgraph of U generated by 


H,,= {q(e(n), z)\(Ay) (Ra(z, y) or R,(y, x))} 
and (b) is proved if we take h(n) as a Gédel-number of H,,. 
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On the Imbeddability of Universal Algebras in Relation 
to their Identities. I 


By . 
Aurrep L. Foster in Berkeley (Cal.) 


1. Introduction 


We seek to establish a foundational framework within which a class of 
questions related to algebraic imbeddability may be formulated and explored 
on a universal algebra level. Decisively bound to the anatomy of imbeddability 
of algebras are certain elementary restrictive relationships between the sets 
of identities (and/or equations) of the respective algebras involved. We shall 
be concerned with a definition and analysis of these relationships. Within this 
general framework, and with strong emphasis on the identities of algebras, 
several characterizations of two basic imbeddability questions are obtained, 
and related questions on “universal” imbeddability are explored. As significant 
instances of the latter notion the singular role played by primal algebras is 
exhibited and further, a more general class of “categorical” algebrar is 
characterized. 


2. Some preliminaries 


Let S and S’ be arbitrary but fixed species, with S a subspecies of S’ 
(S’ an overspecies of 8): 

(2.1) ie cae ye ee eee ee ee, See 
Here the n,; and nj are positive rational integers. 

We shall reserve the letters &, 7, C, &, &,..-, %,. M,--- to denote in- 
determinante-symbols, and ©, 6, ...,6;,... to denote primitive oneration- 
symbols, where o; is n,-ary, o= ©;(&,, &, .. -, &,,) and oj is nj-ary. 

An “S-algebra” 2 = (A, ©,,6,...) is simply an algebra of species S. 
If B = (B, ©, &,, . . .) is also an S-algebra, the primitive operations ¢, of the 
algebra 2 — read o, (mod) — will of course in general be quite unrelated 
to the corresponding operation. «;(mod %). 

We shall write 
(2.2) A < I’ 
to signify that the S-algebra 2 is imbedded in the S’-algebra 

A’ == (A’, Oy, Og, . . -5 Oy -+-) 5 
(2.2.1) ACA’, o,(€,...)¢€A for &,...¢€A and o, any S-operation. 
The relation (2.2) is also read: 2 is an ““S-modul” of 2’. 


Math. Ann. 138 16 
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If A < A’ and A = A’ we also write 
(2.3) A c< 
read: 2’ is an “S’-conversion”’ of 2, also: 2 is 2’ qua S-algebra. 

If A< A’ and S= S’ we have the case: A is a subalgebra of 2’. Unless 
otherwise specified we hereafter assume proper inclusion, Sc S’. 

We write |2’| for the class of all identities of 2’, and |2l’|, for the subclass 
of all S-identities (i.e., in which no 6; occur), 

(2.4) [2] gS |2' . 

An “S’-expression” ®’(é,...) is an indeterminate-symbol or any com- 
position of indeterminate-symbols via the primitive S’-operations 
©, 0, ...,04,... . Let 
(2.5) E(S')= E’= {...,@’,...} 
denote the totality of S’-expressions, and write 
(2.6) €(S’) = O'= (E’, 04, 6, ..., Of, ~~.) 
for the “basic” S’-algebra, in which o,,0,;...,¢;,... are applied formally 
in E’. With E(S)=E and &(S)= &= (E,c,,¢,,...) similarly defined, 
clearly ; 


(2.7) @<&; EcE. 

An “‘S’-identity” J’ is an (unordered) pair of elements of EZ’ : 
(2.8) I’: DB, D5 also written D, = D5 or OD, = D}. 
Write , 

(2.9) (sp={£....2,..}, [(M=£..0,..3 
for the class of all S’-(respectively S-) identities. We have 
(2.10) (spc iis’). 

For a subset © of (8), Gc (8), we define 

(2.11) |\S| = “logical closure” of G 


in the familiar inductive way: (i) G ¢ |@|. (ii) &;= § € |G). (iii) If 1(§,, . . .): 
P(é,,...)= V(&, ...) € |S| so also is J*, where J* results from J by replacing 
indeterminate-symbols by S-expressions in any manner. (ivy) If ®,= ¥,, 
@,= P,,...€\G| and if 7 (n, C,...)¢& then 17 (®,,D,,...)= 17 (W,, P2,...) € |S}. 
(v) If ®,= ®, and ®,= D,¢ |S! so also is D,= D,. 


For 6’ [(8"), |S’| is similarly defined. Clearly 
l= &l= 1. 





1) Properly we should write f(s, and {(s) = | &,= &,| when only S-operations are 
admitted. We shall however on occasion write simply f for either of these, where no con- 
. fusion is possible. A similar remark applies to é, 6, 8’), 0(8) below. . 





a @ 
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We define 

\fi= &i| = def = 0. 
Because of (ii), for any 6’ ¢ 1(8, 
(2.12) b<\6\ <j. 
Otherwise said, if S’ is logically closed, 
bce’cf. 

By |G'|; we mean the subset of all S-identities in |@’|, 
(2.13) IS'ls= IS'| N[(S). 

An “@’-algebra”’, 2’, is an S’-algebra such that 


(2.14) iar'| 2 |6'|. 
If 
(2.15) Iar'| = |e" 
we speak of an “‘exact”’ ©’-algebra. 

Let x be a given cardinal and §,, &,,...,&, a class of indeterminate- 
symbols of cardinality x. We write Z,— E,,(S) for the totality of S-expressions 
@(é,,..., &,) in &,..., &, and 


(2.16) é,.= &,,(8) _ (Z,, 1, Oo, -- ) 

for the corresponding S-algebra, in which o,, o, . . . are applied formally in £,. 
Ey, = E,,(S’) and 

(2.17) G5, = (By, Oy, Ops » - «5 Ofy* * *) 


are similarly defined. Obviously 
E,cHE, €,<¢€¢ 
(2.18) ECE’, €,< 
E,cE., €,< &. 
If @ is an S-algebra and a, ... are specifi¢ elements of 2, then if O(a, . . .) 
= W(a,...) holds in & we speak of a “tabuur identity” of 2; here O(F, . . .), 


WY (E,...) are of course S-expressions. We write |/2{|| for the totality of tabular 
identities of 2. 


3. Compatibility 
Def. 3.1. Let B be an S-algebra and let S’ ¢ |(S’). We say that G’ is “com- 
patible” with S — in symbols 
B<C’ 
if B is imbeddable in some G’ algebra. 
16* 
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Def. 3.2. Let @¢](S) and 6’¢](S’). We say that S’ is compatible 
with 6 — in symbols 
S$ <S’ 
if there exists an @’-algebra G’ and an exact*) G-algebra G such that GB < B’. 
Def. 3.3. If G < G’ and if there exists an exact G-algebra, G, which is 
convertible into an G’-algebra, B’ —B c< GB’ — we say that ©’ is ‘‘convertibly 
compatible” with 6, — in symbols 


S <<’. 
For S < @’ respectively for G < ©’ it is clearly necessary that 
(3.1) IS'|sS |B resp. |S'|s¢ || . 


In general, however, neither case of (3.1) is sufficient to insure compatibility, 
as will be shown in § 7. For the limiting case of equality, however, we note 

Lemma 3.1. If |6| = |6'|; then G c< ©’. 

Proof. Choose G’ as an exact @’-algebra and define G as G’ qua S-algebra, 
from which the lemma follows. We may readily improve the lemma to the 
following result in terms of the union S UG’ of the classes S and G’: 

Theorem 3.2. A necessary and sufficient condition for G c< G’ to hold is 
that 6 < GUS". 

Proof: Necessity. If G «< ©’ then there exists a G c< G’ where |B/ = || 
and |%’| 2 |G’|. Since we are dealing with a conversion it further follows that 
|B’| 2 [Bj = |S]. Hence |B’| 2 |G US’|, whence S < GG’ and the necessity 
is established. Conversely, suppose © < G iG’. Then by (3.1), |G’ U Gi gC |G). 
But obviously also |G’\UG\,2 |G|. Hence |6| = |G’ US|, and therefore 
S << S’ UG, by lemma 3.1; from this, a-fortiori, G «< SG’ and the theorem 
is established. 

It is remarked that no result corresponding to lemma 3.1 is available for 
%, S’; indeed simple examples exist in which |G| = |G’|, and where @’ is not 
even compatible with G. In the converse direction, however, one immediately 
has: 

(3.2) B << B' = [|B] = |S'ls= |B 'ls 


where ©’ is any basis for the identities |G’|. 


4. Free 6’-extensions 


With each S-algebra G and each class G’(@’¢ [(S’)) of S’-identities we 
associate a certain S’-algebra, @[G@"], called the “free G’-algebra over B”’. 
This algebra will serve as an effective concept in the study and characterization 
of compatibility. 

Consider first a brief intuitive account of the algebra G[G’]. The elements 
of B[(G'] are the formal S’-expressions ®’(f, . . .) in the elements f, . . . of B, 


*) If the restriction “exact”? were deleted we should (trivially) have © < ©’ for all 
S and @’, since |(S) C < |(S’), where | denotes the one-element algebra. 
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where two such formal expressions are regarded as the same element of 
B(S’) — in symbols 


(4.1) O'(f,...)=P'(B,...) (BIS') 


if the one is a “S,@’ consequence” of the other, i.e., a consequence of the 
assumptions that: (1) |S’| hold among all S’-expressions J” (8, . . .) and (2) |% 
hold among all S-expressions /7(f, . . .). The primitive operations of B[G’] are 
defined to be those of species S’, namely o,, 6,,.. .,{,. . ., applied formally to 
the ®’(8,...). 

We turn to a precise definition of B([G’]. Let B be of cardinality x, 

= {B,, Bs, ..-, B,}*). It is here convenient to use these symbols 6, — instead 

2 of &, fir heretofore — as the x generators of HY = (Ej, 6, 0, .. ., @j,...), 
the free 8’ -algebra (with no identities)*) of x generators. The elements of EF’ 
are then the formal S’-expressions ®’(f,,..., 8,), where formally different 
such expressions represent different elements of E;; the ©, 0,..., 64, 
are applied formally to the elements of EZ. As before we have 


(4.2) $2 6,3 #£,.4,, 


” 


where &, is isomorphically identified as the S-modul of all S-expressions 
+++» B,) of &. 
In the algebra &;, we define two ideals (= congruence relations) %{, “4 as 
follows: 


(4.3) ©’ (f,,.--,B,) =P'(B,---, By) (F%) 
if and only if 
(4.3.1) @'(é,,...,&) = W'(é,...,&) € 16" 
And 
(4.4) @'(B,,..., B,) = P'(B,,..., By) (5) 
if and only if there exists an S’-expression 22’ (é, n, ...) and S-expressions 
®,(B,,-.-, B,), Fal By -- +» Bx), Pe, Po, ... such that 
®' (B,, .. .) = (formally) = 2’ (@,(B,, . . .), ®y(B;, -.-),-- -) 


(4.4.1) W'(f,,...)= (formally) = Q’(¥,(B,, ...), Vo(f;, .--),---) 
®,(B,, .. .)= M(B, -- -)€IBp, G@=1,2,...). 


That .%; is an ideal in &;, follows at once from the definition of logical 
closure, |’|. Consider then #5. We shall first argue that = (.%}) is an equivalence 
relation in &%, and then further show that it is an ideal. 

The reflexivity and symmetry of =(%}) are obvious from the definition 
of =(43). The proof of transitivity, however, requires some preparation 


’) Despite the notation, no restriction on the cardinality x is intended. It will be se« 
in the construction, that x and §,,..., 8, could as well be taken to refer to a set of gern 
rators of 3, and the ®’(,, . . .) to be S’-expressions in these generators. 


*) More precisely, &, is the 6(.S’)-algebra of x-generators. 
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Let Q'(&, 7, .. .) be an S’-expression. An S’-expression 226(¢,, C,, . . .) will 
be called an “S-reduction” of 2’(&, n, ...) if (1°) there exist S-expressions 
77,(&, n, . . .) such that 


Q'(€, n, . . .) = formally = 26(/7,(&, n, . . .), 114(€, 9, ..-), -- -) 


and where (2°) each ¢, occurs precisely once in the S’-expression 125(¢,, . . .). 

An S-reduction 25(¢,, ...) of 2’(&, n, ...) is called “S-irreducible” if it 
possesses (essentially) no further S-reduction, i.e., if corresponding to each 
S-reduction Qjo(4;, Me, - - -) of 25(¢,, fy, . . -) thefe exists some arrangement 
Ce» Ce» --- Of Oy, Cg, . . . such that 


Qo0(6;,» Fé, - - -) = formally = 24(¢,, C3, . ..). 


‘For example, if S = (2,2), S’= (2,2,1) and if o,, 0,, oj are more conveniently 
written as +, x, 1, the S’-expression (&*7 + 1) n has (¢,¢,+ 1)¢, and (¢,+ 1)¢, 
as S-reductions, where the latter is S-irreducible. 

Slight reflection shows that: (A) Each S’-expression possesses an S-ir- 
reducible reduction 25(¢,,...); moreover the latter is unique (up to the 
Jetters ¢, employed). It then further follows from (4.4) and (4.4.1) that: (B) If 
O'(B,,...) = P'(B,, ...) (%) then ®’ and Y’ have the same S-irreducible 
reduction {25(¢,,...), and moreover there exist S-expressions ®,(f,, . . .), 
Y,(B,, .--), De, Po, . . . satisfying (4.4.1) — with 2’ replaced by 25. From (B) 
end from (A) (particularly from the unicity of 25), the transitivity of =(%}) 
readily follows. Thus =(%3) is an equivalence relation in &;. 

To further show that .%3 is an ideal in &, let o'(&,...) be any primitive 
operation of &,,, and let 


(4.5) i) (By...) = Pin (Bp ---) (¥3); 7=1,2,... . 
We must show that 
(4.6) co’ (Di), Dia, o- zt == o (Pi), Pia» *- .) (45) ° 


There exist S’-expressions 


Quy (é, .- B QM) (n, ee -); oad 


and S-expressions 


Gy 1(8,,---,8.), Por, Owes, Pwo--- j= 1,2,;..) 
such that 
(4.7) P()(By, - - -) = (formally) = 25;(Oy)1, Para - - -) (j = 1,2,...) 
. P(A. *, -) =? (formally) QQ (F I» Fos e° .) “sg sigy 
and 


(48) Dy (By ...)=PydBp-.) €1Bl, @=1,2,...37=1,2,...). 
Let 
(4.9) '(&,,&,,..., Ms Nar -++) = def = 6’ (Qiy)(E1, Fs ---), Qa (My Neos --+)s-+-) - 
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Then 2’ is an S’-expression and 
0” (Diy), Dep», ..-) = (formally) = 2’ (Dy), Paye,---, Pw Dis)--+s a 
0 (Poy, Pia», -+-) = (formally) = 2’ (Pq),, Pqo,---» Mw» Pee som . 


The desired result (4.6) follows from (4.10) and (4.8), whence %3 as well as} 
is an ideal in &. 


(4.10) 


Consider the least upper bound 
(4.11) S' = (F}, 49) = Lub. of Fj, 45. 
J’ is again an ideal in &, and in terms of the corresponding factor algebra we 
finally have the desired 
Def. 4.1. 
(4.12) B[(S'] = def= &/F' . 


The elements of S [G’] are the residue classes of &, mod %’, and for ®’(f,...), 
Y" (B,...) € E,, the following two assertions are equivalent: 


0’ = P'(B[S')) 
D' = P'(s'). 
Furthermore from the definitions of %; and .%3 one readily has the 


Theorem 4.1. D’= Y’ (B [G']) is inductively characterized by the following 
conditions : 


(1°) If O, W’¢ By and if O’= YP’ ¢ |S’|, then 
@' (By, .- -» By) = P'(By,---» By) (B[S']). 
(2°) If ®, YW ¢ BE, and if O = ¥ ¢€ |B}, then 
P(B,,..-, By) = P(By,---, Bx) (B[S")). 
(3°) If 17’ (é, n,...) € B’ and if ®j, Yj ¢ EB, with 
Di (By, - --» Bx) = Pi(By ---» Bd) (BLS), (= 1,2,...), 
then 


IT’ (D5 (B;, - . .), Pe(By, ..-), .. -) = TT (P4(B,, .. -), Pe, .. .) (BlS’)). 
(4°) If OY’, I" ¢ E, and if @’ = P’ (B[S']) and P’= I” (B[C’)), then 
= I" (B[S’)). 
From (4.11) together with the definition of the least upper bound of ideals 
we have still another characterization of the concept =(G[@'J), 
Lemma 4.2. ®'(8,,..., 8,) = ¥'(B;, ..-, B,) (@[G']) if and only if there 
exists a connecting chain 


(4.14) @'(f,,...)=I5(B,..-) = 1o(h,...) +++ = P(A, .--) 
in which each = denotes =(%}) or else = (43). 


Theorem 4.3. For each S-algebra @ and each @’C {(S"), BfS’] is an 
S’-algebra. 


(4.13) 
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Proof. By (4.11) we have a homomorphism 
(4.15) CI, > EF’ . 
From the definition of the ideal .%’ it is clear that 
(4.16) #&)/4; = fr,.(6’) = free G’-algebra of x-generators. 
Hence, using (4.12), we have a homomorphism 
(4.17) fr,,(S’) + B[S]. 


Since fr,(G’) is an G’-algebra and since the identities of an algebra are also 
identities of any homomorph thereof, the theorem follows. 


5. B-conservation, ete. 


An “S-element”’ of S [G’] is an element — i.e., a residue class of &, mod ¥’ 
(see (4.12)) — in which at least one S-expression ®(f,,..., 8,) occurs. If B 
denotes the totality of S-elements of B[G’] we have the 

Theorem 5.1. B = def = (B, ©}, @,...) is an S-modul of B[G’], 


(5.1) B < B[S’). 
Moreover % is a homomorphic image of %, 
(5.2) SB-B. 


Proof. That B is an S-modul is obvious. As for the homomorphism, let /; 
be that residue class of &, mod ¥’ in which the element (= S-expression) 
8, occurs, and consider the mapping 


(5.3) Bi > B; a = PP 
Since for each S-expression ®(f,,..., 8,) there exists at least one £;¢B such 
that ® = £,;(%’) — for instance where ®(f,,..., 8,) = 8, € |B —, it follows 
that (5.3) is a mapping of G onto B, 
(5.4) B+. 
Moreover this is a homomorphism since it is seen to be a portion of the homo- 
morphism 
(5.5) 6 F2 > B[S') 
which in turn follows from (4.11) and (4.12). This completes the proof of 
theorem 5.1. 

Def. 5. If the homomorphism (5.2) is an isomorphism or, what is equivalent, 
if for all B, y €S with 8 + y it follows that 6 = y (G[G’]), we say that G’ 
is ““%-conserving”’. 

If S’ is B-conserving we shall agree to identify the algebra G with its 
isomorph 9 ; (5.1) then asserts 


(5.6) S<S[G’}. 


Theorem 4.3 together with (5.6) establishes the second half (= sufficiency) of 
the following 
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Theorem 5.2. Let B be an G-algebra and let G’¢ f(s’). A necessary and 
sufficient condition for B and G’ to be compatible is that S’ be B-conserving. 
Proof. Necessity: Assuming G < ©’, there exists an S’-algebra G’ such that 


(5.7) B< B’, |C'| ¢ |B’. 
We shall show that G’ is G-conserving. By Def. 5, lemma 4.2 and the remark 


following (5.3) this is equivalent to establishing (A): If «, y are elements of 
connected by a chain 


(5.8) asl"(f,,....BJ=rg=a--=y 


in which each = denotes = (%;) or else = (43), then « and y denote the same 
element of B. 

Lemma 5.3. Let I’ (f,, ..., B,) and I, (f,, . . ., B,) be S’-expressions such 
that (i) in GB’, J” (,,..., B,) is an element of G, say a, and such that (ii) 
I" (By, . . -) = T4( By, - . -) (4) or else I” = I, (43). Then in B’, I, (f,, . . .)= a. 

Proof. If I’ = I',(4{) the lemma follows immediately since |%’| 2 |@'|; 
in fact we then nave J” (&,,...) = I'4(&,, . . .) identically for all &,,... in B’. 
If /” = I',(4%) there exists an S’-expression 2’ (&,, &,, . . .) and S-expressions 


Ty (By, «+ Beds Per (By ---+ Bods P'o(By - +), Doe(By ---), -.- such that 


I’ (B,, .. .) = formally = 2’(I,(A,, . . -), 77,(B, ..-),---) 
I',(B,, . . -) = formally = Q’(I",, (8, . - -), Teg: - - -) 
Vs(By - - -) = Lo(By ---) E(B], G=1,2,...). 


By direct substitution the desired conclusion J", (;, . . .) = « follows, and the 
lemma is established. 

An obvious inductive repetition of the above lemma to (5.8) establishes (A) 
and with it theorem 5.2. 

If B < SG’ we speak of B< QB’ as a “model” of the former if |B’| 2 S|. 
A “closed” model is one in which 3’ is S’-generated by &, i.e., in which each 
element of 3’ may be written (in at least one way) as an S’-expression M’(f,...) 
in the ,...€%. An “exact’’ model is one in which |B’| = |’. 

Lemma 5.4. Let B < G’, let GB < B’ be a model and let J” (f,...), 7, (8,.--) 
be S’-expressions in the f,...¢2%. If J”°=I°,(4%}) or if J”=Iy(43), then 
(8, ...)= (8, .. .) € [B'J. 

The proof of the lemma requires only trivial modification of that of lemma 
5.3 and is here omitted. Inductive repetition of lemma 5.4 to (5.8) then yields 

Theorem 5.5. Let G < G’ and let @’(f,...) = P’(B,.. .) (B[G’]). Then 
in each model B < B’, @'(8,...)= P'(B,.. .) € |B’ I. 

The terminology ‘‘free G’-algebra over B”’ is justified by 

Theorem 5.6. Let B < G’ and let B < B’ be a closed model thereof. Then 
%’ is a homomorphic image of the free G’-algebra over B, 


BS] +B’. 
Proof. By (4.12), ¥’ is the kernel of the homomorphism 
€,>Bl[S'];  F/F’ = Bl[S'’}. 
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Since we have a closed model it follows that G’ is a homomorphic image of 
fr,(G’) and hence also of &;, 


6, > B'(E, > ELI} = fr,(S') +B’) . 
Let 4’ be the corresponding kernel, 
6,,M' =’. 


But by theorem 5.5 the ideal .4’ divides %’ (¥%' a refinement of .4’), from 
which one has the homomorphism 


EJF’ > EM . 
This is the desired result G [(G’] + G’ and theorem 5.6 is established. 
We have the immediate 
Corollary. Let G < SG’ and let G < B’ be a model thereof. Then B’ possesses 
a subalgebra. which is.a homomorphic image of B [@’]. 
Proof. As such a subalgebra one may take the (closed) subalgebra of 3’ 
which is S’-generated by B. 


6. Compatibility and S-conservation, etc. 


We turn to the broader question, the compatibility of G and G’ (Def. 3.2). 
This calls for a slight modification of the considerations governing the im- 
bedding 3 < @’. 

Let SGC {(s) and @’¢ 1(s’) be given. In a manner analogous to that 
employed in the construction G[@’], we define a certain S’-algebra S[G'], 
called the “free G’-algebra over G”’. Roughly, the elements of G@[G’] are the 
expressions ®’(f,...), i.e., the elements of Z’, where two such expressions 
denote the same element of S [(G’] — in symbols 


(6.1) @'(é,...)=P'(é,...) (S[S'}) 

if the one is a “restricted 6, S’ consequence” of the other, i.e., a consequence 
of the assumptions that: (1) |6’| holds among all G’-expressions J” (€, . . .) 
and (2) |6| holds among all S-expressions J] (£, . . .). The primitive operations 
of S(S’] are again the o,,0,,...,0j,... of the species S’, applied formally 
to the above elements of S [G’]. 

More specifically, starting with ¢’ (and &), the free S’-(respectively the 
free S-) algebra of (arbitrarily many) generators §,... and satisfying no 
identities, and recalling (2.7), &< &’, we define two ideals (congruence 
relations) 9}, J%>% in &’ as follows: 


(6.2) O'(é,...) = P'(E,...) (Fi) 
if and only if ®’(&,...) = W’(&, .. .) € |G’|; and 
(6.3) O'(E,...)= P(E...) (42) 





i 


(6 
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if and only if there exists a Q’(n,¢,...)€ 6 and @,(&,...),¥(é,...), 
@,(E,.. .), Pa(é, ...),... € & such that 


@’'(E,.. .) = formally = Q’(@,(E, . . .), ®(&,...), -. .) 
(6.4) YW" (é, ...) = formally = 2’ (¥,(é,...), (é,...),...) 


®,(é,...)= V,(é,...) € 16 (i = 1,2,...) 
Let #’ be the least upper bound of these ideals, 
(6.5) J = def = (Y3, £5) = least upper bound of fj, J; . 
This is again an ideal in &’ and we now define 
Def. 6.1. S[(S']= def= &'/ ¥'. 


The elements of G[G’] are then the residue classes of &’ mod Y’, and for 
@'(é,...), W'(E,.. .) € # the following assertions are equivalent 
0’ = P’ (S(S'}) 
D'=P'( f'). 
Again, exactly asin lemma 4.2, we have the two results 

Lemma 6.1. @’(&,...) = 'P’(,...) (6 [G']) if and only if there exists 
a connecting chain 
(6.7) @'(é,...) 2 Iy(é,...) = Pelé...) = =W'é,...) 
in which each = denotes = (3) or else (3). 

Theorem 6.2. For each @ ¢ {(S) and @’¢ 18”); S[G’] is an G’-algebra. 

It is convenient to express (6.6) in still another way. With each pair ©, 6’ 
of classes of identities as above is associated the class of their ‘restricted 
(logical) consequences” — written [G, S’], 


[S,6']< [(s") 
where the class [6, @’] is again defined by (6.6): 
(6.8) @'(é,...)= P'(é,.. .) € [6,6], equiv. D’= Y’'( 7’). 


From the definition of 7’ together with the notion of logical closure one has, 
in particular, 


(6.6) 


|S| ¢ (6, S’] 
(6.9) IS’| c (6, S’) 

[S, S') < |[S, S']| 

\(6,S’]| = |GuS'| (\/= union) . 
It is to be noted that the class of restricted logical consequences of © and 6’ 
is generally not logically closed, that is, in general the strict inclusion C obtains 
in the penultimate relation (6.9). Indeed it may well happen that 

[S,S'}c [S,S'}| = |(8’)! 
We write [S, SG’ |, for the class of all S-identities occurring in (6, S’}, 

(6.10) [(S, S’],= def = [6,S’]N|(S). 
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By (6.9) we always have 

(6.11) IS| ¢ [S,S']s 

or, equivalently: if @(€,...) and W(é,...) are S-expressions such that 
®= PY ¢|S| then P= YY’). 

Def. 6.2. If |S| = [6,S’]y — or equivalently, if for all S-expressions 
M(é,...), V(é,...) such that.® = Y( Y’) it follows that = VY ¢ |S| — we 
say that “@’ is O-conserving”. 

Theorem 6.3. Let G ¢ 1(8), Ss’ <|(8’. A necessary and sufficient condition 
for S < SG’ is that S’ be S-conserving. 

Proof. (a) We note that the elements of fr(G), the free G-algebra with 
(arbitrarily many) generators, £,... consists of all S-expressions P(E, . . .) 
where two such, ® and ¥, represent the same element of fr(G) if and only if 
@= Ve |S}. 

(b) An “S-element” of €'/ ¥’ is a residue class of &’, mod ¥’, in which at 
least one S-expression @(é,...) occurs. The S-elements form an S-modul 
(the “natural” S-modul) of €’/ ¥’, i. e., an S-modul of G@[G’]. Moreover if 
S’ is S-conserving this natural S-modul is clearly isomorphic — and will be 
identified with — fr(S). 

(c) For a sufficiently large (cardinal) number of generators each free 
algebra is exact. Hence fr(G) is an exact G-algebra. 

The observations (a)—(c) show that: if 6 < @’, 


(6.12) fr(S) < S[S'). 


This together with theorem 6.2 establishes the sufficiency part of the theorem. 
As for the necessity, let 6 < G’ and let G < G’ be a model. Then @’ is 
%-conserving, by theorem 5.2, and a-fortiori SG’ isG-conserving. This completes 
the proof of theorem 6.3. 
Let & be an S-modul of Y’, A < 2’: We call ®’(E,...) = W'(é,.. .) €|(8’) 


a “restricted identity” of 2’ if this is identically true in Y’ for all &,... € A. 

Let S < SG’. We call G < B’ a “model” of S < G’ if |B} 2 |SI, {B’| 2 |S’; 
if [GB] = |S| we speak of a left-model. 

The restricted consequences [6, ’] are related to the above by 

Theorem 6.4. Let S < G’ and let B < G’ be any model thereof. Then each 
restricted consequence of © and ©’ is a restricted identity in BG’. 

The proof is entirely parallel to that of theorem 5.5 and will be omitted. 

While ‘the compatibility of G’ with G does not insure the imbeddability 
of a preassigned ©-algebra in an G’-algebra, at least for the free G-algebra we 
have ; 

Theorem 6.5. LetG < ©’. Then for each cardinal x, fr, (G), the freeG-algebra 
of x generators, is imbeddable in an G’-algebra; indeed, uniformly for all x, 


(6.13) fr,(S) < 6[S’) . 


Proof. This is a sonsequence of (6.12) together with the observation that 
for each x, fr,(G) is a subalgebra of fr(G). 
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Although fr, (G) is an exact G-algebra for x sufficiently large, this need not 
be true for small x. Theorem 6.5 may then be restated as a characterization of 
compatibility : 

Theorem 6.5.1. A necessary and sufficient condition for < ©’ is that each 
free G-algebra be imbeddable in an @’-algebra. 


7. An “insufficiency” example 


For & < ©’ it is necessary that |6’|,¢ |S|. By means of a simple example 
we shall show that this condition is generally not sufficient. 

Take S = (2), S’= (2,1) and for convenience temporarily write £7 (or 
& x) and &* in place of o,(&, 7) and o{(&) respectively. As S and @’ take 


Ent) = (Ene 
(7.1) | sai ge 
if €= =e) 
(7.2) 3 Lea (xa). 


We shall show that |6’|,c |G| and further, that © and @’ are not compatible. 
Lemma 7, |@'|, is “empty” (ie., = 6(8)). 
Proof. Let x be a given cardinal number.and let fr, (0) be the free 6(S)- 


algebra (i.e., no identities) of x-generators «,,...,«,. We first show that 
fr, (0) may be converted into an @’-algebra. 
The elements of fr,,(0) are the formal x-expressions P(a,,...,a,) in 


%,..+, &; in particular the a, themselves are special ¢ fr, (0). Each element J7 
different from the a, is uniquely factorable 

(7.3) T=@Ox¥. 

A “squared” element is one factorable in the form ®x@®; a “semi- 
cubed” element is one factorable in the form (YW x¥)xY. From the 
unicity of the factorization (7.3) follows: (i) ®, x®,=— ®, x, implies O,= D,, 
(ii) (V¥, x.) x= (%, x¥,) x ¥, implies ¥,= ¥,, (iii) Ox® = (P xP) x¥ 
is impossible. 

If & is a squared element, § = ® x, we define &*= @; if & is a semi-cubed 
element, = (¥ x¥)x¥, we define &*= Y x¥; for all other & we define 
&*= &. In view of (i)—(iii) above, &* is uniquely defined for each é ¢ fr, (0); 
moreover it is immediately verified that ©’ is satisfied: Hence we have a con- 
version of fr, (0) — call it fri, — into an G@’-algebra, 


(7.4) fr, (0) ¢< fri. 

From this follows 

(7.5) lfr,| 2|S'|, |frals 2 |S'|s - 
Since . 

(7.6) Ifrzle= |fr,(0)| = 0(S) 


we have |6'|5= 0, which establishes the lemma. 
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From the lemma we then have 
(7.7) IS'|sc |S] . 


There remains to show that @’ and © are not compatible. In the algebra 
S(S’), with J; and Y; defined as in (6.2) and (6.3), we have the chain 


(7.8) Pa (* x E)*(J3) = F*(S0) = E*(F5) = E(F3). 
That is, 

(7.9) = §(S[S’)). 

Since clearly 

(7.10) B= & ¢ |S| 


it follows that @' is not G-conserving, or equivalently, G6’ and © are not 
compatible. This result together with (7.7) establishes the insufficienc, 
example. 


8. “Polynomial extensions” 


Within the foregoing framework we touch on the simple class of “poly 
nomial” imbeddings. Let G be an S-algebra and let © be an identity basis 
S| = |B). -Take 


(8.1) S’= (S, 1) = (m,, mg,..., ni(=1)), 

let G, be a fixed subset of |S], 

(8.2) 0(8) SSS |Gql ¢ |S] = Bi 

and let Gj be defined as 

(8.3) © = S, augmented by the constant identity : oj (¢) = o;{(m) . 
Since B is convertible to an Gj-algebra in an obvious way, we have 
(8.4) B< Ss 

from which follows 

(8.5) B< B[Go). 


We call B [Gj] the algebra of all ““G,-polynomials” over GB (or with “coeffi- 
cients” in %). If in G(@p] we write simply x for the fixed element 0; (6), 


8.6) 03 (€) = oj(n)= z, 


the elements of G [Gj] are simply the S-expressions ®(f,..., x) in x and/or 
the B €B; we also write simply ®(y) for these. Two such ©,-polynomials 
D(x), ¥(y) denote the same element of G[@j]} only if they are connectable 
by a chain (4.14), or, more briefly: only if ®(z) is formally convertable into 
(yz) if one assumes |G@,| to hold among all G,-polynomials, and also |G to 
hold among all “coefficients” (= ®(8,..., 7) in which y does not occur). 
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If S = @ is taken as a commutative ring with identity,@ = (R, x ,+,0,1), 

&( xz), the usual polynomial ring, is recognized as # [G5] where 

E+ (n+ 0)= (E+ +0, F+ n= 74+ 60+ F=E, 
(8.7) Go= E(nl) = (Enc, En= né, 

OC = 0,1F= & &(n + l)= Ent EC. 

In the extreme case where 

(8.8) ISo| = |S| (= |B)), 
GB [Go] is seen to be isomorphic with the algebra of all G-functions D( y): 
D(x) = F(x) (B[Go)) if and only if ® and Y represent the same self-mapping 
in B. Indeed in the general case (8.2), if the ®( y) are interpreted as-mappings 
in %, half of the above still holds: ®( 7) = Y( x) (B[G@%]) implies ® and V 
denote the same mappings. When |G,| + |G|, however, therconverse is generally 
false. It is apparent that: the algebra of all G-functions (in one argument) 
is a homomorphic map of GB [G5], for each |G) ¢ |S}. 

Finally we remark that the algebra of ©,-polynomials over B in more than 
one letter are similarly obtained by selecting S’’::- (S,1,1,...), and oj (é) 
= 6j(y) (j= 1,2,...). 

9. Universal compatibility 

From the compatibility 6 < G’ we cannot generally conclude that each 
exact G-algebra — and a-fortiori that each G-algebra — is imbeddable in an 
©@’-algebra. We augment the definitions of § 3 with 

Def. 9. Let S ¢ {(8) and @'¢ 1(8"). If 3 < ©’ for each G-algebra B we say 
that ©’ is “universally compatible” or “linked” with 6, — in symbols, 


G<<O’. 
From theorem 5.2 we have 


(9.1) S < <S' =B< Bl[G’] for each S-algebra B . 


° 


We further note the transitivity: For Sc S’c 8” and G’’¢ |(S"’), 
(9.2) G<<GO’ and G’<<G6"36<<sS". 


The universal imbeddability of a ring in a ring with identity is easily recast 
as an instance of linkage between suitable @ and @’, and a similar remark 
applies to a number of additional imbedding situations related to rings. On a 
broader (universal algebra) front, with a minimum of specification of algebraic 
structure, theorems on linkage are not so easily come by. Theorem 9.1 and, 
more importantly, sections 10 and 11 bear on this situation. 

If in I’ ¢ {(S’) precisely one methber, ®, is an S-expression, we speak of an 
“S— S’ identity”, 


(9.3) ':O=¥'.” 


Let |S'|s be the subset of all S — S’ identities in |@'|; if this #-empty we 
write |G'|gg = A: 
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Theorem 9.1. Let S ¢](S), 6’ ](S’), |G'Ise—= A and @ <6’. Then 
G<<C’. 

Proof. Let B be any G-algebra, |G| 2 |S|. We must show that S < B[G’] 
or equivalently: if « and y are €% which are connected by a chain (5.8), then 
a= yinS. 

We establish (A): If I,(B, . . .) = Ij4,(B, .. .) where = denotes = (¥%}) or 
else = (%3) and where J’; is an S-expression in the f, .. . €G, then Ij, is also 
an S-expression and J°;= J{,,¢€ |S]. For = (%}) we prove (A) as follows. In 
this case I’; = Ij,,€ |S’|, and from |6’|,, = A follows that Ij,, is also an 
S-expression, and J;= Ij,,¢€ |G’|s. Further from © < @’ follows |G’|s¢ |S}, 
whence I";= Ij,,¢€ |G| and a-fortiori y= Ij,,¢€ |B. Again, for = (%3) we 
have 


T,(B, . . .) = formally = 2'(I,,(B, .- -), Tia(B,- +), +) 


_ Ti+1(B, . . .) = formally = 2’ (I 41,1(8, -- +), Desay ---)> 


where 22’(é, 7,...) is an S’-expression and I;,,..., [;4;,;,--. are S-ex- 
pressions in the £,...¢€%, with I,,;= I; ,,,; € |B) (j= 1, 2, ...). From the 
first of equations (9.4) it follows that 2’ is an S-expression, and thus again 
I, = Tj+,¢ |B). This establishes (A). 

Since « is itself an S-expression in the €%, successive application of (A) 
to the chain (5.8) shows that « = y in S. This completes the proof of theorem 
9.1. Along similar lines — we omit the details — one may throw theorem 9.1 
into the form 

Theorem 9.2. Let S ¢ [(S), S’¢ ](S8’), |G'lsg-—= A and |G'|s¢ |G]. Then 
G<<C’. 

A simple instance is furnished if G’ is a class of S’-S’ identities ®; = Yj, 
i.e., where neither ®; nor Y; is an S-expression; the hypotheses of the theorem 
are then obviously satisfied. We turn to two more interesting cases of linkage. 


10. Primal sets and universal compatibility 


We call Sc|(S) a “primal set” of identities, of species S, if for some 
primal algebra J we have that 
IS| = |B} . 


Otherwise stated, © is a primal set if and only if it forms a basis for the identities 
of some primal algebra, J. We recall (see [2], [3]) that a primal algebra is a 
finite algebra which is functionally strictly complete, and not isomorphic with 
the one-element algebra. From a fundamental theorem of [2], [3] it follows 
that such an associated primal D is unique: to each primal set © corresponds 
precisely one primal S-algebra, J. 

Primal algebras — and hence primal sets — occur in profusion. They 
embrace, for example, all n-fields (which in turn, for n = p* = prime power, 
include a particular representation of all Galois fields), all basic Post-algebras 
F,,, all finite groups with null-element, etc. — compare with [1]. In particular, 
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for each species S (except S = (1)) and for each integer n > 1 there exists at 
least one primal S-algebra of order n. 


Theorem 10.1. Let 6c](S), S’c](S’), @ <@’ and let S be a primal set. 
Then © and ©’ are linked, S < < @’. 

Proof. Let B be the (unique) primal algebra belonging to S. Since S < 6’ 
we have S < &’ for some @’-algebra G’ and some exact G-algebra G. We now 
appeal to the first fundamental structure theorem of primal algebras (see [3]) 
which asserts (in part): Each ©-algebra is isomorphic with some subdirect 
pqwer of J; moreover since G above is an exact G-algebra, GB + j(8) (= one- 
element S-algebra = 0 direct power of J) It is a further result of [2] that: 
every subdirect power (except the 0") of a primal algebra J is “normal” and 
therefore each subdirect power (except the 0) contains a subalgebra iso- 
morphic with J. Thus it follows that 


(10.1) P<B 


From (10.1) we thus have that: every subalgebra of a direct power of D (and 
hence in particular every subdirect power of J) is imbeddable in the corre- 
sponding direct power of G’. By a second appeal to the fundamental structure 
theorem we have that: every G-algebra is imbeddable in a direct power of G’. 
Since a direct power of G’ is necessarily an @’-algebra and since the exceptional 
G-algebra |(.8) is obviously imbeddable in (convertible to) the @’-algebra | (.S’), 
the theorem is proved. The above proof actually establishes the stronger 

Theorem 10.2. Let 6c [(S), S’c f(s, S < ©’ and let © be a primal set 
of identities. Then there exists an @’-algebra, BG’, such that each G-algebra is 
imbeddable in some direct power of GB’. 

If in theorem 10.2 @’ is also primal — with the corresponding primal 
algebra denoted by Q’ — then, by a further application of the structure 
theorem, G’ is isomorphic with a subdirect power of Q’. Here the most 
interesting subcase is where PB < Q’. 


11. Categorical algebras and universal compatibility 


A slight extension of the notion of “G-algebra” is here convenient. If G 
is an S-algebra, by a “@-algebra” we mean simply a |%|-algebra, i-e., an 
S-algebra which satisfies all identities |G| of B. 


Def. 11.1. An S-algebra, U, is said to be “categorical’’ if it is a finite algebra 


not isomorphic with the one-element algebra |(S), and if each U-algebra is 
isomorphic with a subdirect power of 2. 


From the fundamental structure theorem referred to in § 10, a primal 
algebra is seen to be categorical. Indeed it will presently be seen that various 
properties of primal algebras are shared by categorical algebras. That this 
latter class properly subsumes the class of primals is clear from the simple 
Math. Ann. 138 17 
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example of (C,, +‘), the cyclic group of prime order p, which is categorical but 
not primal — (see remark 2 following theorem 11.4). 

In this section we shall exhibit a characterization of categorical algebras 
in terms of a linkage (universal compatibility) of their identities with the 
identities of imbedding primal algebras. We require some preparation. 

We shall say that an algebra U possesses “essentially no subalgebra”’ if U 
either possesses no subalgebra (different from U itself) or else if U possesses 
precisely one subalgebra, and where this is a one-element subalgebra (which is 
then called the fixed point of U1). One has the evident 

Lemma 11.1. If U is an algebra with essentially no subalgebra, then each 
subalgebra of a direct power of U is isomorphic®) with a subdirect power of U. 

A “simple” algebra U is one possessing no proper ideal, or, equivalently, 
no proper homomorphism. An S-algebra U is “equationally maximal’ if 
U + |(S) and, given I ¢[(S), either I € |U| or else | |U| U Z| = [(S); equi- 
valently: for J ¢ |U|, the sole S-algebra satisfying |U| and also J is (8), the 
one-element S-algebra (where of course | j(S)| = [(S)). 


Theorem 11.2. Let U be a categorical S-algebra, where S(n,, mp, . . .) has at 
least one n, + 1. Then (i) U is simple, (ii) U1 possesses essentially no subalgebra, 
(iii) U is equationally maximal and (iv) a subalgebra of a direct power of U is 
isomorphic with a subdirect power of U. 

Proof. Clearly (A): A subdirect power of U (other than U = i) has no 
fewer elements than U. Hence if U, were a proper homomorph of U we should 
have a contradiction with (A), since each homomorph of U is a U-algebra. 
This proves (i). 

Suppose UJ to possess a subalgebra U, different from U and not a one- 
element subalgebra. U, is again a U-algebra. Moreover since U contains a non- 
unary primitive operation it is readily seen that U, + j(S). So the existence 
of 2, violates (A). Since the union of all one-element subalgebras is again 
a subalgebra, U1 possesses at most one fixed point and (ii) is proved. 


The algebra U = | satisfies all possible S-identities; any other U-algebra 
-— as subdirect power of 11 — satisfies precisely |U|. This proves (iii). Finally 
(iv) is a consequence of (ii) and lemma 11.1, which completes theorem 11.2 

Recalling the notion of conversion, (2.3), we require the 

‘Lemma 11.3. Let U be a categorical S-algebra and let Ul’ be any S’-con- 
version of U, U c< U’. Then each U-algebra is imbeddable in a U’-algebra. 

“Proof. Each U-algebra is isomorphic with a subdirect power, U*, of U. 
If U** denotes the full direct power of U1 corresponding to U* and if we convert 
u** to U’**, then clearly U< U’** and the lemma follows. (It is remarked 
that, under the given assumptions, a U-algebra is not generally convertible 
into a U’-algebra.) 

*) One cannot generally conclude that each subalgebra of a direct power of U is 
necessarily a subdirect power uv: «, merely that it is isomorphic with such. 
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If Uc< UW’ and UW’ is a primal algebra (species S’), we speak of a ‘primal 
conversion” (or primal S’-conversion) of U. If S’ contains at least one non- 
unary primitive operation, then each finite S-algebra (+ \(S)) possesses at 
least one primal S’-conversion. 

We combine a portion of lemma 11.3 with a partial converse thereof to 
obtain the following characterization of the concept of categoricity : 


Theorem 11.4. Let U(QU + i) be a finite algebra. Then U is categorical if 
and only if (i) U possesses essentially no subalgebra and (ii) there exists a 
primal conversion WU’ of U which is linked to U 


[Ut] < < |u|, 
that is, such that each U-algebra is imbeddable in a 0’-algebra. 


Proof. If U is categorical, (i) and (ii) follow from theorem 11.2 and lemma 11.3. 
As for the sufficiency, let U1 satisfy (i) and (ii) and let U* be a U-algebra. Since 
a U’-algebra is now necessarily isomorphic with a subdirect power of U’ (by the 
fundamental structure theorem), we have: l* is imbeddable in a subdirect 
power of U1’. Since WU’ is a conversion of U this is equivalent to: U* is a sub- 
algebra of a subdirect power of 21. Again, since 1 further satisfies (ii), we have 
from lemma 11.1 that: U* is isomorphic with a subdirect power of U, i.e., UI is 
categorical. This establishes the theorem. 


Remark 1. From the limited role of lemma 11.3 in the above proof it is 
seen that: if there exists a primal conversion UW’ of U such that U’ is linked to U, 
then any primal conversion of U is linked to U. 


Remark 2. The categoricity of C,= (C,, +), the cyclic group of prime order, 
may be established by first converting it to the primal algebra (field) 
C= (C,,+, x, 1) and then easily establishing the linkage |C,| < < |C)}. 
This, together with theorem 11.2, yields a short proof of the familiar equational 
maximality of |C\,. 

Def. 11.2. A finite S-algebra B(O + )) is called “‘semi-categorical” if each 
%-algebra is isomorphic with a subalgebra of a direct power of B. 

The class of semi-categorical algebras embraces, in particular, all (i) primal 
algebras, (ii) categorical algebras, (iii) finite Abelian groups, (iv) GF (p*) and 
more generally GF (p) x GF (ph) x ---, the direct product of Galois fields*). 

Minor modifications of the argument for theorem 11.4 shows that theo- 
rem 11.4, with (i) deleted, characterizes semi-categoricity, i.e., 


*) Here a precautionary word is in order. Let p, gq be distinct primes, let 
F, = (F,, +, X,1) = GF(p), of species S’ = (2, 2,1), and let 7,= (F,, +, X) = F, 
qua (+, X)-algebra. Then as asserted, # = F, x F, is semi-categorical. However 
2’ = F; x F|, is not semi-categorical. This stems from the observation that F;, as 
homomorph of 2%’, is an #’-algebra, whereas # possesses no subalgebra and a-forliori no 


subalgebra isomorphic with F>. 


17* 
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Theorem 11.5. A finite algebra D is semi-categorical if and only if there 
exists a primal conversion D0’ of U which is linked to QB, i.e., such that 
|B| < < |B". 

If such D’ exists then, as for categorical algebras, it follows that any 
primal conversion of B is linked to B. 
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Topologische Doppelloops und topologische Halbgruppen 
Von 
Kar Hervricu Hormann in Tibingen 


Einleitung 


In einer friiheren Arbeit habe ich die endlichdimensionalen und lokal- 
kompakten topologischen Neokérper klassifiziert [4]; mit diesem Namen 
bezeichnet man solche topologisch-algebraischen Strukturen, die sich von einem 
zusammenhangenden lokalkompakten topologischen Schiefkérper nur dadurch 
unterscheiden, daB von der Addition weder die Assoziativitat noch die Kommu- 
tativitat, sondern nur die eindeutige und stetige Auflésbarkeit der Gleichungen 
a+2= y+ a= b und die Existenz eines neutralen Elementes vorausgesetzt 
wird. In der vorliegenden Arbeit lassen wir auch noch die beiden Distributiv- 
gesetze fallen und beschreiben die multiplikative Struktur zusammenhangender 
lokalkompakter topologischer Doppelloops mit assoziativer Multiplikation. Zu 
diesem Zweck entwickeln wir zunachst die Theorie einer speziellen Klasse 
topologischer Halbgruppen, die eine iiberall dichte topologische Untergruppe 
enthalten. Und zwar gehen wir aus von der folgenden Definition : 

Eine topologische Halbgruppe K heiBe genau dann punktierbar, wenn sie 
nichtdiskret und homogen ist — d. h. wenn fiir je zwei Punkte homiomorphe Um- 
gebungen existieren — und wenn sie eine in ihr dichte und offene topologische 
Untergruppe G enthilt, so daB das Komplement K — G nicht leer und total un- 
zusammenhdngend ist. 

Die Kennzeichnung aller zusammenhangenden und lokalkompakten Halb- 
gruppen dieser Art ergibt sich dann aus den folgenden Hauptsitzen: 

Satz I. K sei eine endlichdimensionale, zu enhiingende, lokalkompakte, 
punktierbare topologische Halbgruppe. Dann ist K isomorph entweder zur multi- 
plikativen Halbgruppe aller reellen Zahlen, oder zur multiplikativen Halbgruppe 
aller komplexen Zahlen, oder zur multiplikativen Halbgruppe aller Quaternionen. 

Satz II. K sei eine wunendlichdimensionale, zusammenhingende, lokal- 
kompakte, punktierbare topologische Halbgruppe. Dann gibt es ein Element 0 in K 
mit Ox = 20 = 0 fiir alle x ¢ K, und K'= K — {0} ist eine Gruppe mit einer zur 
additiven Gruppe aller reellen Zahlen isomorphen Einparameteruntergruppe E 
und einer abzihlbaren Menge von normalen, einfachen und einfach zusammen- 
hiingenden Lieuntergruppen L, derart, daf fiir das in K' normale direkte Produkt B 
der L, die Beziehung K'= EB gilt. K' ist homéomorph zu dem Produktraum 
Ex B.: . 

Offen bleibt hier die Frage, ob solche Halbgruppen, wie sie in Satz II be- 
schrieben sind, iberhaupt existieren. 
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Aus diesen Satzen folgen dann miihelos die gewiinschten Ergebnisse iiber 
topologische Doppelloops mit assoziativer Multiplikation : 

Satz I’. (K,+,-) sei eine endlichdimensionale, zusammenhiingende, lokal- 
kompakte, topologische Doppelloop » ‘t assoziativer Multiplikation. Dann ist die 
multiplikative Struktur (K,-) von K isomorph zur multiplikativen Struktur 
entweder der reellen Zahlen, oder der komplexen Zahlen, oder der Quaternionen. 

Satz II’. (K, +-, -) sei eine unendlichdimensionale, zusammenhdngende, lokal- 
kompakte topologische Doppelloop mit assoziativer Multiplikation. Dann enthdlt 
die Gruppe K', die durch die Multiplikation auf dem Komplement der Menge aus 
dem Neutralelement 0 der Addition erklirt ist, eine zur additiven Gruppe aller 
reellen Zahlen isomorphe Einparameteruntergruppe E und eine abzihlbare 
Menge von normalen, einfachen und einfach zusammenhingenden Lieunter- 
gruppen L, derart, daB fiir das in K' normale direkte Produkt B der L, die Be- 
ziehung K'-- E Bgilt. K'= K — {0} ist homéomorph zu dem Produktraum E x B. 

Beim Beweis der Satze I’ und Il’ aus den Satzen I und IL benétigt man 
noch nicht einmal die volle Doppelloopeigenschaft; die Satze bleiben richtig, 
wenn K eine topologisch algebraische Struktur bezeichnet, auf der iiberall 
eine ,,Addition“ (a, b) + a+ b erklart ist, beziiglich der man stets eine ein- 
deutig und stetig bestimmbare Lésung der simtlichen Gleichungen a + x = b 
findet, und in der weiterhin eine tiberall erklarte ,,Multiplikation™ (a, b) > ab 
auf dem Komplement eines einzigen Ausnahmeelements 0 eine Gruppe definiert. 
Auch hier bleibt die Frage ungeklart, ob unendlichdimensionale, zusammen- 
hangende, lokalkompakte topologische Doppelloops mit assoziativer Multi- 
plikation wirklich existieren. 

Im Fall von vier Dimensionen gehen wir naher ein auf die Struktur solcher 
topologischer Doppelloops mit assoziativer Multiplikation, in denen wenigstens 
ein Distributivgesetz gilt; die dabei gewonnenen und in Satz III im Para- 
graphen 4 zusammengefaBten Ergebnisse sind in gewisser Weise Verallgemei- 
nerungen eines Sachverhalts, der von KALSCHEUER bei der Bestimmung aller 
stetigen Fastkérper angetroffen wurde [5]. Die dort aufgeworfene Frage nach 
einer abstrakten, also von Darstellungstheorie freien Behandlung der topo- 
logischen lokalkompakten Fastkérper tiber dem Korper der reellen Zahlen ist 
durch unser Verfahren weitgehend beantwortet. 


§ 1. Hilfssiitze aus der Gruppentheorie 

In den ersten Paragraphen stellen wir eine Serie von Hilfssitzen zusammen, 
auf die wir dann im Beweis der Hauptsatze zuriickgreifen kénnen. 

(1.1). @ set eine zusammenhiingende, einfach zusammenhdngende lokal- 
kompakte topologische Gruppe. Dann enthélt G eine gewisse Zahl n von Ein- 
parametergruppen, die wir mit H,,..., BE, bezeichnen, und die bei den Iso- 
morphismen f,,...,/, zur additiven Gruppe R der reellen Zahlen isomorph sind, 
und ferner eine maximale kompakte Untergruppe B, die ein direktes Produkt 
einfacher und einfach zusammenhiingender Liegruppen ist; die Abbildung 
(Ty, - + <5 Tp ©) > f(r)... f(r,)a ist dabei ein Homéomorphismus von Rk" x B 
auf G. Hat G endliche Dimension, so sind G und B Liegruppen. 
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Beweis. Nach dem Satz von Iwasawa (vgl. z. B. [7] S. 188) haben wir nur 
noch die Struktur einer maximalen kompakten Untergruppe anzugeben. B ist 
ein Produkt 7 H einer zentralen Torusgruppe 7’ mit einem projektiven Limes H 
von halbeinfachen Liegruppen derart, daB 7 H isomorph ist der Faktorgruppe 
von 7'xH nach einer Gruppe isomorph 7'/\H. Diese letzte Gruppe ist ab- 
geschlossen und nicht dicht in H oder 7’. Angenommen nun, 7’ enthielte 
wenigstens eine nichttriviale eindimensionale abgeschlossene Torusunter- 
gruppe 7',, und 7’ wire also gleich T, x 7, mit eirem komplementaren Torus- 
faktor 7',. Dann wire TH = B= T,. T,B und diese Gruppe wire isomorph 
einer Faktorgruppe von 7', x 7, B nach einer abgeschlossenen zentralen dis- 
kreten Untergruppe isomorph zu 7,7, B ((13] 8. 21). Da 7, x 7, B sicher 
nicht einfach zusammenhangend ist, kann dies bei einer Faktorgruppe nach 
einem diskreten Normalteiler sicher auch nicht der Fall sein. Also ist not- 
wendig B= H. Dann ist aber B ein direktes Produkt einfacher und einfach 
zusammenhiangender Liegruppen ({13] S.90—91). Die Endlichkeit der Di- 
mension zieht bekanntermaBen die Analytizitat der Gruppe nach sich. 

(1.2). G set eine n-dimensionale Liegruppe. Es gebe eine abgeschlossene Kin- 
parameteruntergruppe E und eine abgeschlossene Untergruppe B derart, dag 
Er\B diskret ist und G= EB gilt. Dann ist die natiirliche Abbildung der 
Mannigfaltigkeit Ex B in die Mannigfaltigkeit G= EB lokal eineindeutig; 
insbesondere haben beide Mannigfaltigkeiten die gleiche Dimension. 

Beweis. Wir beweisen die Behauptung dadurch, daB wir zeigen, daB die 
analytische Abbildung (x, y)-> xy von E x B in G= EB iiberall eine einein- 
deutige lineare Abbildung der Tangentialraume von Urbildpunkt und Bildpunkt 
erzeugt. Bezeichnet d, das Differential der Abbildung z+ az und 6, das 
Differential der Abbildung z > za, ist ferner x ein Tangentialvektor von £ in 1 
und » ein Tangentialvektor von B in 1, dann ist (d,r, dy») ein Tangential- 
vektor der Mannigfaltigkeit 2 x B im Punkt (z, y). Sein Bild im Tangential- 
raum von G im Punkt zy bei der durch die Abbildung (z, y) > zy bewirkten 
Abbildung der Tangentialriume ist der Tangentialvektor d,rdé,+ d,d,» 
= d,d,(ad(y~)x +), wenn z- ad (z) die adjungierte Darstellung der Gruppe G 
auf ihrer Infinitesimalalgebra bezeichnet, d.h. die Abbildung, die jedem 
Element z aus G die durch den inneren Automorphismus u-> zuz~! von G 
bewirkte Transformation der Infinitesimalalgebra von G zuordnet. Dieser 
Tangentialvektor ist aber dann und nur dann gleich Null, wenn xr + ad(y)n=0; 
da aber ad (y) » ein Tangentialvektor von B in 1 ist und die Vektorriume der 
zu E und B gehérigen Lieunteralgebren eine direkte Summe bilden, ist dies 
genau dann der Fall, wenn r = 0 und yn = 0. Dann ist aber die lineare Abbildung 
der Tangentialvektorriume sicher eineindeutig. Vg]. auch [11] 8. 22—90. 

(1.3). G sei eine n-dimensionale Liegruppe; es gebe eine abgeschlossene nicht 
kompakte Einparameteruntergruppe E und eine kompakte zusammenhdngende 
Untergruppe B in G derart, daB G = E B. Dann ist B normal in G. 

Beweis. B ist im Falle n © 1, der hier allein interessiert, eine n — 1-di- 
mensionale Liegruppe; denn da £ nicht kompakt ist, gilt #7 B= 1 und nach 
(1.2) hat # x B die gleiche Dimension wie Z B. Durch ein Element x ¢ G— B 
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laufe die Einparametergruppe F. Ist F kompakt, also eine Abelsche Liegruppe 
und daher ein endlichdimensionaler Torus, dann gibt es in F eine abgeschlossene 
Einparametergruppe F’, die nicht in B enthalten ist und als kompakte Gruppe 
auch in @ abgeschlossen ist. F’-\B ist diskret; also ist nach (1.2) F’ B eine 
n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von G und stimmt daher mit @ iiberein. 
Nun ist aber F’ B als Komplexprodukt zweier kompakter Teilraume kompakt ; 
aber G ist nicht kompakt. Daraus folgt, daB F nicht kompakt sein kann. = liegt 
also nicht in einer kompakten Untergruppe von G. Das hat zur Folge, daB ein 
Element z ¢€ G genau dann in einer kompakten Untergruppe liegt, wenn z € B. 
Da die Menge aller Elemente, die in einer kompakten Untergruppe von @ 
liegen, bei allen Automorphismen von @ in sich abgebildet wird, ist B eine 
charakteristische Untergruppe und daher normal. 

(1.4). @ sei eine lokal kompakte zusammenhingende topologische Gruppe, 
deren homogener Raum nach einer kompakten maximalen Untergruppe B die 
Dimension 1 habe. In der Bezeichnungsweise von (1.1) ist also n = 1. Dann ist B 
eindeutig bestimmt und ist normal in G. Ist G einfach zu hiingend und 
sind L;(i¢€ I) die nach (1.1) existierenden einfachen und einfach zusammen- 
héngenden direkten Faktoren von B, so sind auch diese normal in G. 

Beweis. In jeder kompakten Umgebung U von 1 gibt es einen kompakten, 
in B enthaltenen Normalteiler Hy derart, daB G/Hy eine Liegruppe ist: Es 
gibt jedenfalls einen Normalteiler H, in U, so daB G/Hy eine Liegruppe ist 
({(7] Chap. IV). Die Untergruppe BH, ist kompakt in G, umfaBt B und mu8 
der Maximalitét von B wegen mit B iibereinstimmen. Also ist Hy in B ent- 
halten. Nun ist G/H, = E B/Hy mit Z,= E eine Liegruppe von dem in (1.3) 
beschriebenen Typ. B/Hy ist also normal in G/Hy, d.h. fir alle x € G gilt 
2Hy BHy= BHy: «Hy. Daraus folgt «B= NzHy: BHy= n BHy-rtHy 
= Bz,d.h. Bist normal in G. Nun sei « ein beliebiger Automorphismus von B. 
Dieser kann in dem direkten Produkt einfacher nicht Abelscher Liegruppen L, 
allenfalls die Faktoren vertauschen und auf den einzelnen Faktoren einen 
Automorphismus induzieren. Nun sei FE wieder eine Einparametergruppe 
von G, fiir die G = EB gilt. Es sei / € L,;, ein von 1 verschiedener Punkt aus 
einem der direkten Faktoren. Das Bild von E bei der Abbildung x + z-"Iz ist 
zusammenhangend und enthalt wegen / + 1 nicht den Punkt 1. Es ist andrer- 
seits in b A L, enthalten. Da zwei verschiedene der direkten Faktoren nur den 


Punkt 1 gemeinsam haben, muB dieses Bild ganz in L,, enthalten sein. Alle 
I, sind also mit Z vertauschbar, was zur Normalitaét von L, in G = EB aus- 
reicht. 





§ 2. Vierdimensionale einfach zusammenhingende Liegruppen 
mit dreidimensionaler kompakter Untergruppe 


(2.1). G sei eine vierdimensionale Liegruppe, die einen einfach zusammen- 
héangenden Normalteiler B enthilt, der zur einfach zusammenhéngenden Uber- 
lagerungsgruppe der Gruppe SO(3) aller orthogonalen Transformationen des drei- 
dimensionalen euklidischen Rauwms mit der Determinante 1, d.h. zur multi- 
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plikativen Gruppe der Quaternionen mit der Norm | isomorph ist. Dann hat die 
Infinitesimalalgebra G von G eine Basis (,, (,, (,, |, mit einer Multiplikationstafel 
der Form 














| l hi l, ; 
l, Oa age! gern” 
Gr. ‘oop oy 
l, o —t, 0 , 
I, 0 I, —Il, 0 
Ist G einfach zu hiingend, so ist G isomorph zur multiplikativen Gruppe 


des Schiefkirpers der Quaternionen. 


Beweis. Die Lie-Algebra G von G ist eine direkte Summe aus einer ein- 
dimensionalen, von der infinitesimalen Transformation |, erzeugten Unter- 
algebra 2 und dem zu B gehérenden dreidimensionalen Ideal B. Die Algebra B 
ist isomorph zu der Algebra, die entsteht, wenn man den dreidimensionalen 
Vektorraum R* iiber dem K6rper R der reellen Zahlen mit dem Vektorprodukt 
(rt, D) > x xD ausstattet; um das einzusehen, braucht man nur die iblicher- 
weise verwendete Basis der Infinitesimalalgebra der Drehgruppe und ihre 
Multiplikationstafel zu betrachten. Die Abbildung rx — [lj, r] mit der Lie- 
multiplikation (x, ») — [x, »] bildet in G das Ideal G auf sich ab. Auf & stellt 
sie eine Ableitung dar, d.h. eine lineare Abbildung D mit der Eigenschaft 
D{xr,p] = [Dr,n] + [r, Dp]; dies ist eine Folge der Jacobi-Identitat. Es ist 
nun eine Aufgabe der elementaren analytischen Geometrie, festzustellen, daB 
es in R® zu jeder linearen Abbildung A eine und nur eine lineare Abbildung A 
gibt mit A(rxp)= Ar xy+xx Ay; und A hat dann die Form 
(Spur A) -1— A? mit der identischen Abbildung 1 und der transponierten 
Abbildung A’. Aus A = (Spur A) - 1 — A? folgt dann aber Spur A = 0 und 
damit A = A’, d.h. A ist schiefsymmetrisch, und es gibt genau einen Vektor a 
so, daB Ar = axr. Ist a+ 0, dann wahlen wir den Einheitsvektor e, in der 
von a aufgespannten Vektorschar und erginzen ihn zu einem orthogonalen 
Dreibein ¢, eg, ¢s, fiir das ¢, X€,41= Cn +2 gilt, wenn die Indizes modulo 3 ge- 
rechnet werden. Falls a = 0 ist, wihlen wir den Vektor e, beliebig und erginzen 
zu einem Dreibein wie eben angegeben. Es gibt also eine reelle Zahl A so, daB 
Ar = A(e, x x); und in N existiert eine Basis [,, |,, |, mit der Eigenschaft, daB 
{{), x] = A[l,, xr] auf G gilt und die Basis 1), |, [,, |, eine Multiplikationstafel 
der folgenden Form hat: 
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Ist nun A + 0, so setzen wir [,= {,— A~*{,. Dann spannen |), |,, |,, |, wieder ganz 
G auf und es gilt jetzt [l,,1,,] = 0 fiir allem. Das Zentrum von G@ wird durch |, 
erzeugt. Der Nachweis, daB G im Falle des einfachen Zusammenhangs zur 
multiplikativen Gruppe des Schiefkérpers der Quaternionen isomorph ist, 
wird spater miihelos daraus folgen, daB alle vierdimensionalen Doppelloops — 
eine Klasse spater zu definierender topologisch algebraischer Strukturen, der 
der Quaternionenschiefkérper angehért — unter der Voraussetzung der As- 
soziativitat der Multiplikation die nimliche Multiplikationsgruppe haben, die 
den obengenannten Voraussetzungen geniigt. 


(2.2). G sei eine einfach zusammenhingende vierdimensionale nicht kompakte 
Liegruppe mit einer dreidimensionalen kompakten Untergruppe B. Dann ist G 
isomorph zur multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen Quaternionen. 


Beweis. Nach (1.1) und (1.3) ist B einfach zusammenhangend und normal. 
Die einzige dreidimensionale kompakte und einfach zusammenhangende Lie- 
gruppe ist die einfach zusammenhangende Uberlagerungsgruppe der SO(3); 
denn jede kompakte Liegruppe ist Faktorgruppe eines direkten Produktes aus 
einer zentralen Torusgruppe und einer halbeinfachen Untergruppe nach einer 
diskreten Gruppe; sie ist also nur dann einfach zusammenhangend, wenn die 
zentrale zusammenhangende Untergruppe diskret ist, d. h. die Gruppe halb- 
einfach ist. Die einfachen nichtabelschen Liegruppen sind aber bekannt; sie 
sind mindestens dreidimensional und bei der genauen Dimension drei isomorph 
zu der SO(3) oder ihrer einfach zusammenhangenden, zu der 3-Sphare homéo- 
morphen Uberlagerungsgruppe. 


2.3). @ sei eine vierdimensionale, zur multiplikativen Gruppe des Schief- 
kérpers der Quaternionen isomorphe Liegruppe mit der Infinitesimalalgebra ©. 
Sie ist also das eindeutig bestimmte direkte Produkt einer zur additiven Gruppe R 
der reellen Zahlen isomorphen Einparametergruppe E und einer dreidimensionalen 
Sphirengruppe B mit dem zugehérigen Ideal B von ©. Die Basis (oy, t,, ly, l, set 
nach (2.1) aufgestellt. Jeder Homomorphismus h von G in die von |, erzeugte zu 
einem eindimensionalen Torus isomorphe Untergruppe T' ist dadurch gekenn- 
zeichnet, daB in einer hinreichend kleinen Umgebung von 1 mit kanonischen 


3 

Koordinaten erster Art %,..., %, einem Element x = exp 3’ x, 1, das Element 
n=0 

h(x) = exp(—Aagl,) mit einer reellen Zahi 2 zugeordnet wird. Durch die Fest- 
setzung (4, y)>xoy=h(y) azh(y)y wird auf G eine neue Verkniipfung 
erklirt, beziiglich der (G, ©) eine (im tibrigen wegen (2.2) zu (G, .) isomorphe) Lie- 
gruppe wird, und der in der Liealgebra & eine neue Liemultiplikation (x,y) [r.D], 
entspricht, die durch [x,9],= [Lr, Ly] mit einer linearen Abbildung L des 
Vektorraums der Liealgebra © erklért ist; L hat beziiglich der Basis \g, {,, ly, l, 
die Matrix 


1000 
4100 
0010} ° 
0001 
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Diese Basis hat beziiglich der neuen Verkniipfung die Multiplikationstafel 
Co \,, l, l,, l, 


4 | 





0 0 a Al; 
iL | © 0 L' —t 
l, |—Al, —I, 0 , 
or er LL - 0 


Beweis. Jeder Homomorphismus h von G in 7 hat einen Kern, der B um- 
faBt; denn B ist eine einfache Liegruppe und T ist abelsch. Falls h nicht ganz G 
auf 1 abbildet, ist der Kern ein direktes Produkt einer diskreten Untergruppe 
D von E mit B; denn da £ nicht ganz im Kern liegen kann, ist der Schnitt des 
Kerns mit E eine diskrete Untergruppe D von E und DB ist notwendig der 
volle Kern, da mit xb (wo x ¢ E, b € B) zugleich auch rbb-!= x im Kern liegt. 
Umgekehrt gibt es zu jeder diskreten Untergruppe D von E£ einen Homo- 
morphismus h von G auf 7’: Bezeichnet nimlich p die Projektion von E B auf E 
und gibt ¢ einen Homomorphismus von E auf 7’ mit Kern D an, so ist ¢ o p der 
gesuchte Homomorphismus. In einer geniigend kleinen Umgebung von | hat 


3 
dieser Homomorphismus mit geeigneten Koordinaten die Form h(exp 3’ z,|,) 
n=0 

= exp(—Az,l,) und A kann jeden reellen Wert annehmen. Der Fall A= 0 
liefert den trivialen Homomorphismus. Das Minuszeichen fiihren wir nur zur 
Vereinfachung der nachfolgenden Rechnungen ein. Wir setzen der Bequem- 
lichkeit halber h(y)- xh(y) = x’. Dann gilt (2¥)*= z¥*= 2*¥, (xy)*= 2*y* und 
xV= 2%, letzteres wegen h(y*) = h(h(z)-! yh(z)) = h(y). Die neue Verkniipfung 
xOy= 2"y ist assoziativ: (x 0 y)Oz= (x¥y)*z= 2*y*z, andrerseits ist 
xO(yOz)= 20 (yz) = 2“ y*z = x¥* y*z. Sie besitzt ein neutrales Element, 
namlich 1 und gestattet zu jedem Element x die Bildung des Inversen Z, 
namlich 7 = (z~')*~*; denn 

FOxe=(a)*"*7=2-17=1 
und 

zOoz#= aey (a-2)2* = 2? (21) = 1. 
(G, ©) ist also eine Gruppe und sogar eine vierdimensionale topologische und 
analytische Gruppe; sie ist daher isomorph zu (G,.); dabei ist zy= x-y 
gesetzt, so daB der Punkt fiir die alte Multiplikation steht. Wir untersuchen 
nun, welche neue Liemultiplikation in G die Folge des Ubergangs zu einer 
neuen Multiplikation in G ist. Die Basis [,, l,, [,, |, von G sei wie in (2.1) ge- 
wahlt. Der Kommutator (u, v) = uvu-!v-! in (G, .) erlaubt es, die neue Multi- 
plikation in G wie folgt darzustellen: zo y= (h(y)-!, z) zy. Mit Hilfe der 
Formel von CaMPBELL-HausporFF berechnen wir den Kommutator 
xO yO YO = beziiglich der neuen Verkniipfung. Zunachst gilt (immer fiir aus- 
reichend kleine Werte von t) die Beziehung 


20 y= (expAt yol,, expt x) expt x expty 
- exp(t(x +o) +$ Ue 0] + ALs, Ayoh) + o(*)) = expu, 
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wobei an Stelle des Ausdrucks 0(f*) héchstens Glieder stehen, in denen t 
mindestens in der dritten Potenz vorkommt. Analog gilt 


yOor= exp(t(r +») + = [p, x] + @[p, Axl.) + 0) = expD. 
Damit berechnen wir nun . 
YO z = xpd = (exp—p)™” —° = h(expp) (exp—p) h(expr)-! 
= exp(—tA(xo+ yo) |, + O(*)) (exp—v) exp(tA(x+ yo) t+ O(@)) 
= exp(—v + [tA(x9+ yo) l,, —v] + 0(é)) 
= exp(—t(r+p) + (51.9) —[p,Axoh]—[A (a+ Yo) |, 2 +9]) + O(t°)). 
Weiterhin bekommt man 
expueP> — expu®*P—° — h(expp) expuh(expp)-! 
= exp(—tA(x_+ yo) |, + O(€)) expu exp(tA(z+ yo)l, + O(€)) 
= exp(u + [tA(z9+ yo)l,, u] + O(6)) 
- exp(t(r +9) + (5 [x, 0] + Le, Ayoh] + [A(zo+ yo), £+9]) + O()) 
Daraus gewinnen wir schlieBlich 
xroyo yOu = expu™?—” expd 
= exp(f([r, 9] + [r, Ayol,) + (Axoh, D]) + O(@)) 
= exp(f[r + Axol,, 0 + Ayol,] + O(¢*)) wegen [f,, l,] = 0. 
Wir bezeichnen nun mit L diejenige lineare Abbildung der Liealgebra © 
in sich, die beziiglich der Basis [g, |,, [,, , die Matrix 


1000 
A100 
0010 


0001 
besitzt. 

Durch die Festsetzung [r,»],= [Lr, Ly] wird auf G eine neue Liemulti- 
plikation erklart, die wieder schiefsymmetrisch ist und der Jacobiidentitat 
geniigt. AuBerdem ist nach dem oben Bewiesenen (G, +-, [,].,) die zu der Lie- 
gruppe (K’, o) gehérende Liealgebra. Die Multiplikationstafel von G fiir die 
Basis ly, [,, {,, |, lautet beziiglich der neuen Multiplikation 


| l, L, I, l, 
es ele 0 a, —il, 
cr 2 0 ,{ —t., 
LL ai, —, 0 * 
 |—Aal, _'. 0 


§ 3. Punktierbare topologische Halbgruppen 
(3.1). Eine topologische Halbgruppe K ist eine Halbgruppe mit einer as- 
soziativen Verkniipfung (x, y)—> xy, die beziiglich einer auBerdem auf K er- 
klirten Topologie stetig ist. Ein Ideal J in K isi eine Unterstruktur von K mit der 
Eigenschaft, dap aus j ¢ J stets xj € J undjx € J folgt fiir alle x € K. 

















Topologische Doppelloops und Halbgruppen 247 





(3.2). Ist J ein total unzu enhingendes Ideal in einer zusammenhiin- 
genden topologischen Halbgruppe K, die ein neutrales Element 1 mit la=21= <2 
fiir alle x € K enthilt, so besteht J nur aus einem Punkt. 

Beweis. Es sei j € J. Die Abbildung x + xj bildet den zusammenhangenden 
Raum KX in den total unzusammenhingenden Raum J ab und ist daher 
konstant. Da das Bild das Element 1j = j enthalt, gilt xj = j fiir alle x ¢ K. 
Da das Ideal symmetrisch definiert ist, gilt ebenso j x = j fiir alle x ¢ K. Sind 
nun insbesondere j, und j, zwei Punkte aus J, so gilt j,= j,j.= j,, d. h. J enthalt 
nur einen Punkt. 

(3.3). Wir nennen eine topologische Halbgruppe K dann und nur dann 
punktierbar, wenn sie folgende Eigenschaften aufweist : 

a) K ist homogen und nichtdiskret. Wir nennen dabei einen Raum homogen, 
wenn zu zwei Punkten immer zwei homéomorphe Umgebungen existieren. 

b) Es gibt eine total unzusammenhingende nichtleere nirgends dichte Teil- 
menge J in K derart, daB K — J eine in K offene Gruppe ist. 

Eine topologische punktierbare Halbgruppe mit einer Teilmenge J, die den 
Bedingungen a) und b) dieses Absatzes geniigen, nennen wir auchin J punktierbar ; 
die Menge J bezeichnen wir als eine Ausnahmemenge. 

(3.4). In einer in J punktierbaren topologischen Halbgruppe ist J ein Ideal. 

Beweis. j liege in der Ausnahmemenge J. Die Abbildungen z—> xj und 
a2-—>jzx bilden dann ganz K —J in J ab. Ware namlich z. B. zj = y¢ K—J 
fir ein x ¢ K —J, so lige j = x-'2j = 2-!y in K — J, was nicht der Fall ist. 
Jetzt sei x ¢€ J. Da J in K nirgends dicht ist, gibt es in jeder Umgebung U 
von j ein z aus K — J. Das Element y~'z liegt nach dem oben bewiesenen fiir 
x € J inJ und dann ebenso das Element (y-' x)z. Da J abgeschlossen ist, liegt 
der Grenzwert dieser Elemente fiir z + j in J ; andrerseits ist dieser Grenzwert 
gleich 1. Aber 1 liegt nicht in J. Daher gilt 2j ¢ J und ebenso jz ¢ J fiir alle 
xe kK. 

(3.5). Hine zusammenhdngende topologische punktierbare Halbgruppe hat eine 
eindeutig bestimmie Ausnahmemenge, die nur aus einem Punkt besteht. 

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus (3.4), (3.3), (3.2) und der Be- 
merkung, daB das Neutralelement der dichten Untergruppe stets eine Eins der 
Halbgruppe ist. 

Im folgenden bezeichnen wir stets das Ausnahmeelement einer zusammen- 
hangenden topologischen punktierbaren Halbgruppe mit 0. 

(3.6). Hine zusammenhingende topologische punktierbare Halbgruppe K ist 
stets einfach zusammenhdangend. 

Beweis. R sei eine einfach zusammenhangende Uberlagerungsstruktur von K 
mit der Uberlagerungsabbildung h. Der Teilraum h-"(0) von & ist ein diskretes 
Ideal in &, das nach (3.2) nur aus einem Punkt bestehen darf, denn fir K 
existiert in h-!(1) ein neutrales Element 1. 

Dieser Hilfssatz bedarf einer Anmerkung: Wir haben vorausgesetzt, dab 
eine einfachzusammenhangende Uberlagerungsstruktur existiert. Bei Ver- 
wendung des bei CuEvaLLEy [1] S. 40ff. angegebenen Uberlagerungsbegriffs 
ist dazu im allgemeinen noch die Voraussetzung des lokalen Zusammenhangs 
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und des lokal einfachen Zusammenhangs notwendig. Im Fall des von R. 8. 
Novosap [10] S. 216ff. eingefiihrten Begriffs der Uberlagerung und des ein- 
fachen Zusammenhangs geniigt fiir kurvenzusammenhangende Raume gerade 
die angegebene Formulierung. Im ibrigen sei auch auf [3] 8. 216 und 217 ver- 
wiesen, wo der in (3.6) angegebene Sachverhalt mit etwas abweichenden 
Bezeichnungen ausfihrlicher dargelegt ist. 

(3.7). K set eine in einem Punkt 0 punktierbare topologische Halbgruppe. Ist 
U eine Umgebung von 0 und M ein beliebiger kompakter Teilraum von K, dann 
gibt es eine Umgebung V von 0 derart, daB V M in U liegt. Ist K lokalkompakt, so 
besitzt jeder Punkt von K eine abzihlbare Basis fiir seinen Umgebungsfilter. 

Beweis. Angenommen, zu jeder Umgebung V von 0 gabe es ein Element 
xy +0 in V, fiir das ein Element my in M so existiert, daB zymy nicht in U 
liegt. Wenn V den Umgebungsfilter U von 0 durchlauft, stellt (xymy)y -y eine 
(Moore-Smith-) Folge dar, die in K — U verlauft. (xy)y-ykonvergiert gegen 0; 
da M kompakt ist, knnen wir o. B. d. A. annehmen, daB (my)y-y, in M gegen 
m € M konvergiert. Dann konvergiert aber (xymy)y cy gegen Om = 0; da 0 
nicht in K—U liegt, haben wir einen Widerspruch gefunden. Ist K lokal- 
kompakt, so kénnen wir fiir M eine kompakte Umgebung von 0 nehmen und 
eine abzahlbare Folge (z,),,.1,... finden, die 0 als Adharenzpunkt hat; denn in 
einer kompakten Umgebung hat jede Folge einen Adharenzpunkt und infolge 
der Homogenitat ist auch 0 ein Adharenzpunkt einer abzahlbaren Folge. Zu 
jeder Umgebung U gibt es eine Umgebung V mit V M ¢ U; erst recht gilt dann 
b,,M ¢ U fiir ein z,,¢ V, welches sicher existiert, da 0 Adhairenzpunkt von 
(%)n=1,... ist. Die Mengen z,, M bilden also eine abzahlbare Basis fiir die Um- 
gebungen von 0. 

(3.8). K sei eine lokalkompakte, in 0 punktierbare topologische Halb- 
gruppe. Dann ist K in einem homogenen Raum dicht, der auBer KX nur noch 
einen weiteren Punkt co enthalt. Die Abbildung z + xz~" hat eine Fortsetzung 
zu einem Homéomorphismus / von K {oo} auf sich mit /(0)= oo und 
f(cc) = 0. 

(3.9). K sei eine lokalkompakte zusammenhangende topologische in 0 
punktierbare Halbgruppe. Dann ist K lokalzusammenhangend. 

Die beiden Satze (3.8) und (3.9) werden hier nicht bewiesen, da sie in einer 
friiheren Arbeit bewiesen wurden: [3], (1.5), (1.6). Sie sind dort formuliert fiir 
topologische Doppelloops, deren multiplikative Struktur gerade die in (3.8) 
und (3.9) vorausgesetzten Eigenschaften hat und sogar dort nicht einmal 
assoziativ vorausgesetzt ist, wihrend von der Addition nichts in den Beweis 
einging. 

(3.10). Ist ein euklidischer Raum R" in n Dimensionen in einem kompakten 
Raum E dicht, der genau zwei verschiedene Punkte a, und a, auBerhalb R" enthilt, 
so ist n = 1, und E ist ein abgeschlossenes Intervall mit den Endpunkten a, und a,. 
Dabei nennen wir einen euklidischen Raum jeden topologischen Raum, der zu 
einem euklidischen homiomorph ist, und beniitzen den Kompaktheitsbegriff im 
Sinne von Bourbaki, bei dem immer das Hausdorffsche Trennungsaxiom in- 
begriffen ist. 
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Beweis. 9 sei diejenige Aquivalenzrelation auf EZ, die a, und a, identifiziert. 
Da die Einpunktkompaktifizierung R"W {oo} von R* bis auf Homéomorphie 
eindeutig bestimmt und einer n-Sphire S" topologisch aquivalent ist, ist damit 
auch E/o zu S" homéemorph. Es seien U, und U, punktfremde Umgebungen 
von a, bzw. a,. Wenn mit o(x) die 9-Klasse von x bezeichnet wird, ist 
e(U,) LU o(U,) eine Umgebung von o(a,) = o(a,) = 00, die eine offene n-Zelle V 
enthalt. o-'(V) mt die Vereinigung punktfremder offener Umgebungen V, 
und V, von a, bzw. a,. Der Teilraum V, U V,— ({a,} V {a,}) wird bei z + o(x) 
homéomorph auf V — {co} abgebildet. V — {co} ist also nicht zusammen- 
hangend, weshalb V notwendig eine 1-Zelle ist. Daher ist n = 1. 

(3.11). F sei ein topologischer Ram mit einer Aquivalenzrelation o derart, 
dap F'/o einem euklidischen Raum R" homéomorph sei. (Dies ist z. B. der Fall, 
wenn F dem topologischen Produkt von R" und einem beliebigen topologischen 
Raum homéomorph ist.) F sei in einem kompakten Raum E dicht, der genau zwei 
verschiedene Punkte a, und a, auBerhalb F enthilt. Dann ist n = 1. 

Beweis. Auf E definieren wir eine Aquivalenzrelation 6, deren Klasse aus 
den Mengen {a,} und {a,} sowie den 9-Klassen von F besteht. Der Quotienten- 
raum £/6 enthalt den in ihm dichten Teilraum 6(F), der zu F/o und daher zu R* 
homéomorph ist. Aus (3.10) folgt dann die Behauptung. 

(3.12). Ist K eine lokalkompakte zusammenhiingende in 0 punktierbare topo- 
logische Halbgruppe, so gibt es in K — {0} eine Einparameteruntergruppe E, 
die zur additiven Gruppe R der reellen Zahlen isomorph ist, sowie einen grépten 
kompakten Normalteiler B derart, daB die Gruppe K — {0} das Produkt E B ist 
und die Abbildung (x, b) + xb ein Homéomorphismus des Produktraums E x B 
auf EB= K — {O} ist. 

Beweis. Nach dem in (1.1) zitierten Satz von Iwasawa und dem sich nicht 
auf den einfachen Zusammenhang beziehenden Teil von (1.4) wird es geniigen, 
festzustellen, daB immer dann, wenn nach dem Satz von Iwasawa n zu R iso- 
morphe Einparametergruppen £,,...,£, und eine maximale kompakte 
Untergruppe B so vorliegen, daB K—{0} zu dem Produktraum EH, x-:: x £, xB 
homéomorph ist, die Zahl n gleich 1 ist. Nun ist aber K — {0} nach (3.8): in 
einem homogenen Raum dicht, der nur noch zwei weitere Punkte umfaBt. 
Aus (3.11) folgt dann diese Behauptung. 

(3.13). Der Punkt x eines einfach zusammenhiingenden Raumes E habe in E 
die Eigenschaft P(x), wenn der Raum E — {x} einfach zusammenhédingend ist. 

(3.14). Zin einfach zusammenhéngender Raum E hat die Eigenschaft P(x), 
wenn eine Umgebung U von x einfach zusammenhdngend ist und die Eigenschaft 
P(x) hat. 

Beweis. E—{x} habe einen zusammenhangenden Uberlagerungsraum F mit 
der Uberlagerungsabbildung h. Der Teilraum U—{x} wird von h-!(U—{z}) 
schlicht iiberlagert. Da U—{z} einfach zusammenhangend ist, zerfillt 
h-1(U — {x}) in lauter zu U — {x} homéomorphe Komponenten W;, (wo i eine 
Indexmenge J durchlauft). Die Umkehrabbildung der Einschrinkung von h 
auf W, heiBe g,. Za jedem W, kann man einen neuen Punkt 2, derart hinzu- 
fiigen, daB g, zu einem Homéomorphismus J, von U auf W, _ {2x,} so fortgesetzt 
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wird, daB z,= g,(x) gilt. Dann 1aBt sich h zu einer stetigen Abbildung h von 

Fu ye x, auf E fortsetzen, indem in der Umgebung W, v {x,} von 2, jeweils 

. i 

h= 9g; ' gesetzt wird. Dann ist aber Z von dem zusammenhangenden Raum 

Fu U zx, schlicht tiberlagert bei der Uberlagerungsabbildung h. Da E einfach 
+ 


zusammenhangend ist, ist h ein Homéomorphismus. Dann enthalt J nur ein 
Element und F ist homéomorph zu E — {x}. Also muB EF — {zx} einfach zu- 
sammenhangend sein. 

(3.15). Jede Mannigfaltigkeit der Dimension n mit n = 3 hat die Eigenschajt 
P(x) fiir alle zx. 

Beweis. Entfernt man aus einer wenigstens dreidimensionalen Kugel den 
Mittelpunkt, so ist der Rest immer noch einfach zusammenhangend. 

(3.16). @ set ein projektiver Limes von abzihlbar vielen kompakten Lie- 
gruppen H,, wo i die Menge N der natiirlichen Zahlen durchléuft. Ist i <j, so 
bezeichne h;; den Homomorphismus von H,; auf H,; h,; sei der Homomorphismus 
von G auf H;. (Vgl. z. B. [13] S. 23 ff. oder [7] S. 176 ff.) Z sei eine n-Zelle um 1 
in H,; da keine Verwechslungen zu befiirchten sind, bezeichnen wir die neutralen 
Elemente aller auftretenden Gruppen stets mit 1; 0. B. d. A. sei n > 3. Die Um- 
gebung h>'(Z) von 1 in G bezeichnen wir mit U, diese Umgebung kiénnen wir uns 
beliebig klein denken. Mit u bezeichnen wir einen von 1 verschiedenen Punkt in U. 
Ferner sei f eine Nullhomotopie einer geschlossenen Kurve in U — {1}, die in U 
auf u zusammengezogen wird, d.h. f ist eine stetige Abbildung des Quadrats 
[0, 1] x [0, 1] in U mit f(r, 1) = f(0, s) = f(1, 8’) = u, f(r, 0) + 1 fiir aller €[0,1). 
Es gibt dann eine stetige Abbildung F des Wiirfels W = [0,1] x [0,1] x [0,1] 
in U, welche folgende Bedingungen erfiillt: 

a) F(r, s, 0) = f(r, 8). 

b) Falls r = 0, oder r= 1, oder s = 0, oder s = 1 gilt F(r, s, t) = Fir, s, t’) 
fiir alle t, t’ € [0, 1]. 

c) F(r, 8, 1) +1 fiir alle (r, s) € [0,1] x [0, 1}. 

Das bedeutet, daB die gegebene Homotopie in U stetig so deformiert werden kann, 
daB sie schlieBlich den Punkt 1 nicht mehr iiberstreicht. 

Beweis. Die gesuchte Funktion F konstruieren wir durch Induktion. Eine 
Teilmenge J der Menge N der natiirlichen Zahlen nennen wir regular, wenn es 
zu jedem i ¢ J eine Abbildung F,; von W in hj;'(Z) gibt mit folgenden Eigen- 
schaften: 

a,) P; (r, 8, 0) i h, (f(r, 8). 

b,) Falls r= 0, oder r = 1, oder s = 0 oder s = 1 gilt F,(r, 8, t) = F,(r,s,t’) 
fiir alle ¢, t’ € [0, 1]. 

c,) F,(r, 8, 1) + 1 ¢ H, fiir alle (r, 8) € [0, 1] x [0, 1]. 

d,;,) Fir alle j < i aus J gilt stets F; = h,,0 F,. 

Es gibt nun einen ersten Index i ¢ N, fiir den h,(f(r, 0)) + 1 ist fir alle 
r € [0, 1], sonst konnte nicht f(r, 0) + 1 in G sein. Es sei nun ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit i = 1. Wir nehmen zunachst einmal als bewiesen an, daB in Z 
die Homotopie (r, 8) > h, (f(r, 8)) von 1 weggeschoben werden kann, d. h. daB 
eine Abbildung F, von W in Z existiert, die den Bedingungen a,), b,), ¢,) und 
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trivialerweise d,,) geniigt. Dann ist die Menge {1} eine regulire Teilmenge 
von N. Die regularen Mengen sind in bezug auf die Enthaltenseinsrelation 
induktiv geordnet. Es gibt also darunter maximale; bei dieser Aussage in der 
abzahlbaren Menge N haben wir natiirlich vom Auswahlaxiom keinen Ge- 
brauch gemacht. Es sei nun J eine maximale regulare Menge. Dann gehért zu J 
jedes i ¢ N, zu dem es ein j ¢ J mit i<j gibt: man braucht nur F,= h,,0 F, 
zu setzen, um zu sehen, daB man J um i erweitern kénnte, ohne die Regularitat 
zu stéren. Ferner kann J nicht beschrinkt sein: Ware etwa j das gréBte 
Element von J, so beriicksichtigen wir, dab H,,, einen Faserraum darstellt 
itiber H, als Basis und mit dem Kern von h,,,, als Faser. Nach Satz 11.7 von 
[12] S. 54 kénnen wir die Homotopie F; aus hy} (Z) in h;;', ,(Z) hochheben, und 
zwar in der Weise, daB eine stetige Abbildung von W in H,,, existiert, die 
454), Ds43), Cj4,) und d,,,,) und dann auch d,,,,) fiir alle i<j erfillt. Dann 
gehort aber auch j + 1 zu J, denn J war maximal regular. Dies ist aber ein 
Widerspruch zur Bestimmung von j. Also ist J = N. Die Abbildung 

(r, 8, t) > (F,(r, 8, t));.1,,,. von W in h>"(Z) ist die gesuchte Abbildung F. 

Es fehlt nun noch der Nachweis, daB die oben verwendete Abbildung F, 
existiert. Wir tragen ihn im folgenden Hilfssatz nach: 

(3.17). f und g seien.Nullhomotopien ein und derselben geschlossenen Kurve 
in einem euklidischen Raum R,,, d.h. f und g seien stetige Abbildungen des 
Quadrates [0,1] x[0,1] in R" mit f(r, 0) = g(r, 0), f(0, s) = g(0, s) = f(1, 8) 

g(1, s) = f(r, 1) = g(r, 1) = a € R". Dann sind die beiden Abbildungen f und g 
homotop, d.h. es existiert eine stetige Abbildung F des Wiirfels [0,1] x [0,1] x [0,1] 
in R" mit F(r, 8,0) = f(r, 8) und F(r,s,1)= g(r, 8) sowie F(r,0,t)=F(r,0,t’) 
und F (0, s,t)= x. 

Beweis. F ist die stetige Fortsetzung einer auf dem Wiirfelrand definierten 
stetigen Abbildung in den R" auf das Wiirfelinnere ; eine solche Fortsetzung ist 
immer méglich, denn die zweite Homotopiegruppe von R” ist trivial. 

Mit diesem Hilfssatz ist leicht festzustellen, daB die in (3.16) gesuchte 
Abbildung F, existiert: Z hat die Eigenschaft P(1). Ein in Z — {1} liegender 
geschlossener Weg, der in Z auf h, (wu) + 1 zusammengezogen werden kann, kann 
auch in Z— {1} auf A,(u) zusammengezogen werden. Die beiden Nullhomo- 
topien sind in Z nach (3.17) homotop. Dies ist aber die Behauptung. 

(3.18). K set eine in 0 punktierbare zusammenhingende lokalkompakte topo- 
logische Halbgruppe nichtendlicher Dimension. Dann ist die Gruppe K — {0} 
ein Produkt einer zur additiven Gruppe R aller reellen Zahlen isomorphen Ein- 
parametergruppe E und dem in K — {0} normalen direkten Produkt von abzihlbar 
vielen ebenfalls in K — {0} normalen einfachen und einfach zusammenhdngenden 
LTiegruppen L; (i= 1, 2,...). 

Beweis. K'= K— {0} ist als lokalkompakte und zusammenhangende 
Gruppe kurvenzusammenhangend. Nach (3.7) hat jeder Punkt eine abzahlbare 
Basis fiir seine Umgebungen. Nach (3.12) ist K’ das Produkt einer zu & iso- 
morphen Einparametergruppe £ und einem gréBten kompakten Normalteiler B 
Dieser ist nun ein projektiver Limes von abzahlbar vielen Liegruppen. Unter 
Beriicksichtigung von (1.1) und (1.4) wird die Behauptung bewiesen sein, wenn 
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der einfache Zusammenhang von K’= K — {0} gezeigt ist. Der Punkt 0 hat 
in K eine Umgebung U mit der Eigenschaft, daB sich jeder geschlossene Weg, 
der von einem beliebigen Punkt u + 0 in U ausgeht und in ihn zuriicklauft, 
ohne 0 zu treffen, in U — {0} auf u zusammenziehen laBt, sobald er sich nur in 
ganz U auf u zusammenziehen lat: (3.16) hat zusammen mit der Homo- 
genitét von K in der Tat diese Behauptung zur Folge. Nun sei (r, s) > /(r, 8) 
die Nullhomotopie einer in K’ verlaufenden geschlossenen Kurve, die 
in K etwa auf das Element 1 zusammengezogen werde; es sei also f/ eine stetige 
Abbildung des Quadrates [0, 1] x [0,1] in K mit f(0, s) = f(1, s)=f(r, )=1 
und /(r, 0) + 0 fiir alle r und s aus [0, 1]. Das Pild M dieses Quadrates ist ein 
kompakter Teilraum von K. Nach (3.7) gibt es ein Element z in K’= K—{0} 
derart, daB z M in U liegt. Die Abbildung (r, s) + zf(r, s) ist die Nullhomotopie 
eines geschlossenen Weges in U — {0}, der in U auf z1 = z zusammengezogen 
wird. Es gibt jetzt eine stetige Abbildung g des Quadrates [0, 1] x [0, 1] in U 
derart, daB g(0,s)=g(l,s)=g(r,1)=z und g(r,0)=f(r,0) gilt und 
g(r, 8) + 0 ist fiir alle (r,s) € [0,1] x[0,1]. Die Abbildung (r, s) > z~'g/(r, s) 
von [0, 1] x [0,1] ist eine Nullhomotopie der Ausgangskurve in K’, die jetzt 
nicht nur in K, sondern sogar in K’ = K — {0} auf 1 zusammengezogen wird, denn 
ganz U —{0} wird bei 2 > z~' x in K’ abgebildet. Die ersten Homotopiegruppen 
von K und K’ sind also isomorph, d.h. K’ ist einfach zusammenhangend. 

Wir wenden uns nun dem endlichdimensionalen Fall zu: 

(3.19). K sei eine zusammenhiingende, lokal kompakte, in 0 punktierbare 
topologische Halbgruppe endlicher Dimension, welche aber nicht kleiner sei als 
drei. Dann ist K'= K — {0} isomorph zu der multiplikativen Gruppe aller von 
Null verschiedenen Quaternionen. 

Beweis. Wegen (3.15), (3.12), (1.1) und (2.2) wird es geniigen, nachzuweisen, 
daB der eindeutig bestimmte gréBte kompakte Normalteiler B von K’ die 
Dimension drei hat. B ist als halbeinfache nichtabelsche Liegruppe mindestens 
dreidimensional. h sei ein Isomorphismus der additiven Gruppe R aller reellen 
Zahlen auf eine‘Einparametergruppe Z in K’, mit der K’= # B und Er B= {1} 
gilt. Da 0 kein Adharenzpunkt eines kompakten Teilraums von G sein kann, 
ist 0 Adhaérenzpunkt von genau einem der Teilraume G,= h(R — (—co, 0)) B 
oder G,= h(R — (0, co)) B. Es sei nimlich U eine offene Kugelumgebung von 0, 
die B nicht schneidet. U > G, und U / G, seien aber beide nicht leer; U ~ G, 
und U r\ G, sind dann punktfremde offene Teilmannigfaltigkeiten von U— {0}, 
deren Vereinigung gleich U — {0} ist; aber U — {0} ist zusammenhangend, da 
U wenigstens 4-dimensional ist. Es sei also etwa U ~\ G,= 9. Dann ist G, / {0} 
eine Mannigfaltigkeit mit dem Rand B. Da B normal in K’ ist, wirkt B als 
m-dimensionale Transformationsgruppe auf der m + 1-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit G, U {0} so, daB das singulaire Transitivitaétssystem {0} bei B fest- 
bleibt. Dann ist B homéomorph einer 0-, 1-, oder 3-Sphare, wobei hier nur die 
Dreisphare in Frage kommt: [8] S. 451, [9] S. 120. 

(3.20). K set eine zweidimensionale zusammenhingende lokalkompakte in 0 
punktierbare topologische Halbgruppe. Dann ist K'= K — {0} isomorph zur 
multiplikativen Gruppe aller von 0 verschiedenen komplexen Zahlen. 
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Beweis. Eine zweidimensionale Liegruppe ist einer Ebene, einem Zylinder 
oder einem Torus homéomorph (s. z. B. [6] 8. 114). Nach (3.12) ist hier allein 
der Zylinder zutreffend, woraus die behauptete Isomorphie folgt (1. c.). 

(3.21). K sei eine eindimensionale zusammenhingende lokalkompakte topo- 
logische in 0 punktierbare Halbgruppe. Dann ist K'= K — {0} isomorph zur 
multiplikativen Gruppe aller von Null verschiedenen reellen Zahlen. 

Beweis. Als eindimensionale Mannigfaltigkeit ist K in jedem Falle einfach 
zusammenhangend (3.6). K ist also kein homéomorphes Bild eines Kreises und 
K’ zerfallt daher in genau zwei Komponenten. Die Komponente £ von 1 ist ein 
Normalteiler vom Index 2 und ist zur additiven Gruppe R aller reellen Zahlen 
isomorph, da auch £ sicher keine geschlossene Jordankurve und nicht kompakt 
ist. Die Abbildung z + y~' zy ist fir alle y ¢ K’ ein Automorphismus von Z 
von der Ordnung 2; denn y?* ist in jedem Fall in Z enthalten, da y* kongruent 
1 modulo £ ist. Jedes Element von £ aber bewirkt infolge der Kommutativitat- 
von E den identischen Automorphismus. Nun hat Z nur einen nichttrivialen 
Automorphismus der Ordnung 2, namlich denjenigén, der z in z~' aiberfihrt. 
Fir z¢ £ bildet die Abbildung y— y-'zxy die zusammenhangende Neben- 
klasse von £ stetig ab in die diskrete Menge {z, z~*}. Da das Bild zusammen-’ 
hangend sein muB, ist diese Abbildung konstant auf der ganzen Nebenklasse. 
Es gilt also entweder zy = yz oder fiir alle z ¢ Z und alle y aus der Neben- 
klasse zy = yx~'. Es werde nun y in der Nebenklasse festgehalten. Strebt x 
in Z gegen 0, so strebt y~' zy gegen 0. Hingegen konvergiert z~' nicht gegen 
einen Puhkt von K, sondern gegen den von 0 verschiedenen Intervallendpunkt 
von FE. Dieser Widerspruch zeigt, daB stets ry = yx gelten mu8. Dann ist 
aber K’ eine komiautative Gruppe; da fiir ein z aus der Nebenklasse stets ein 
x € E vorhanden ist, so daB z*= z*, gibt es eine Vertretergruppe B aug zwei 
Elementen, namlich die von z2~! erzeugte Gruppe. K’ ist also ein direktes 
Produkt aus Z und B und ist dann isomorph zur multiplikativen Gruppe 
aller von Null verschiedenen reellen Zahlen. 

Die Hilfssatze (3.5), (3.4), (3.19), (3.20) und (3.21) ergeben zusammen den 
Beweis von Satz I der Einleitung, die Hilfssitze (3.5), (3.4) und (3.18) den 
Beweis von Satz IT. 


Anhang zu § 3 

(3.3a). Ein topologisches Monoid ist ein topologischer Raum, au} dem iiberall 
eine stetige Verknilpfung (x, y)—> xy erklirt ist. Ein topologisches Monoid K 
nennen wir in J punktierbar, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

a) K ist homogen und nichidiskret. 

b) J ist eine total unzusammenhiingende, nirgends dichte nichtleere Teil- 
menge von K derart, daB K — J eine in K offene topologische Loop ist. 

Eine topologische Loop ist dabei ein topologisches Monoid, indem die 
Gleichungen az = ya = b eindeutig und stetig nach z und y auflésbar sind und 
indem ein Element 1 mit 1z = 21 = z fir alle z vorhanden ist. 

Ein assoziatives punktierbares topologisches Monoid ist eine punktierbare 
topologische Halbgruppe. Eine topologische Loop mit Kirzungsregel ist eine 
18* 
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topologische Loop, in der fiir alle z die Identitat z-1(xa) = (ax) 2-1 = a mit 
einem allein von z abhangenden Element 2z~' gilt. Dann gilt der Satz 

(3.5) a. Hin zusammenhingendes topologisches in J punktierbares topologisches 
Monoid, bei dem in K —J die Kiirzungsregel gilt, kann nur eine aus einem Punkt 
bestehende Ausnahmemenge besitzen. 

Die Satze (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) haben alle eine entsprechende Verall- 


gemeinerung, in der statt ,,topologische Halbgruppe“ stets ,,topologisches 
Monoid“ einzusetzen ist. 


§ 4. Topologische Doppelloops 

(4.1). Wir bezeichnen als Doppelloop jede algebraische Struktur (K, +, .) mit 
zwei Verkniipfungen (x, y) > x + yund (x, y) > xy, die wir Addition bzw. Multi- 
plikation nennen, und die folgenden Bedingungen geniigen: 

a) K ist eine Loop beziiglich der Addition mit dem neutralen Element 0. 

b) K — {0} ist eine Loop beziiglich der Multiplikation mit neutralem Element 1. 
Diese Loop nennen wir (K', .) oder auch kurz K’. 

c) 20 = Oz = 0 fiir alle x € K. 

Da 1 +0 ist, hat K mindestens zwei Elemente. Die Addition heift potenz- 
assoziativ, wenn jedes Element in einer Gruppe liegt, und diassoziativ, wenn 
immer zwei Elemente in einer Gruppe liegen. Hs sei darauf hingewiesen, daB 
diese Bezeichnungsweise von der in [3,4] beniitzten abgeht und sich der in [1] 
auf 8.87 eingefiihrien anschlieBt. Ist auf der Menge K eine Topologie erklért, 
beziiglich der alle Verkniipfungen stetig sind, und zwar so, daB auch die Glei- 
chungen a+ 2= y+a=b und falls a+0 und b +0 auch die Gleichungen 
azx= ya= b stetig auflésbar sind, so nennen wir K eine topologische Doppelloop. 
Insbesondere sind dann (K, +) und K’' topologische Loops [vgl. (3.3)a}. Hine 
Doppelloop nennen wir assoziativ, wenn ihre multiplikative Loop K’ assoziativ, 
also eine Gruppe ist. 

(4.2). Ist K eine topologische Doppelloop, so ist sie hinsichtlich der Multi- 
plikation ein in 0 punktierbares Monoid (3.3)a. Ist K eine assoziative Doppel- 
loop, so ist K hinsichtlich der Multiplikation eine in 0 punktierbare Halbgruppe. 
Falls K eine topologische Doppelloop ist, in der beziiglich der Multiplikation auf K’ 
die Kiirzungsregel gilt, so braucht die Bedingung (4.1)c nicht gefordert zu wer- 
den; sie ist dann nach (3.4) und dem Anhang zu § 3 eine Folgerung aus den Be- 
. dingungen (4.1a), (4.1b) und den topologischen Voraussetzungen, denn (4.1a) 
sichert die Homogenitit. 

Daraus und aus Satz I folgt aber Satz I’, wihrend Satz II zusammen mit 
dem gerade bewiesenen Hilfssatz (4.2) den Satz II’ nach sich zieht. 

(4.3). Wir bezeichnen mit 4 die Kategorie aller zu enhiingenden lokal- 
kompakten endlichdimensionalen topologischen assoziativen Doppelloops, mit 








HX, die Teilkategorie aller Doppelloops aus X mit potenzassoziativer Addition, 
mit X, die Teilkategorie von X,, bei deren Elementen die Addition sogar di- 
assoziativ ist, und schlieBlich mit X , diejenige Teilkategorie von X ,, bei der sie 
assoziativ ist. Diejenige Teilkategorie einer Kategorie X,, (m= p, d, a), in deren 
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simtlichen Elementen das Rechtsdistributivgesetz 

a) (z+ y)z= 22 + yz 

gilt, bezeichnen wir mit X},; wird auch noch die Giiltigkeit des Linksdistributiv- 
gesetzes 


b) a(z+ y)=2zxr+2zy 
gefordert, so wird dadurch eine Teilkategorie XH, von X,, ausgezeichnet, die wir 
die Kategorie der zu hiingenden lokalkompakten topologischen Neokdrper 





nennen. Die Kategorie 4 teilen wir in Klassen D(l) ein in der Weise, dap in 
Ql) gerade die l-dimensionalen Doppelloops liegen. 

(4.4). Die Kategorie 4°, \ D(4) zerfallt in Aquivalenzklassen € (A) 80, dap 
jeder reellen Zahl A genau eine Klasse zugeordnet ist und zwei isomorphe Doppel- 
loops immer in einer und derselben Klasse liegen. 

Beweis. Es sei (K, +, .) eine Doppelloop aus der Kategorie 4#°,. Dann ent- 
halt K einen eindeutig bestimmten, zum K6rper der reellen Zahlen isomorphen 
Unterkérper H: Die von 1 in K algebraisch erzeugte Unterdoppelloop ist iso- 
morph zum Koérper der rationalen Zahlen [4] (1.3). Die abgeschlossene Hiille 
dieses Unterkérpers von XK ist ein lokalkompakter Unterkérper H von K. 
Nach [4] (1.10) und [4] (3.5) ist. dieser Unterkérper nicht total unzusammen- 
hangend und ist daher isomorph zum Ké6rper der reellen Zahlen. (Es sei an- 
gemerkt, da8 in der erwihnten Arbeit die Elemente der Unterdoppelloop bei 
Linksmultiplikation als Automorphismen der Addition wirken, wahrend das 
jetzt fir die Rechtsmultiplikationen der Fall ist.) Die Zusammenhangs- 
komponente von 1 in H — {0} ist eine eindeutig festgelegte Einparameterunter- 
gruppe Z£ von K’. Sie bestimmt eindeutig eine eindimensionale Unteralgebra 
der Liealgebra von K’ mit einer erzeugenden infinitesimalen Transformation (j; 
diese sei so normiert, daB bei isomorpher Einbettung des Kérpers der reellen 
Zahlen in K mit geeigneten kanonischen Koordinaten erster Art die Beziehung 
expt = e* gilt. Dann l4Bt sich [} gem&B (2.1) zu einer Basis (4, |, |,, |, der Lie- 
Algebra erganzen, die folgende Multiplikationstafel hat: 





4 l, l, [; 
{, 0 0 I, —I, 
I, —Al; —I, 0 L, 
a Al, — * 0 





Dabei ist die reelle Zahl 4 durch die Vorgabe der Einparametergruppe 2 dem 
Betrag nach eindeutig festgelegt ; ein Basiswechsel, bei dem [; in —{, tibergeht, 
ruft eine Multiplikationstafel hervor, in der A gegeniiber der obenstehenden 
durch —A ersetzt ist. Zu beiden Parameterwerten 4 und —A gehéren natiirlich 
isomorphe Multiplikationsloops, aber keine isomorphen Doppelloops. Es seien 
namlich (K,,+,.) und (K,,+,.)° zwei isomorphe Doppelloops und g ein 
Isomorphismus von K, auf K,; zu K, sei nach dem in dieser Nummer dar- 
gelegten Verfahren der Parameter A, ermittelt und zu K, der Parameter A,. 
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Denken wir uns sowohl in K, wie in K, den Kérper der reellen Zahlen ein- 
gebettet, was auf eine und nur eine Weise méglich ist, so gilt p(r) = r fiir alle r 
aus dem Kérper der reellen Zahlen. Zu ¢ existiert ein Isomorphismus d g von 
der zu Kj gehérigen Liealgebra G, auf die zu K3 gehérige Liealgebra G,, fiir 
den g(expr) = exp d ¢(r) fiir jede infinitesimale Transformation ¢ aus G, gilt. 
Ist Umm» Lim» lom> ‘om eine nach dem obenstehenden Vorgehen gewonnene Basis 
von G,,(m = 1, 2), so gilt wegen g(r) = r fiir alle reellen r auf jeden Fall die 
Gleichung d p({,) = (G2. Ist nun A,= 0, so ist der reelle Unterkérper von K, 
zentral in dem Sinne, da8 seine Multiplikationsgruppe im Zentrum von Kj 
liegt. Da das Zentrum von K; bei in das Zentrum von K3 iibergeht, ist auch 
der reelle Unterkérper von K, zentral; die von |, erzeugte Unteralgebra von 
G, ist dann das Zentrum von G, und es folgt A,= 0. Ist aber A, + 0, so gilt 
dep (l,,— Ap h:) = dply—Ap je und depl,—Ay', erzeugt das Zentrum 
von ©,. Dann ist A, von 0 verschieden; wenn aber A, und A, von 0 verschieden 
sind, dann ist [,,, aus (,, fiir m= 1,2 eindeutig bestimmt und es mu8 
d p(l,,) = l, gelten; dann ist auch A,= A,. 


(4.5). (K, +, .) set aus der Kategorie 47) r\ D(4) (ugl. (3.5)). Wir nennen K 
dann auch einen quaternalen Neokirper mit potenzassoziativer Addition. Dann 
gibt es auf dem Raum K zu jedem reellen A eine neue Multiplikation (x,y)>xoy 
derart, dap (K,+,0©) der Klasse €@(A) der Kategorie 4, -\ D(4) angehért. Die 
Klasse € (0) enthalt #7 r\ (4). 

Beweis. (x, y) > x © y sei die in (2.3) eingefiihrte Verkniipfung, wobei wir 
uns in der Liealgebra von K’ auf eine Basis |,, |,, [,, |, stiitzen, wie sie in (2.1) 
angegeben war. Wegen der Giiltigkeit beider Distributivgesetze haben wir 
die Identitét (x + y)*= 2*+ yw, wenn w* wie in (2.3) erklart wird. 
Es gilt das Rechtsdistributivgesetz fiir die o-Multiplikation: (z+ y) oz 
= (4+ yfz= (2°74 Y)2= z+ ¥z=202+y02z. Das Linksdistributiv- 
gesetz gilt nicht. Nach der Definition des Homomorphismus h in (2.3) gibt es 
in dem reellen Unterkérper von K ein Element r derart, daB h(r) nicht im 
Zentrum von K’ liegt, da dieses die von [, erzeugte Untergruppe nicht enthilt. 
Wir wahlen r insbesondere so, daB h(r + r) = —1 ist, wobei —1 in dem reellen 
Unterkérper von K liegt und das einzige Element darstellt, das in der Gruppe 
K’ die Ordnung 2 hat. Dann gilt z 0 (r + r) = (—1)*°>2(—1) (r+ 17) = 22r, 
wahrend zo r+20r=220r davon immer verschieden ist, wenn z nicht 
aus der von |, und [, erzeugten Untergruppe stammt. 

(4.6). (K,+,.) sei aus der Kategorie 4 7, (4) . Dann ist die Addition 
kommutativ. Liegt K in der Klasse € (A), und ist A von 0 verschieden, so enthilt K 
einen und nur einen Unterkérper, der isomorph zum Kérper der komplexen Zahlen 
ist. Ist A = 0, dann liegt K in X41), d. h. K ist dann isomorph zum Schiefkirper 


Beweis. (K, +, .) enthalt einen wohlbestimmten Unterkérper isomorph zum 
K6rper der reellen Zahlen. Ist wieder 1), [,, l,, 1, eine Basis der Lie-Algebra 
von K’ gemaB (4.4), so erzeugen die infinitesimalen Transformationen [, und 
{, eine Untergruppe, die zur multiplikativen Gruppe der von 0 verschiedenen 
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Zahlen isomorph ist. Falls 4 + 0, ist dies die einzige Gruppe dieser Art, da das 
Lieprodukt von |, mit irgendeiner nicht in der von [, und |, erzeugten Unter- 
algebra liegenden infinitesimalen Transformation nicht 0 ist. Zu der an- 
gegebenen Gruppe existiert in K nach [4] (4.10) ein Unterkérper, der zum 
K6rper der komplexen Zahlen isomorph ist, und dessen Multiplikationsgruppe 
gerade mit ihr iibereinstimmt. Ist aber A = 0, so gehért nach [4] (4.10) zu jeder 
Torusuntergruppe von X’ ein und nur ein Unterkérper, der zum Kérper der 
komplexen Zahlen isomorph ist. Dann ist nach [4] (4.12) K isomorph zum 
Schiefkérper der Quaternionen. Es sei darauf hingewiesen, daB an den aus [4] 
zitierten Stellen (4.10) und (4.12) beide Distributivgesetze gefordert sind. 
In den Beweisen zu beiden Satzen gehen aber nur kommutative Multiplikations- 
gruppen ein, namlich solche von komplexen Unterkérpern, die im Fall 4 = 0 
in reicher Anzahl vorhanden sind; liegt doch jeder beliebige Punkt in einer 
von [,= [j und irgendeiner von [, linear unabhangigen linearen Transformation 
erzeugten, zur komplexen Multiplikationsgruppe isomorphen Untergruppe. 
Die Kommutativitat der Addition folgt im allgemeinen Fall aus [4] (4.11). 

Ist die Addition assoziativ, so wirken die Elemente von K als lineare Ab- 
bildungen auf dem durch die Additionsgruppe gegebenen vierdimensionalen 
Vektorraum iiber dem Ko6rper der reellen Zahlen. Die Struktur von K ist 
vollig festgelegt, wenn von jedem Element aus X festliegt, wohin es das 
Element 1 abbildet. Da die Multiplikationsgruppe von K bei festem, von 0 
verschiedenem A vdllig eindeutig festliegt, und zwar dadurch, daB die in- 
finitesimalen Transformationen [, und [, eindeutig bestimmt sind, sind alle K, 
die zu ein und demselben Parameterwert A gehéren, isomorph (vgl. [5]). 

Unsere Ergebnisse iiber die zusammenhangenden, lokalkompakten topo- 
logischen Doppelloops mit assoziativer Multiplikation fassen wir in dem 
folgenden Satz zusammen; bei seiner Formulierung vereinbaren wir, da8 alle 
isomorphen Doppelloops in ¥ identifiziert werden, so seien also in Wirklichkeit 
die Elemente von # Klassen isomorpher Doppelloops. 

Satz Il. 

(4.7). a) Z(l) = , falls | +'1, 2, oder 4. 

b) 4%, 0 B(1) enthélt nur den Koérper der reellen Zahlen. 

c) #3) Z(2) enthilt nur Neokirper mit einer zur multiplikativen Halb- 
gruppe der komplexen Zahlen isomorphen Multiplikationshalbgruppe und einem 
reellen Unterkérper. 

d) #40 B(2) enthilt nur den Kérper der komplexen Zahlen. 

e) HY \ B(2) — Hy \ B(2) ist nichtleer. 

f) #5, \ D(A) A GA) ist nichtleer fiir alle reellen 1. Ist 4+ 0, 80 gilt im 
allgemeinen nur ein Distributivgesetz. Alle Doppelloops aus XH), -\ Z(4) € (A) 
enthalten einen reellen Unterkérper. 

g) Alle Doppelloops aus 4X4. D(4)-\ € (A) enthalten einen und im Fall 
A + 0 nur einen komplexen Unterkorper. 


h) #40 D(4) A € (0) enthalt nur den Schiefkirper der Quaternionen. 
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Beweis. 
a) Satz I. b) Satz I, [3] (2.4). ce) Satz I, vgl. auch [4] § 3. 
d) [3] 8.227.  e) [3] (4.10). f) (4.5). 
g) (4.6). h) (4.6). 
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Halbgeordnete lokalkonvexe Vektorraiume, II 
Von 
Hetmvut ScHAEFER in Pullman, Wash. 


Einleitung 


Die vorliegende Arbeit ist eine unmittelbare Fortsetzung von [13’] (im 
folgenden mit HV zitiert)'). Die Abschnitte sind im Anschlu8 an HV fort- 
laufend numeriert. Mit Ausnahme der Abschnitte 6 und 7, die Ergainzungen 
zu HV und neue Ergebnisse im Rahmen von HV bringen, ist die gegenwartige 
Untersuchung dem Studium stetiger linearer Abbildungen eines halbgeord- 
neten lokalkonvexen Raumes £ in einen zweiten F gewidmet. Die zueinander 
dualen Begriffe des normalen und des @-Kegels, vgl. (1.5), erweisen sich auch 
hier wieder als fundamental. Die Diskussion variiert zwischen der Betrachtung 
einer einzelnen positiven linearen Abbildung (d.h. eines Ordnungshomo- 
morphismus, HV p. 119) und dem Studium algebraischer und topologischer 
Eigenschaften des Kegels 8 aller Ordnungshomomorphismen im Raum 2 (£,F) 
stetiger linearer Abbildungen, der mit einer Reihe von (lokalkonvexen) 
sog. S-Topologien versehen werden kann (s. Absehnitt 8). Beide Aspekte sind 
naturgema8 eng miteinander verkniipft (vgl. als Beispiel hierzu (11.1) und das 
zugehérige Corollar). Die benutzten Hilfsmittel sind (mit Ausnahme des in 
Abschnitt 8 verwendeten Tensorproduktes) dieselben wir in HV (HV, p. 118 
bis 120). Wir geben eine kurze Ubersicht iiber den Inhalt der einzelnen Ab- 
schnitte. 

Abschnitt 6 beschaftigt sich mit der Ubertragung der wichtigsten Ergeb- 
nisse von Abschnitt 1 in HV auf den Fall linearer Raiume mit komplexem 
Skalarkérper. (Durchgehend bezeichnen wir mit N [bzw. R, bzw. C] die Mengen 
der natiirlichen [bzw. reellen, bzw. komplexen] Zahlen.) Mit einer geeigneten 
Definition (Def. 6) eines naymalen bzw. @-Kegels in einem komplexen lokal- 
konvexen Raum geht die Erweiterung auf den komplexen Fall reibungslos vor 
sich. Hierbei ist der Begriff der positiven Linearform neu zu fassen (Def. 7). 
Die Methode der Verallgemeinerung ist geniigend auseinandergesetzt, um auch 
die Ubertragbarkeit der meisten Resultate der Abschnitte 2 bis 5 anzuzeigen. 
Der Einschlu8 des komplexen Falles ist nicht nur wegen der gréBeren All- 
gemeinheit wiinschenswert, sondern auch fiir Spektralbetrachtungen duBerst 
niitzlich (Abschnitte 10 und 11). 


1) Um eine weitgehende Wiederholung des Literaturverzeichnisses von HV zu ver- 
meiden, zitieren wir in HV aufgefiihrte Arbeiten mit ihren dortigen Nummern. Die hinzu- 
kommenden Literaturhinweise sind neu durchnumeriert, und jede Nummer ist mit einem 
Akzent ’ versehen. Satze und Definitionen aus HV werden unter ihrer dortigen Nummer 
zitiert. Allgemein ist (u.v) Satz v in Abschnitt wu. 
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Von Abschnitt 7 an werden die betrachteten Raume im allgemeinen als 
komplex vorausgesetzt. Die Hauptresultate von Abschnitt 7 sind die Kon- 
vergenzsatze (7.2) und (7.3). Ist H eine gerichtete Menge in E[], E[Z] halb- 
geordnet mit normalem positiven Kegel K, so folgt aus der schwachen Kon- 
vergenz des Filters §(H) der Enden von H die Konvergenz von § fiir £. Der 
Satz kann verscharft werden: Ist Z halbreflexiv, K normal, H (aufsteigend) 
gerichtet und (nach oben ordnungs-) beschrankt, so konvergiert § bereits 
unter diesen Voraussetzungen (7.3). Dieser Satz kann als Verallgemeinerung 
der Aussage gedeutet werden, daB eine beschrankte monotone Folge reeller 
Zahlen konvergiert. (7.4) zeigt, daB der zu einem echten Kegel mit inneren 
Punkten konjugierte Kegel eine schwach kompakte Basis besitzt, woraus ein 
Konvergenzsatz fiir positive Filter folgt (7.5). Normale Kegel mit inneren 
Punkten sind selten (7.6). 

Der zweite Teil der Untersuchung beginnt mit Abschnitt 8, wo einige 
Beziehungen zwischen den positiven Kegeln K, H in Z, F und dem ,,positiven“ 
Kegel RC L(H, F) aufgestellt werden. R ist unter einfachen Bedingungen 
normal fiir die G-Topologie. Die Frage nach der BZ-Eigenschaft von R und die 
damit zusammenhangende Frage, wann 2 = R — & ist, ist wesentlich schwie- 
riger zu beantworten. Die einfache notwendige Bedingung (8.4) scheint bei 
weitem nicht hinreichend zu sein; sie ist es jedenfalls, wenn Z nuklear (und 
tonneliert) und F ein B-Raum ist [Cor. zu (8.5)]. Allgemeiner ist jede nukleare 
Abbildung unter verniinftigen Bedingungen zerlegbar (8.5). Dies schlieBt die 
Abbildungen endlichen Ranges ein, fiir die sich alles aus (1.3) bzw. (6.1) 
ablesen 1aBt. 

Abschnitt 9 gibt in (9.1) bis (9.3) Voraussetzungen, unter denen jede 
positive lineare Abbildung stetig ist. DaB hierbei die Kegel mit inneren Punkten 
(9.1) und die BZ-Kegel in bornologischen Raumen (9.3) hervortreten wiirden, 
war nach einem bekannten Satz iiber Linearformen ([7], p. 75) und (2.8)zu 
erwarten. Bei diesen Satzen ist jedesmal wesentlich, daB der Kegel H im Bild- 
raum F normal ist. [DaB positive lineare Abbildungen fiir die Ordnungs- 
topologien, vgl. (4.4), auf Z und F stetig sind, ist beinahe selbstverstandlich’). } 
(7.3) reicht noch bis zu einem Konvergenzsatz fiir den Filter der Enden einer 
(fiir die durch R in 2 erzeugte Ordnungsstruktur) gerichteten Menge stetiger 
linearer Abbildungen (9.4), der fir Endomorphismen reflexiver Raume eine 
besonders einfache Form annimmt. 

Der im 10. Abschnitt diskutierte Problemkreis ist, wenn auch im all- 
gemeinen nur fiir normierte Raume (oder unter noch engeren Bedingungen, und 
mit reicheren Ergebnissen, [3’]), Gegenstand einer Reihe von Untersuchungen 
gewesen. Der erste allgemeine Satz diirfte in [17] zu finden sein, Verschar- 
fungen und Erweiterungen in [2] bis [4]. Der erste fiir beliebige lokalkonvexe 
Raume giiltige Satz iiber die Existenz eines positiven Eigenwertes mit posi- 
tivem Eigenvektor (fiir eine gegebene Halbordnung) eines positiven, kompakten 
Endomorphismus findet sich in [20]. Eine weitere Verallgemeinerung fir 





oy und iibrigens nach (4.4) eine Folgerung aus (9.1). 
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normierte Raume, die die Stetigkeit und Kompaktheit von 7 nur innerhalb 
des positiven Kegels voraussetzt, hat in (4’] eine sehr ausfihrliche Darstellung 
gefunden. Allerdings enthalt auch [20] einen Satz, der nur auf die Verhaltnisse 
innerhalb des positiven Kegels Bezug nimmt*). Das Hauptergebnis (10.4) in 
diesem Abschnitt fallt, wenn Z ein normierter Raum ist, mit dem Haupt- 
resultat von [4’] zusammen. Zahlreiche der in [4'] bewiesenen Aussagen 
[z. B. Lemma (3.1), (3.2)] sind nichts anderes als die entsprechenden bekannten 
Satze fiir die vor (10.1) eingefiihrte Topologie £, auf der linearen Hille Ey 
von X [vgl. hierzu (10.1) bis (10.3)]. Um zu (10.4) far beliebige lokalkonvexe 
Raume zu gelangen, bedarf es einer gegeniiber [4’] wesentlich verfeinerten 
Technik, da Kategorie-Argumente, beschrinkte Nullumgebungen, Auswahl 
konvergenter Teilfolgen nicht mehr zur Verfiigung stehen. Die volle Last des 
Beweises ruht auf der K-Kompaktheit von 7' (Def. 8); auch Vollstandigkeits- 
eigenschaften von K sind entbehrlich. Um die Darstellung méglichst unab- 
hangig zu gestalten, wird eine Reihe von Spektralaussagen in Form von Hilfs- 
sitzen (Lemma | bis 3) aufgestellt, deren Beweis (auf eine, soweit es Verf. 
bekannt ist, neuartige Weise) zum Teil nur skizziert wird. (10.5) ist eine be- 
friedigende Verallgemeinerung des Krein-Rutman-Theorems [17]. Es sei noch 
bemerkt, daB in diesem Abschnitt der Begriff des normalen Kegels in den 
Hintergrund tritt; die Echtheit (und Abgeschlossenheit) von K ist bei K-kom- 
paktem 7’ fiir alle Schliisse ausreichend [vgl. jedoch (10.7)]}. 

Unter Beschrinkung (im wesentlichen) auf normierte und Hilbertsche 
Raume bringt der il. Abschnitt fir gréBere Operatorenklassen Beitrage iiber 
den Zusammenhang zwischen dem Vorhandensein reeller Zahlen 20 im 
Spektrum von 7' und der Existenz unter 7' invarianter Kegel. (11.1) zeigt, 
daB die Normalitét eines Kegels & m: einer*B-Algebra mit Einselement aus- 
reicht, um die Zugehérigkeit des Spektralradius r(a) zum Spektrum o/(a) fir 
jedes a € R zu sichern. Das zugehérige Corollar, das (11.1) auf Operatoren- 
algebren in B-Réumen anwendet, geht auf [4] zuriick. (11.2) zeigt einen 
weiteren Zusammenhang zwischen der Existenz 7'-invarianter Kegel und dem 
Spektrum von 7’. SchlieBlich wird in (11.3) ein Zusammenhang zwischen 
positiven symmetrischen Operatoren (d.h. stetigen Endomorphismen, die 
symmetrisch bzw. hermetisch sind und ein nichtnegatives Spektrum besitzen) 
und sehr speziellen Typen konvexer Kegel in einem Hilbertraum hergestellt. 


6. Komplexe Réume 
Wir erweitern in diesem Abschnitt die wichtigsten der in HV, Abschn. 1 
und 2, entwickelten Resaltate tiber normale und ©-Kegel auf-lokalkonvexe 
lineare Raume iiber dem Kérper C der komplexen Zahlen. Hierzu erinnern wir 
zunachst an folgenden Sachverhalt (vgl. [7], p. 106). Es sei L (bzw. L[{f}) ein 
komplexer, linearer (bzw. topologischer linearer) Raum. Durch Einschrankung 
des Skalarkérpers auf R erhalt man einen reellen Raum L, (bzw. L,[}), der 


*) Satz 3.1. Eine ausfihrlichere Diskussion des nichtlinearen Falles wird in einer 
demnachst im Pacific Journal of Math. erscheinenden Arbeit gegeben. 
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als abelsche Gruppe (und als topologischer Raum) mit L iibereinstimmt. Wir 
nennen L, den zu L assoziierten reellen Raum. Ly, mit der topologischen 
Struktur von L, ist ein topologischer linearer Raum, d.h. Topologie und 
algebraische Struktur sind miteinander vertraglich. 

Ist umgekehrt ein reeller (topologischer) linearer Raum E gegeben, so ist Z 
assoziiert zu einem komplexen (topologischen) linearen Raum F, d.h. E = Fy, 
genau wenn in £ ein (topologischer) Automorphismus g mit g*= — 1 existiert. 
Ist E = F, fir ein F, so ist offenbar x + i z ein Automorphismus der gewiinsch- 
ten Art. Ist umgekehrt g ein solcher Automorphismus von £, so ist die zu Z 
assoziierte (topologische) abelsche Gruppe, versehen mit der Skalarmulti- 
plikation (A, z)+axz+ Bop(z) (A=a+if;a, 8 €R), ein komplexer (topo- 
logischer) linearer Raum F mit 7 = Fy. 

Ein komplexer topologischer linearer Raum L ist lokalkonvex [7], wenn 
der assoziierte reelle Raum L, lokalkonvex ist. Entsprechend definieren wir: 

Ein komplezer linearer Raum L ist halbgeordnet (bzw. regulir halbgeordnet), 
wenn sein assoziierter reeller Raum JL, halbgeordnet (bzw. regular halb- 
geordnet) ist (HV, p. 118 u. 126). 

Die Menge der fiir eine solche Halbordnung positiven Elemente bildet 


wieder einen konvexen Kegel mit dem Scheitel 0*) in Z. Zur Definition von 


normalen bzw. G-Kegeln (HV, Def. 1 u. 2) verabreden wir: 

Definition 6. Bin Kegel K in einem komplexen lokalkonvexen Raum E 
heiBe normal (bzw. G-Kegel), wenn K normal (bzw. ©-Kegel) in dem zu E 
assoziierten reellen Raum E, ist. 

Zur Definition des konjugierten Kegels im Fall eines komplexen Dual- 
systems setzen wir fest: 

Definition 7. Es sei (F,@) ein komplexes Dualsystem, K ein Kegel in 
F, K’ (bzw. H') der grote Kegel.in G, so daB die kanonische Bilinearform auf 
Kx K’' einen nichtnegativen Realteil (bzw..auf KxH"' einen nichtnegativen 
Real- und Imaginérteil) besitzt. Die Elemente von K’' (bzw. H') heiBen schwach 
positiv (bzw. stark positiv) auf K. 

Offenbar ist K’ die zu —K polare Menge in G, und H’= K’ 1. (—ikK)’. 
Das Zerlegungstheorem (1.3) nimmt jetzt die Form an 

(6.1). Ist K ein normaler Kegel in E[&}, so gilt E’= K’— K’, d.h. jede 
stetige Linearform auf E ist Differenz zweier stetiger, schwach positiver Linear- 
formen. 

‘Beweis. Jede auf E stetige Linearform schreibt sich x — h(x) = f(x) — 
— tf(tx), wo f eine reelle stetige Linearform auf Z (d. h. eine stetige Linearform 
auf £,) ist. Da K in E, normal ist, gilt nach (1.3) f = /, — f,, und /, ist der Real- 
teil einer auf K schwach positiven, auf EZ stetigen Linearform h,(j = 1,2). 
Offenbar ist h = h, — hy. 

Fiir die Zerlegbarkeit von EZ’ nach H’ gilt 

(6.2). Es set K ein Kegel in E, so daB K + iK normal ist. Jede auf E stetige 
Linearform ist Differenz zweier auf K stark positiver stetiger Linearformen, 
d.h. E’= H’'—H’. | 

*) Wie in HV bezeichnen wir einen solchen stets als Kegel (schlechthin). 
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Beweis. Da x-> —iz ein topologischer Automorphismus von £, ist, ist 
mit K +#K auch K —iX normal. Nach (6.1) gestattet jede auf 2 stetige 
Linearform h eine Darstellung h = h, -- h,, wo h, und h, stetig und schwach 
positiv auf K —éK sind. Nun gilt h,(xz) = f(z) + if(—iz), dh. h, ist stark 
positiv auf K; entsprechendes gilt fiir h,. 

Die Erweiterung von (1.6) auf komplexe Raume ist 

(6.3). Sei E ein komplezxer lokalkonvexer Raum, K ein Kegel in E. Damit 
E' = K’— K’ (bzw. BE’ = H' — H') gelte, ist notwendig und hinreichend, dap K 
(bzw. K + iK) normal sei fiir die schwache Topologie o(E, E’). 

Beweis. Wir haben nur die Notwendigkeit der td zu zeigen. Wenn 

E’ = K' — K’ gilt, so erzeugen die Halbnormen ((, x’) der Wert der kanoni- 
schen Bilinearform) 
(*) _ a> (RX, 2’)| (2’€ K’) 
die schwache Topologie auf E (R(x, x’) ist der Realteil von <2, 2’); es gilt 
|R<a, x’>| < |<a, x’>| < |R<z, x’)| + |Rdiz, x’)|). Die reellen Halbnormen (*) 
sind offenbar monoton auf K (fir die durch K induzierte Ordnungsstruktur), 
womit nach (1.1) die Behauptung bewiesen ist. Fir Z’= H'— H’ brauchen wir 
nur zu bemerken, daB die Halbnormen (*) (jetzt fiir 2’¢ H’) auf K —ik 
monoton sind. Hieraus folgt, daB K —iK, also auch K + iX normal ist fiir 
a(E, E’). 

Aus dem Charakter des vorstehenden Beweises entnimmt man, da8 auch 
die Dualitatsrelation (1.5) im komplexen Fall bestehen bleibt. Sei (F, @) ein 
komplexes Dualsystem, © eine gesittigte Klasse (schwach) beschrankter Teil- 
mengen von G. Da x — |R<z, x’)|, wie eben bemerkt wurde, eine zu x > |(z, x’)| 
auf F dquivalente Halbnorm ist (und zwar gleichmaBig in - kann die 
S-Topologie auf F durch das System a 


% > ps(x) = b> |R<z, 2’>| (S €6) 


reeller Halbnormen definiert werden. Ist daher K’ ein @-Kegel in G, so kann 
in p(x) S durch S7\ K’ ersetzt werden. Hieraus folgt unmittelbar, daB K 
normal ist fiir die -Topologie auf F. Der zweite Teil des Beweises von (1.5) 
iibertragt sich ebenfalls mit geringer Modifikation. Damit erhalten wir 

(6.4). Hs sei (F, G) ein komplezxes 

a) Ist K (bzw. K + iK) normal fiir eine suidesige®) S-Topologie auf F, so 
ist K’ (bzw. H’ ) ein strikter S-Kegel in G. 

b) Ist K’ (bzw. H') ©-Kegel in @, so ist K (brew. K + iK) normal fiir die 
S-Topologie auf F. 

Ist Z (bzw. H(&)) ein reeller linearer (bzw. reeller topologischer linearer) 
Raum, so ist Z nicht immer assoziiert zu einem komplexen (bzw. komplexen 
topologischen) linearen Raum. Um £ in einen komplexen Raum einzubetten 
(was z. B. fiir Zwecke der Spektraltheorie haufig erforderlich ist), bildet man 
gewohnlich das Produkt Z x HZ: (x, y) + (—y, 2) ist ein (fiir einen topologischen 
linearen Raum £ topologischet) Automorphismus ¢ von £ x E (in der Produkt- 


~ ) ah mi d. h. mit der Dualitét zwischen F und G vertrigliche. 
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topologie), mit g?= — 1. Wegen i(z, 0) = (0, z) (s. 0.) schreibt sich (x, y) ein- 
deutig als x + iy,d.h. (Z x Z),= E @ iE£ ist (topologische) direkte Summe der 
reellen Teilréume £ und i EZ von E x EZ. Wir bezeichnen den komplexen Raum F, 
dessen assoziierter reeller Raum E @ i£ ist, als komplexe Erweiterung von E. 
Beim Ubergang von £ zu seiner komplexen Erweiterung ergibt sich folgender 
Sachverhalt : 

(6.5). Set F komplexe Erweiterung des reellen lokalkonvexen Raumes E. 
Ist E durch einen Kegel K halbgeordnet (bzw. regulir halbgeordnet*)), so ist F 
sowohl fiir die durch K, als auch fiir die durch K + iK erzeugte Ordnungsstruktur 
ein halbgeordneter (bzw. reguliir halbgeordneter) lokalkonvexer Raum. Ist K ein 
normaler (bzw. ein BZ-) Kegel in E, so ist K + iK normal (bzw. BZ-Kegel) 
in F. Jede stetige Linearform auf F ist bei normalem K beziiglich der K-Halb- 
ordnung (bzw. der K + iK-Halbordnung) in stark (bzw. schwach) positive 
stetige Komponenten zerlegbar. 

Beweis. Wenn K in E[&] normal ist, so ist K + iK = Kx K nach (1.2) in 
E[(&)x £[&] = F normal. Hieraus folgt die zweite, und mit Hilfe von Def. 3 
und (1.7), 4° auch die erste Behauptung. Ist {B,} ein Fundamentalsystem be- 
schrankter Mengen in £, so ist {B, x B,} ein solches System in E[T] x E[S}, 
also auch in F, und mit KX in Z ist K + 1K BZ-Kegel in F. Die itibrigen Aussagen 
folgen nun aus (6.1) und (6.2). 

Es seien E, F komplexe lineare Raume, und es sei F komplexe Erweiterung 
eines reellen Raumes F,, d. h. es sei F,= F, © i F,. E sei durch einen Kegel K, 
F, durch K, und F durch K, + 1K, halbgeordnet. Ist x y, + iy, eine lineare 
Abbildung von £ in F, so kann man (wie bei den Linearformen) fordern, daB 
x € K entweder y, ¢ K, oder y, ¢ K, und y, ¢ K, nach sich zieht, und entsprechend 
zwischen schwach und stark positiven linearen Abbildungen unterscheiden. 
Ist E selbst eine komplexe Erweiterung, etwa Z,= E, @ iE,, K,.ein Kegel 
in E, und K = K,+ ik,, so leuchtet unmittelbar ein, daB die Fortsetzung 
einer positiven linearen Abbildung von £, in F, auf E (und in F) stark positivist. 


7. Konvergenzsitze 


Wir stellen in diesem Abschnitt eine Reihe von Satzen auf, die Konvergenz- 
eigenschaften gerichteter Systeme fiir eine gegebene lokalkonvexe Topologie = 
in einem halbgeordneten linearen Raum £ aussagen. Die betrachteten Raume 
E(&] k6énnen reell oder komplex sein. 

Eine fir die Ordnungsrelation ,,<“ (bzw. ,,>“‘) gerichtete Menge”) ist eine 
Teilmenge H von E, die zu jedem Paar x ¢ H, y¢ H einz mitz>2,z2y 
(bzw. z S z,z < y) enthalt. Jede einem Element z,¢ H zugeordnete Tei!menge 
H'= {x ¢ H: xs x} (baw. {2 € H: x S z,}) heiBt ein Ende von H. Ist H eine 
nichtleere gerichtete Menge, so bildet die Menge {H’} aller Enden von H eine 
Filterbasis in Z; den zugehérigen Filter bezeichnen wir kurz als den Filter der 


*) Def. 3, HV p. 126. 
*) Ensemble filtrant; ,,gerichtetes System“ wird vielfach fiir Moore-Smith-Folgen 
gebraucht, fiir die wir jedoch keine Verwendung haben. 
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Enden von H. Eine Folge in E, {z,}, heiBe quasimonoton, wenn es zu jedem 
k EN ein n = n(k) gibt, so daB z,,> x, (bzw. z,,< z,) gilt fir alle m = n(k). 
Eine quasi-monotone Folge ist ein spezielles Beispiel einer gerichteten Menge. — 
Ein Filter in einem topologischen linearen Raum heiBt beschrinkt, wenn er 
eine beschrankte Menge enthalt. SchlieBlich nennen wir einen Filter in einem 
halbgeordneten linearen Raum positiv, wenn eines seiner Elemente eine Teil- 
menge des positiven Kegels K ist. 

Wir notieren zunachst folgenden bekannten Satz. 

(7.1). Hs set L[&] ein topologischer linearer Raum, halbgeordnet durch einen 
abgeschlossenen Kegel K. Ist H eine gerichtete Menge, fiir die der Filter der 
Enden von H gegen ein x € L konvergiert, so gilt x = supH. 

Fir einen Beweis s. [9], p. 26 prop. 6. Wir kommen jetzt zu einem Satz, 
der als Verallgemeinerung eines bekannten Satzes von Dini iiber die Kon- 
vergenz monotoner Funktionenfolgen aufgefaBt werden kann. 

(7.2). Sei E[(Z] lokalkonvex und halbgeordnet durch einen normalen Kegel K. 
Sei H eine gerichtete Teilmenge von E, fiir die der Filter §(H) der Enden von H 
schwach konvergiert. Dann konvergiert § (H) fiir &. 

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, 
daB H nichtleer, ferner absteigend (d.h. fiir ,,>‘‘) gerichtet ist und §(H) 
schwach gegen 0 konvergiert. 

Wir nehmen an, daB §(H) fir £ nicht gegen 0 konvergiert. Dann gibt es 
einen Filter §,, der feiner ist als §, und eine £-Nullumgebung U in EZ, so daB 
F,c\ U leer ist fiir ein F, ¢€ §,. Wir denken uns U als Element einer der Def. 1 
(in Z,) geniigenden Nullumgebungsbasis. H,= {z « H:z< x} bezeichne das 
von x € H erzeugte Ende von H. Da §, feiner als § ist, hat jedes Ende H, einen 
nichtleeren Durchschnitt mit F,. Nach dem Auswahlaxiom werde jeder der 
Mengen H,/\ F,(x € H) eines ihrer Elemente, etwa y,, zugeordnet. Die Menge 
{y¥2cH ist selbst gerichtet fir ,>“, denn aus z< y,,z< y, folgt y,< y,, 
¥,= y,. (Da H gerichtet ist, existiert fiir je zwei Elemente y,, y, ein solches z.) 

Die Menge 

C= U (y2+ K) 
zeH 

ist konvex. Denn ist y,< y,, so ist y,+ K = y,+ (yz— y,) + KC y,+ K. Da 
{¥22cH gerichtet ist, ist C konvex. Nun ist mit K auch die {-abgeschlossene 
Hiille K ein normaler, folglich echter Kegel [vgl. (1.1), (1.2)]. Nach (7.1) ist, 
da §(H) schwach gegen 0 konvergiert, 0 = infH fir die durch K erzeugte 
Ordnungsstruktur. Es ist also Hc K; aus Def. 1 folgt nun nach Wahl von U 
und wegen F,7\ U =9, y,¢ F,, daB (y,+ K)r\ U leer ist fiir jedes x ¢ H; 
folglich ist auch C -\ U = 9. Es gibt also eine reelle abgeschlossene Hyperebene 
in Z|&), die C und U trennt. Dies steht im Widerspruch zur schwachen Kon- 
vergenz von § gegen 0 (denn jedes Ende von H enthilt ein Element von C), 
und der Satz ist bewiesen. 

Corollar. In einem halbgeordnet-n lokalkonvexen Raum, dessen positiver 
Kegel normal ist, ist jede quasi-monotone und schwach konvergente Folge kon- 
vergent. 
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Beispiel. In jedem der mit der natiirlichen Halbordnung versehenen Banach- 
raume a) bis e) (HV, p. 130) ist der positive Kegel normal. Daher ist in jedem 
dieser Raume insbesondere jede monotone, schwach konvergente Folge norm- 
konvergent. Hierin ist der klassische Konvergenzsatz von Drnt enthalten: 

Jede monotone Folge {f,,} auf [0, 1] stetiger reeller Funktionen, die punktweise 
gegen ein stetiges {f konvergiert, ist gleichmaBig konvergent auf [0, 1}. 

Denn aus der Voraussetzung folgt, daB /,, + f gilt fiir die schwache Topologie 
auf [0,1] (vgl. Banacn [1], p. 134). Eine allgemeinere Fassung (vgl. [5’], 
p. 52th. 1) lautet: 

Es sei H eine gerichtete Menge, fiir die Beziehung ,,<“‘ (bzw. ,,=“‘), von 
stetigen reellen Funktionen auf einem lokalkompakten Raum X. Ist die obere 
(bzw. untere) Einhiillende g von H (endlich und) stetig auf X, so kann g auf 
jeder kompakten Teilmenge von X gleichméfig durch Funktionen aus H approzi- 
miert werden ®). 

Wir beweisen als naichstes einen Satz, der in gewissem Sinne eine Um- 
kehrung von (7.1) ist. 

(7.3). Sei E[S] ein halbreflexiver lokalkonvexer Raum, halbgeordnet durch 
einen normalen Kegel K. H sei eine fiir ,,<“‘ (bzw. ,,>“‘) gerichtete Teilmenge 
von E, die einer der Bedingungen geniigt: 

a) H besitzt eine obere (bzw. untere) Schranke in E. 

b) A ist beschriinkt (als Teilmenge von E[&}). 

Dann konvergiert der Filter der Enden von H gegen ein x € E, und es gilt 
x = supH (bzw. x = infH) fiir die durch K erzeugte Ordnungsstruktur. 

Beweis. Wir bemerken; daB die Aussage des Satzes von dem benutzten 
Skalarkérper (R oder C) nicht abhangt. Wir setzen daher £ als reellen Raum 
voraus und fiihren den Beweis zunachst fiir ,,<‘‘ und unter der Voraus- 
setzung b). 

Wir definieren eine endliche reelle Funktion 2’ + f(z’) auf K’, indem wir 
fiir x’ « K’ 

f(z’) = sup (2, 2’) 
2eH 


setzen. Offenbar ist f positiv homogen. Ferner ist f additiv; denn einerseits ist 
f(z’ + y') S f(z’) + fly’); andererseits sei (2,, 2’) > f(z’)-—}e und 
(%_, y’) > f(y’) — de fiir gegebenes ¢ > 0 und geeignete z,¢ H, x,¢ H. Da H 
gerichtet ist, existiert z ¢ H mit z > 2, z >} x, woraus (z, z’+ y’) = <z, 2’) + 
+ <z, y’)> > f(z’) + f(y’) — e folgt; damit ist bewiesen, daB f auf K’ additiv ist. 
Weil K normal ist, gilt nach (1.3) Z’ = K’— K’' und f setzt sich in eindeutiger 
Weise zu einer Linearform auf EZ’ fort, die wir ebenfalls mit / bezeichnen. 

Aus der Definition von f folgt, daB der Filter der Enden von H einfach 
(d. h. punktweise) auf K’ gegen die Abbildung x’ > /(x’) konvergiert; nach 
dem beim Beweis der Additivitat verwendeten Muster zeigt man — H ist 
gerichtet und Z’= K’— K' —, daB dieser Filter linearer Abbildungen von EF’ 
in R auf ganz E’ einfach gegen { konvergiert. Nun ist Z halbreflexiv, also 2’ 


*) Ist X im Unendlichen abzahlbar, so existiert eine Folge {/,}, /, € H, die, gleichmaBig 
auf jeder kompakten Teilmenge von X, gegen / konvergiert. 
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tonneliert fiir die starke Topologie 8 (E’, E). Daher ergibt sich aus dem Banach- 
Steinhaus-Theorem ([8], p. 27 th. 2 cor.), daB der Filter §(H) der Enden von H 
punktweise in E’ gegen eine fiir §(Z’, Z) stetige Linearform konvergiert. Jede 
solche Linearform schreibt sich aber x’ + (z, x’) fiir ein x € Z, wir haben also 
f(x’) = <2, x’). Da die einfache Konvergenz von §(H) gegen / nichts anderes 
als die Konvergenz gegen zx fiir o(Z, 2’) ist, ergibt sich mit Hilfe von (7.2) 
(K ist normal) nun lim§(H) = x fir £. x = supH fir die durch K erzeugte 
Halbordnung ist eine unmittelbare Folge von (7.1). 

Entsprechend verliuft der Beweis, wenn H fiir ,,=“ gerichtet ist (—H ist 
dann gerichtet fir ,,<“). Wir haben noch zu zeigen, daB die Voraussetzung a) 
ebenfalls zum Beweis hinreicht. Es sei z eine obere Schranke fiir H, d. h. x<z 
fiir alle z ¢ H. Sei x,¢ H und H, das von 2, erzeugte Ende von H. Fiir jedes 
x € H, gilt x, < x Sz; folglich ist die Menge H, wegen der Normalitaét von K 
nach (1.1), zweites Corollar, beschrankt in Z#[&]. Daher erfillt H, die Vor- 
aussetzung b); nach dem vorstehenden Beweis konvergiert der Filter § (H,) 
der Enden von H, fiir & gegen ein x ¢ H. Folglich konvergiert der feinere 
Filter §(H) erst recht gegen x, und es ist wieder x = supH fiir die durch K 
erzeugte Ordnungsstruktur. Damit ist (7.3) bewiesen. 

Wir formulieren noch eine vereinfachte Form von (7.3). 

Corollar. E sei ein reflexiver Banachraum, K ein normaler abgeschlossener 
Kegel in E. Jede (fiir die durch K induzierte Ordnungsstruktur ) quasi-monotone_ 


Folge {x,} mit sup||z, || < co konvergiert; es gilt lim x, = sup z,. 
n n n 
Zu diesem Corollar vergleiche man einen Satz von Amemiya [2’], s. auch 


YaMAMuRO [16’]. 

Beispiel. Der positive Kegel K’ im (reflexiven) Raum 9’ der Schwartzschen 
Distributionen (d. h. der Kegel der positiven Masse auf R", HV p. 131, Bei- 
spiel 2) ist normal und abgeschlossen in Z’. Daher folgt aus (7.3): 

Es sei H eine aufsteigend gerichtete, majorisierte (bzw. beschriinkte) Menge von 
Distributionen. Der Filter der Enden von H konvergiert gegen eine Distribution f, 
und es gilt f = supH. 

Wir beweisen noch drei weitere Aussagen, von denen (7.4) und (7.6) gleich- 
zeitig Nachtrage zu Abschnitt 1 sind. 

(7.4). Es sei K ein echter Kegel in dem lokalkonvexen Raum E*). Ist x9 ein 
innerer Punkt von K, so ist der Durchschnitt der reellen H yperebene {x':R<2, x) 
= 1} mit K’' kompakt fiir o(E’, EB). 

Beweis. Die Menge der Linearformen in diesem Durchschnitt ist gleich- 
stetig, da diese x’ auf {x:0 < 2 < a} = M (,,<“ die durch K erzeugte Halb- 
ordnung) gleichmaBig beschrankt sind. (Denn ist 2, innerer Punkt von XA, 
so ist } x) innerer Punkt von M.) Daraus folgt die Behauptung unmittelbar. 

(7.5). E sei ein lokalkonvexer Raum, halbgeordnet durch einen Kegel K mit 
inneren Punkten. Jeder (fiir die durch K' erzeugte Ordnungsstruktur) positive 
Filter in E’, der fiir o(E’, E) gegen’ 0 konvergiert, konvergiert auch fiir B(E’, EB). 


*) ,,£ lokalkonvex“ ist nicht wesentlich. 
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Beweis. Sei § ein positiver Filter in Z’, und lim § = 0 fir o(£’, Z). Es sei U 
eine beliebige Nullumgebung in £’ fiir 8 (Z’, Z). Ist x, ein innerer Punkt von K, 
so ist nach (7.4) die Menge S,= K’r\ {x’: R( 2, x’) S e} kompakt fiir o(Z’, Z). 
Da jede schwach kompakte Teilmenge von E’ stark beschrankt ist, gilt S,c U 
fiir geeignetes « > 0. Wegen der schwachen Konvergenz von § gegen 0 existiert 
F,¢ § mit R(x, 2’) Se fiir x’ ¢ F,. Andererseits gibt es ein F,¢ § mit F,c K’ 
nach Voraussetzung. Daher gilt F,~\ F,c U, woraus die Behauptung folgt. 

DaB ein normaler Kegel in einem lokalkonvexen Raum nur unter sehr 
eins¢hrankenden Bedingungen innere Punkte haben kann, zeigt 

(7.6). Existiert in E[Z] ein schwach (d.h fiir o(E, E’)) normaler Kegel mit 
nichtleerem Inneren, so kann & durch eine einzige Norm definiert werden. 

Beweis. Sei K + @ das Innere von K, und z,¢ K. Die Menge K 4 (x,— K) 
ist konvex, offen und nicht leer (da sie 4 x» enthalt). Andererseits ist diese 
Menge nach (1.1), zweites Corollar, beschrankt (denn die beschrankten Mengen 
sind fir £ und o(H, E’) dieselben), woraus die Behauptung nach einem be- 
kannten Satz von Ko_mocororr folgt. 


II. Teil: Positive lineare Abbildungen 
8. Halbgeordnete Riume linearer Abbildungen 


Es seien EZ, F lokalkonvexe lineare Raume iiber dem gleichen Skalarkérper 
(R oder C). Die Gesamtheit stetiger linearer Abbildungen von £ in F bildet 
einen linearen Raum 2(£, F). Es sei © eine gesittigte Klasse beschrinkter 
Teilmengen von £, {p,}.c4 eine Familie von Halbnormen, die die Topologie 
von F erzeugt. Die durch die Halbnormen 


T + Pa,s(T) = sup p,(T zx) (S €G, a € A) 
zes 


auf 2 erzeugte lokalkonvexe Topologie heiBt Topologie der gleichmaBigen 
Konvergenz auf (den Mengen von) © oder kurz @-Topologie’®). Der mit der 
©-Topologie versehene Raum 2(£, F) werde mit 2¢(H, F) oder einfach 2¢ 
bezeichnet, wenn keine Verwechslungen médglich sind. 

Sind EZ, F lokalkonvexe Raume und K bzw. H Kegel in E bzw. F, so bilden 
die Abbildungen T ¢ 2 mit 7'(K)c H einen Kegel & in 2. 

(8.1). Ist K total in E und H (bzw. H) echt in F, so ist 2(E, F) durch R halb- 
geordnet (bzw. regulir halbgeordnet). Ist H abgeschlossen in F, so ist R abge- 
schlossen in L¢ fiir jedeS-Topologie. - 

Beweis. Wir beweisen zunichst die zweite Behauptung. Nach Definition 
der S-Topologie ist die Abbildung (x, 7’) + T x von E x 2g in F getrennt stetig. 
Daher ist fiir jedes feste x ¢ E die Abbildung /,: T > Tx von Qg in F stetig. 
Folglich ist f;'(H) abgeschlossen in 2g, wenn H in F abgeschlossen ist. Da R 
der Durchschnitt dieser Mengen fiir alle x ¢ K ist, folgt aus der Abgeschlossen- 
heit von H diejenige von &. 


10) Vgl. [8], chap. III und [14]. Wir nehmen stets an, daB die S-Topologie Haus- 
dorffsch ist. 
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Es sei jetzt K total und H echt, und es sei T € Rr (—K). Fiir x € K folgt 
y = Tx¢€ H und —y € H, also y = 0. Da K total ist, ist 7 = 0, daher R echt. 
2 ist regular halbgeordnet nach Def. 3, wenn R echt ist in 2g. Nun folgt aus 
der Stetigkeit von f, (s.0.), daB 7'x ¢ H gilt fir jedes T ¢ R und x¢ K. Ist 
also H echt, so folgt aus 7 ¢ Rm (—R) wieder T = 0, w. z. b. w. 

(8.2). Es seien E, F reell und es sei K nicht dicht in E. Ist R in 2 (bzw. R 
in 26) echt, so ist F durch H halbgeordnet (bzw. reguliir halbgeordnet ). 

Beweis. Wir haben zu zeigen, daB H (bzw. A) ein echter Kegel in F ist. 
Da K nicht dicht ist, ist K + E. Andererseits ist K konvex, folglich gibt es eine 
(reelle) abgeschlossene homogene Hyperebene L in E, so daB K auf einer Seite 
von L liegt. (Denn ist U eine offene konvexe Menge mit U >, K = 9, so ist auch 
Ralu Av] = @, da K 0 enthilt.) 

a>o 

Wir zeigen, da8 L nicht K enthalt. Ware dies der Fall, so wire jedes 
T ¢2(E£, F), das auf L verschwindet, in R enthalten. Es sei z ¢ L; dann ist 
E = [z] @ L, wo [z] den von z aufgespannten linearen Teilraum von £ be- 
zeichnet. Jede lineare Abbildung von [z] in F laBt sich stetig auf Z fortsetzen, 
indem den Elementen von L die 0 in F zugeordnet wird. Daher ist jede sdlche 
Fortsetzung in R, was der vorausgesetzten Echtheit von 8 widerspricht. 

Es gibt also ein z,¢ K, fiir das {(z,) = 1 gilt, wenn /(x) = 0 eine Gleichung 
von L ist. Wegen der Stetigkeit von / gibt es ein y,¢ K mit f(y.) = 1. Es gilt 
E = [y,] ® L, und die Projektion z — /(z) y, ist stetig. Wir nehmen nun an, 
H ware nicht echt. Dann gilt fiir ein 0 + w ¢ F: w ¢ H -\ (—#). Daraus folgt, 
daB die stetigen Abbildungen x > f(x)w und x + — f(x)w beide in R sind, was 
der Echtheit von  widerspricht. 

Wire R in 2. echt, aber H nicht echt in F, so erhielten wir zwei Abbil- 
dungen x-> f(x)w, und z-—> —f(z)wp, mit wo <H -\(-H) und f ¢ K’. Wir 
betrachten die Spur eines gegen w, konvergenten Filters auf H. Vermége der 
Zuordnung w > 7’,,, T',(x) = {(xz)w, entspricht diesem Filter ein Filter in 2, 
der fiir jede G-Topologie gegen die Abbildung z-> /(x)w,) konvergiert. Es 
ergibe sich also, daB R in Lg nicht echt ist, entgegen der Voraussetzung, 
w. z. b. w. 

Bemerkung. Sind Z, F sowie K, H komplexe Erweiterungen reeller Raume 
(bzw. Kegel)"), so bleibt (8.2) bestehen. 

Wir kommen jetzt zu einer Bedingung fiir die Normalitat des Kegels R 
in 26(E, F). 

(8.3). Es sei K ein G-Kegel in E und H normal in F. Dann ist R normal fiir 
die S-Topologie auf 2(E, F). 

Beweis. Nach (1.1) geniigt es zu zeigen, daB die S-Topologie auf 2 durch eine 
Familie von Halbnormen definiert wird, die auf R (fiir die durch & in & er- 
zeugte Ordnungsstruktur) monoton sind. Nach (8.1) bemerken wir zunachst, 
daB 2 durch R regular halbgeordnet ist (denn fiir einen normalen Kegel H c F 
ist H normal und folglich echt). Da K S-Kegel ist, bilden nach Def. 2 und 6 die 
abgeschlossenen, konvexen und symmetrischen Hiillen der Durchschnitte 

it) Vgl. Abschnitt 6, p. 263/264. 
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Sr K, 8 ¢€6, ein Fundamentalsystem fiir © [vgl. (1.4)]. Folglich definieren 
die Halbnormen 
T + 4,,3(T) = sup p,(7' 2) (a € A, 8 €6) 
zeSok 


die G-Topologie in 2, wenn {p,} die Topologie von F erzeugen™). Da H normal 
ist, knnen wir nach Def. 6 und (1.1) die p, als auf H monoton voraussetzen, 
woraus die Monotonie der g,, , auf R unmittelbar folgt. 

(8.3) ist offenbar eine Verallgemeinerung des ersten Teiles von (1.5). Die 

_Verallgemeinerung des Zerlegungssatzes in (1.5) auf allgemeinere Raume 
linearer Abbildungen st6Bt dagegen auf Schwierigkeiten. Wir beweisen zu- 
nachst eine notwendige Bedingung fiir die Zerlegbarkeit von 2 nach &, d. h. fiir 
die Giiltigkeit der Beziehung 2 = R — &. 

(8.4). Es sei 2 = R — KR. Dann ist F = H — H und K normal in E fiir die 
schwache Topologie o(E, E’). 

Beweis. Wir versehen 2(Z, F) mit der Topologie der einfachen Konvergenz. 
Dann existiert, wie man wei8 ((8], p. 77), ein algebraischer Isomorphismus des 
Tensorproduktes Z @ F’ auf den Dual 2’ von 2, vermége dessen dem Tensor- 
produkt z @ y’ die (fiir die Topologie der einfachen Konvergenz auf & stetige) 
Linearform 7 + <7 z, y’) entspricht. Es sei nun R(7'z, y')2=0 fiir alle 
ax € K, y'¢ H’ und ein gewisses 7 ¢ 2. Hieraus folgt 7 ¢ R; denn wire T' x,¢ H 
fiir ein z,¢ K, so kénnten die Mengen H und a AU (U eine offene, konvexe 


Umgebung von 7'z,, deren Durchschnitt mit >A leer ist) durch eine reelle 
abgeschlossene Hyperebene {y: R<y, yj) = 0}, yo € H’, in F getrennt werden, 
und es ware R¢7'z», yo) < 0 entgegen der Voraussetzung. 

Daher besteht, wenn wir 2’ mit ZH @ F’ identifizieren, der Kegel 8’ in 2’ 
7” der schwach abgeschlossenen Hiille der Menge aller Elemente der Gestalt 


y x, @ yj mit z,¢ K, yi¢ H’, nN. Weiter ist fiir jedes feste x, + 0 in Z der 
i=1 
lineare Teilraum von 2’ 


{% @y': y'¢ F’} 

zu F”’ in der schwachen Topologie o(F’, F) isomorph, wenn 2’ mit o(2’, 2) 
versehen wird; und eine entsprechende Aussage gilt fiir {z @ yj: x € Z} und Z£, 
wenn yo fest und +0 ist. Denn z @ y’= 0 bedeutet ¢(7'z, y’) = 0 fiir alle 
T € 2%, so daB mindestens eine der Beziehungen x = 0 oder y’= 0 gilt. Die 
Homéomorphie beziiglich der schwachen Topologien ist leicht nachzupriifen. 

Aus 2 = R — & und (1.6) bzw. (6.3) folgt, daB RX’ c 2’ fiir o(2’, 2) normal 
ist. Nach dem eben Gesagten ist aber sowohl K wie H’ isomorph zu einem Teil- 
kegel von 8’, woraus die Normalitét von K fiir o(£, EZ’) bzw. von H’ fir 
o(F’, F) hervorgeht. Nach (1.6) bzw. (6.3) ist also F = H — H. Damit ist (8.4) 
bewiesen. 








12) Falls Z, F (und folglich 2) komplex sind, brauchen die p, nicht notwendig komplexe 
Halbnormen zu sein. 
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Ist wmgekehrt K schwach normal in E und F = H — H, so ist R — R dicht 
in 2(E, F) fiir die Topologie der einfachen Konvergenz"). 

Denn ist (z @ y’, T)) = 0 fiir alle 7’, die vermége der kanonischen Ein- 
bettung von E’ @ F in 2(£, F) den Tensorprodukten zx’ @ y, 2'¢ K’, yc H 
entsprechen (das sind die Abbildungen x —> (x, z’)y vom Rang 1), so folgt 
wegen E’= K’— K’ x = 0 oder y’ = 0, also die Behauptung. 

Es bleibt die Frage nach der Zerlegbarkeit einer stetigen Abbildung T7' in 
positive Komponenten, d.h. nach einer Darstellung 7 = 7,— T, mit T7,;¢R 
(¢ = 1, 2). Es ist klar, daB ein gegebenes T' € 2 eine solche Zerlegung genau 
dann besitzt, wenn es zu der auf Z x F’ getrennt schwachstetigen Bilinearform 
(x, y') > f(x, y’) = (Tx, y’) eine ebensolche Bilinearform /, gibt, fiir die aber 
auf K x H’ die Beziehung /,(z, y’) > sup (0, f(z, y’)} gilt [die Topologie von Z 
sei t(£, E’)). Wegen der (algebraischon) Isomorphie von &¢ (fiir die S-Topologie 
der einfachen Konvergenz) zu EZ @ F’ lauft das Problem 2 = R — R nach (1.3), 
(1.6) darauf hinaus, die Normalitét des konvexen Kegels conv K @ H’ 
fiir eine Topologie auf Z @ F’ nachzuweisen, fiir die der Dual von Z @ F’ 
mit 2 iibereinstimmt. 

Die allgemeinste positive Antwort auf das Zerlegungsproblem ergibt sich, 
sobald der Kegel conv K @ H’ fiir die induktive Topologie des Tensorproduktes 
((7’] I, p. 73f.) als normal nachgewiesen werden kann"). Normalitat dieses 
Kegels fiir die projektive Topologie (I. c., p. 32) zieht die Zerlegbarkeit jeder 
Abbildung 7' nach sich, die eine Nullumgebung in £ in eine schwachkompakte 
Teilmenge von F abbildet. 

(8.5). Es sei E ein beliebiger, F ein quasi-vollstindiger lokalkonvexer Raum"). 
K sei ein normaler Kegel in E, H ein strikter BZ-Kegel in F. Jede nukleare 
Abbildung von E in F ist Differenz zweier nuklearer Abbildungen, die K in H 
abbilden. - 

Beweis. Jede nukleare Abbildung von £ in F schreibt sich 3’ A, 2}, ® yp, 

n=1 
({7’] I, p. 83), wo {A,,} eine summierbate Folge, {z;} eine gleichstetige Folge in 
E’, und {y,} eine Folge aus einer absofutkonvexen beschrinkten Teilmenge 
von F ist. Da K als normal vorausgesetzt ist, gilt z= u),— v), (n € N), wo die 
u,,, v, Elemente von X’ sind und als gleichstetig angenommen werden kénnen. 
[Dies ergibt sich durch Anwendung von (1.3) auf den Quotientenraum Ey 
von £ nach dem Nullraum einer Nullumgebung U in £, auf der die z;, gleich- 
maBig beschrankt sind und die einer der Def. 1 geniigenden Nullumgebungs- 
basis angehért. Ey wird in tiblicher Weise mittels des auf den Restklassen 
(mod des Nullraumes von U) konstanten Wertes der Eichfunktion von U 
normiert ; das kanonische Bild von X ist ein normaler Kegel in £y.] Desgleichen 
folgt aus der strikten BZ-Eigenschaft (Def. 2’, HV p. 128) von H y, = w, — Zp, 


18) Wir setzen fiir den Rest dieses Abschnittes ZH, F als reelle Raume voraus. Die 
folgenden Uberlegungen lassen sich leicht auf den Fall iibertragen, daB 2, F baw. H, K 
komplexe Erweiterungen reeller Raume bzw. Kegel sind. Vgl. (6.5) und die anschlieBenden 
Bemerkungen. 

14) Es sei Z mit t(#, 2’), F’ mit irgendeiner (lokalkonvexen) Topologie versehen, die 
mit dem Dualsystem (F, F’) vertraglich ist. 
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WO W,, 2, (n € N) ein und derselben beschrankten abgeschlossenen Teilmenge 
von H angehéren. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Corollar. Es sei E ein nuklearer tonnelierter Raum und K normal. F sei ein 
B-Raum, H ein abgeschlossener strikter BZ. Kegel in F. Es gilt 2(£, F) = R — R. 


Denn jede stetige lineare Abbildung von £ in F ist nuklear ([{7’] II, p. 35). 


9. Stetigkeit und Konvergenz 


Es seien EZ, F halbgeordnete lokalkonvexe Raume (iiber R oder C), K, H die 
positiven Kegel dieser Halbordnungen in Z, F. Die Frage der Stetigkeit einer 
positiven, d.h 7 (K)C H geniigenden, linearen Abbildung von £ in F ist eng 
mit den topologischen Eigenschaften der Kegel K und H verkaiipft. Namroxa 
({19], p. 24) gibt eine interessante Bedingung fiir die Stetigkeit einer positiven 
linearen Abbildung, die wesentlich auf einem Kategorie-Argument beruht. Die 
folgenden Siatze, soweit sie sich auf die Stetigkeit positiver Abbildungen 
beziehen, sind Verallgemeinerungen bekannter') Satze iiber positive Linear- 
formen und von Metrisierbarkeitsannahmen unabhangig. 

In dem folgenden Satz braucht Z nicht lokalkonvex zu sein. 

(9.1). Es sei E ein halbgeordneter topologischer linearer Raum, dessen positiver 
Kegel innere Punkte besitzt. F(Z] sei halbgeordnet durch H, und eine der Be- 
dingungen sei erfiillt: 

a) & ist die Ordnungstopologie T_ auf F,*). 

b) A ist normal fiir &. 

Jede positive lineare Abbildung T von E in F ist stetig. 

Beweis. Es geniigt, den Satz unter der Voraussetzung a) zu beweisen; 
denn ist H normai fiir {, so ist {po feiner als F nach (4.4). Sei x, ein beliebiger 
innerer Punkt von K. Wir setzen 7 x,= y, und betrachten den reellen linearen 


Teilraum Ly,= U nM von F, M = {y:—y< y S yp}. Sei f die kanonische 
n=1 
Einbettung von L,, in F. Ist nun V eine beliebige Nullumgebung in F, so enthalt 
—3 

wegen der Stetigkeit von f [vgl. (4.4)] f (V) eine Nullumgebung V,= eM, e>0, 
in L,,. Da x innerer Punkt von K ist, ist U = {x ¢ E: -exyS x Sex} eine 
Nullumgebung in Z, und wegen 7'(K)c H ist T(U)c {(V,)c V. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Ist T x)= 0 fiir einen inneren Punkt von K, so folgt 7'(U) = {0}, da H ein 
echter Kegel in F ist. Wir erhalten daher noch 

(9.2). Es set E ein durch K halbgeordneter topologischer linearer Raum, F ein 
halbgeordneter linearer Raum. Jede positive lineare Abbildung von E in F, die 
auf einem inneren Punkt von K verschwindet, verschwindet identisch*). 


15) bzw. in HV bewiesener. 

16) F, ist der zu F assoziierte reelle Raum. Ist F durch H nicht regular halbgeordnet, 
so ist I, nicht notwcndig Hausdorffsch. (9.1) ist auch eine Verallgemeinerung von [9’], 
Cor. 5.4. : 

1”) Es ist also 7 = 0, wenn 7 => 0 ist und auf einem Punkt von K verschwindet, 
beziiglich dessen K radial (ausgeglichen, [14)}) ist. 
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Ferner ergibt (9.1) (vgl. BourBax1 [7], p. 75) das 

Corollar. Ist E ein topologischer linearer Raum, K ein Kegel in E mit 
inneren Punkten, so ist jede auf K schwach positive (und erst recht jede auf K 
stark positive) Linearferm stetig}*). 

Eine Verallgemeinerung von (2.8) ist 

(9.3). Es sei E ein bornologischer lokalkonvexer Raum, halbgeordnet durch 
einen folgenvollstiindigen strikten BZ-Kegel K. Ist H in F(&] normal, so ist 
jede positive lineare Abbildung von E in F stetig. 

Beweis. Sei T' => 0. Ware T nicht stetig, so ware {7 z,},¢y nicht beschrankt 
in F fiir eine beschrankte Folge {z,} in Z, z,¢ K. Da H normal ist, erzeugen die 
reellen Halbnormen y-— |R<y, y’>|, y'¢ H’, die schwache Topologie auf F 
(denn es gilt F’= H’— H’). Daher ist die Menge {R(7'z,, y’>}ncw nicht be- 
schrankt fir ein y’¢ H’; wir kénnen annehmen: R<7'z,,.y’) > n. Die Folge 


z= > 5 2, ist monoton und offenbar konvergent gegen ein z ¢ K. Nun ist 


v=1 


einerseits R(Tz,, y’>) < R<(Tz, y’) wegen T 20, andererseits R(T z,, y’> > 
n 
ey + far n € N. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung. 


v=1 
Wie zu (2.8) ergibt sich als 
Corollar. Hs see H=limE#,[S,] induktwer Limes von B-Réumen, 


K 7 E,= K, abgeschlossen und strikter BZ-Kegel in E,. Ist H normal in F, 
so ist jede positive lineare Abbildung von E in F stetig. 

Denn T' ist stetig von Z in F, genau wenn die Einschrankung von T auf 
jedes Z, &,-stetig ist. Die Behauptung folgt jetzt durch Anwendung von 
(9.3) auf jedes Z,. 

Die bisherigen Aussagen in diesem Abschnitt bezogen sich auf die Stetigkeit 
einer einzelnen linearen Abbildung von £ in F. Wir beweisen jetzt einen zu (7.3) 
analogen Konvergenzsatz. 

(9.4). Hs sei E ein halbgeordneter tonnelierter Raum, dessen positiver Kegel K 
E erzeugt: E = K — K. F sei ein halbreflexiver Raum, halbgeordnet durch einen 
normalen Kegel H. SchlieBlich sei eine (fir die durch den Kegel &. positiver 
linearer Abbildungen in 2(Z, F) erzeugte Ordnungsstruktur) aujfsteigend (bzw. 
absteigend) gerichtete Teilmenge von 2(E, F’), die einer der Bedingungen geniigt: 

a) ¥ ist majorisiert (bzw. minorisiert ). 

b) & ist beschrainkt (fiir die Topologie der einfachen Konvergenz). 

Dann konvergiert der Filter der Enden von $ fiir die Topologie der pri- 
kompakten Konvergenz gegen ein T,¢€ 2(H,F), und es gilt T,= sup (bzw. 
T,= inf 9) fiir die durch R erzeugte Halbordnung in 2**). 

Beweis. Wir zeigen zunachst, daB aus der Existenz einer oberen 
(bzw. unteren, wenn $ absteigend gerichtet ist) Schranke die Beschranktheit 
von §(H) fir die Topologie der einfachen Konvergenz folgt. Es sei 


18) Def. 7 dehnt sich unmittelbar suf das Paar (E, E’) aus, auch wenn £’ nicht total 
im algebraischen Dual Z* von £ ist. 
1) &% im Sinne der Topologie einfacher Konvergenz. Vgl. (8.1). 
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9,= (7 € 9: T]>}T;}, 7,¢€ H, ein Ende von §. Ist S eine obere Schranke 
von 9, so gilt 0< T — T,< S — T, -fir alle T € ,. Weiter ist K wegen 
E = K —K nach (1.4) ©-Kegel fiir die gesittigte Hiille des Systems aller 
endlichen Teilmengen von £, folglich nach (8.3) R normal fir die Topologie 
der einfachen Konvergenz auf 2. Daher ist nach dem zweiten Corollar von (1.1) 
9, beschrankt, d.h. §(H) ein beschrankter Filter. (Entsprechend fiir nach 
unten ordnungsbeschranktes, absteigendes 9.) Aus der Normalitét von R 
folgt zugleich, daB 2 durch R (und R) regular halbgeordnet ist. 


Es ist nun leicht zu sehen, daB §() einfach gegen eine lineare Abbildung 
T, von £ in F konvergiert. Denn fiir jedes feste x ¢ K ist die Menge {7 z} 7-9 
gerichtet in F; hieraus und aus der Beschranktheit von §() folgt nach (7.3), 
daB der Filter der Enden dieser Menge gegen ein y ¢ F konvergiert. Wegen 
E = K — K konvergiert §() fiir jedes x ¢ #; der Limes ist eine lineare Ab- 
bildung z- y von £ in F, die wir mit 7, bezeichnen. Nach dem Banach- 
Steinhaus-Theorem ((8], p. 27) ist 7, stetig und §(H) konvergiert gegen 7’, 
fiir die Topologie der prakompakten Konvergenz. 7',= sup 9 (fiir die R-Halb- 
ordnung) folgt aus (7.1). 

Corollar. Unter den Voraussetzungen von (9.4) sei fiir eine gestittigte Klasse S 
beschriinkter Teilmengen von E K ©-Kegel, und 2(E, F) besitze fiir die S-Topo- 
logie denselben Dual wie fiir die Topologie prikompakter Konvergenz. Dann 
konvergiert §(H) fiir die S- Topologie. 

Beweis. Sei 2’ der Dual von & fiir die Topologie prikompakter Konvergenz. 
Nach (9.4) konvergiert §() fiir o(2, 2’); andererseits ist R normal nach (8.3). 
Daher folgt die Behauptung aus (7.2). 

Nehmen wir in (9.4) fiir F den Skalarkérper (R oder C), tiber dem E de- 
finiert ist, und fiir H den Kegel R* nichtnegativer reeller Zahlen (bzw. R* oder 
R* + ¢R* fiir komplexes Z), so erhalten wir das 

Corollar. Sei E ein durch K halbgeordneter, tonnelierter Raum, und 
E=K—K. Jede aufsteigend quasi-monotone Folge von Linearformen, die 
beschriinkt oder majorisiert ist, konvergiert fiir die Mackeysche Topologie r(E’, E). 

Wir schreiben noch eine spezialisierte Form von (9.4) fiir stetige Endo- 
morphismen in reflexiven Réaumén auf. 


(9.5). Es sei E ein reflexiver lokalkonvexer Raum, halbgeordnet durch einen 
normalen BZ-Kegel K. Jede beschriinkte, quasi-monotone Folge {T,,} stetiger 
Endomorphismen von E konvergiert gegen einen stetigen Endomorphismus T, 
gleichmaBig auf jeder kompakten Teilmenge von E. 

Beweis. Wir bemerken zunachst, daB die Voraussetzung iiber die 7’, un- 
geandert bleibt, wenn wir zu der durch K erzeugten (feinéren) Ordnungs- 
struktur iibergehen. K ist wieder normal, und nach (2.5) gilt EH = K — RK. Mit 
E = F sieht man jetzt, daB die Voraussetzungen von (9.4) erfillt sind, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 


Ist in (9.5) E insbesondere ein Montelscher Raum, so gilt also 7’, > 7, 
gleichmaBig auf allen beschrankten Teilmengen von £. 
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10. Der Eigenwertsatz fiir positiv-kompakte lineare Abbildungen 


Ein Endomorphismus T7' eines linearen topologischen Raumes £ heiBt 
kompakt, wenn 7'(U) relativ kompakt ist fiir eine geeignete Nullumgebung 
U in £. Fir kompakte Endomorphismen ist die bekannte Spektraltheorie in 
Banachraumen nahezu vollstaéndig auf lokalkonvexe (Leray [11’], Aur- 
MAN [1’]) und allgemeinere topologische lineare Raume (WrLiaMson [15’]}) 
tibertragen worden. Ein groBer Teil der entsprechenden (weniger reichhaltigen) 
Aussagen in B-Raumen laBt sich auch fiir beschrinkte Endomorphismen 
(d. h. Abbildungen, fiir die das Bild einer Nullumgebung beschrankt ist) in 
lokalkonvexen Raumen aufrechterhalten (s. z. B. GrorHenpreck [6’], Verf. 
[20], [14’]). Beziiglich der an £ zu stellenden Vollstandigkeitsforderungen 
kommt man mit Folgenvollstandigkeit oder Quasivollstandigkeit®*) aus. Fir 
kompakte Endomorphismen sind indessen — soweit es stch um die Existenz 
von Eigenvektoren zu von Null verschiedenen Eigenwerten handelt — Voll- 
standigkeitseigenschaften von Z ohne Belang, da die Erweiterung von 7' auf 
die volistandige Hille E die letztere in E abbildet*’). Wir beschranken uns im 
folgenden auf lokalkonvexe Raéume, obwohl ein Teil der Resultate auch in 
allgemeineren topologischen linearen Raéumen Giiltigkeit besitzt. Die be- 
trachteten Raume kénnen reell oder komplex sein. Wenn vom Spektrum o(7') 
qd. h: allen komplexen Zahlen A, fiir die 4 — T kein topologischer Automorphis- 
mus ist) die Rede ist, so ist dies stets beziiglich der vollstandigen Hiille E 
(bzw. ihrer komplexen Erweiterung, falls Z reell ist) zu verstehen. Wir fassen 
zunachst die folgenden bekannten (I. c.) Tatsachen zusammen als 

Lemma lI. Sei £ ein folgenvollstindiger lokalkonvexer Raum. Das Spektrum 
jeder beschrinkten linearen Abbildung T ¢2(E) ist nicht leer, kompakt und 
besteht fiir kompaktes T nur aus isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit (mit 
méglicher Ausnahme der 0). r = sup {|A|: A € o(7)} heiBt Spektralradius von T 
und die Rethe 
(1) Q-T1= F A-on Te 

n=0 
konvergiert, falls |A| > r ist, fiir die Topologie beschriinkter Konvergenz in 2 (E)**). 

Es sei U = {x: p(x) < 1} eine Nullumgebung in Z, fiir die 7 (U) beschrinkt 
ist. Dann gilt 
(2) Pa(T' x) S Cap(z) (« € A, # € £) 


fir ein beliebiges System {p,},¢4 von Halbnormen, das die Topologie von Z 
erzeugt. Mit p(7") = sup {p(7"z): x € U} ergibt sich 


(3) r= lim /p(7) *). 


*°) E heiBt quasivollstandig, wenn jede seiner abgeschlossenen beschrinkten Teil- 
mengen vollstandig ist (fiir die durch den uniformen Raum £ induzierte uniforme Struktur). 
- og fiir prikompaktes 7’, vgl. [12’]. 
a3 . 2(#,), Z, die komplexe Erweiterung von £. 
**) Die Existenz des. Limes folgt wie in B-Algebren. 
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Die Aussagen des Lemmas kénnen beispielsweise gewonnen werden, indem 
man den Quotientenraum E/N (N der Nullraum von p) mit Hilfe des auf den 
Restklassen mod NV konstanten Wertes von p normiert und die 7’ in E/N zu- 
geordnete Abbildung betrachtet, die mit 7’ beschrankt bzw. kompakt ist. 

Man kann aber auch ohne Riickgriff auf einen Quotientenraum zum Ziel 
kommen. Hicrzu betrachten wir die Algebra % aller Endomorphismen A 
von £, die die Nullumgebung U = {x: p(x) < 1} auf eine Teilmenge eines 
Vielfachen von U abbilden. Die durch 


A + p(A) = supp(A z) 
z€U 


auf % erzeugte Topologie ist nicht notwendig separiert. Ist 7 ¢ 2(#) und T 
auf U beschrankt, so ist 7' € &% und das gleiche gilt von den Potenzen von 7’, 
(A — T) und (falls vorhanden) ihren (stetigen) Inversen. Ist nun (A,— 7')-} 
= R(A,, 7’) vorhanden und in 2(Z) fiir ein A, + 0™), so konvergiert die Reihe 


(4) R(a, T) =2- [F + 5 (dp— AT Rdg, mys] 
n=0 


in der A,-Umgebung |A — A,| < p(R,,)-!, A4+0 fiir die Topologie der be- 
schrankten Konvergenz in 2(Z). Dies folgt nach (2) aus der fiir den Koeffi- 
zienten von (A,— A)" in (4) giiltigen Abschatzung 


Pa (T R5,** x) < C,p(RR,**x) S Cyp(z) p(Ray"*? (a € A, xB). 


R(A, T) ist also eine lokal-holomorphe Funktion mit Werten in 2(Z) bzw. 2(Z,) 
und es ist nicht schwer einzusehen, daB (4) die Inverse von 4 — 7 darstellt. 
Die esolventenmenge von 7’ ist also offen und enthalt nach (1) das AuBere 
des Kreises |4| <r. Weiter ergibt sich, daB R(A, 7) von einem regularen 
Punkt A, aus lings jedes Weges analytisch fortgesetzt werden kann, auf dem 
p(R,) beschrankt bleibt und der 0 nicht berihrt™). Hieraus folgen die Aus- 
sagen von Lemma | fiir beschrinkte Endomorphismen, wahrend die zusatz- 
lichen Eigenschaften fir kompaktes 7’ in bekannter Weise direkt aus der 
Kompaktheit von 7 erschlossen werden kénnen. Insbesondere ergibt sich noch 

Lemma 2. A ist Randpunkt von o(T) genau dann, wenn p(R,) lings keines 
ganz in der Resolventenmenge verlaufenden, nach A fiihrenden Weges beschrinkt 
bleibt. 

Es gilt weiter der folgende bemerkenswerte Satz. 

Lemma 3. Es sei E (lokalkonvex und) folgenvollstindig, T beschrinkt und 
A+ 0. Ist A— T ein algebraischer Automorphismus von E, so ist es auch ein 
topologischer Automorphismus. Die Spektren von T und T” (als eines beschrank- 
ten Endomorphismus des starken Duals E£’) stimmen iiberein. 

Fir einen Beweis, der allerdings von der erwahnten Quotientenbildung 
abhangt, s. [20] Hilfssatz 2.1 und FuBnote 12 sowie [14’], Abschnitt 4. 

Es sei EZ [£2] ein lokalkonvexer Raum, K ein (nicht notwendig echter) Kegel 
in £. Ist {U}.¢4 eine aus absolutkonvexen Mengen bestehende Nullum- 


*) Ist Z[{] nicht normierbar, so ist 0 stets in 0(7'). Im normierten Fall gibt die mit 4 
multiplizierte G1. (4), falls 0 regular ist, fiir 4 = 0 die Inverse von 7. 
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gebungsbasis in Z und Eg die lineare Hille von K, so bilden die absolut- 
konvexen Hiillen ['(U,7\ K) eine Nullumgebungsbasis fiir eine lokalkonvexe 
Topologie £, in Ex**). Die Eichfunktionen p, der U, in Z stimmen mit den 
Eichfunktionen p, der (U,7\ K) auf K tiberein. £, ist feiner als und im all- 
gemeinen verschieden von & auf Ex. 

(10.1). &, stimmt auf Eg mit F iiberein, wenn K in Ex (TZ) innere Punkte 
besitzt. Ist E{[S] metrisierbar (bzw. normierbar) und K vollstindig, so ist Ex [E) 
ein F-Raum (bzw. B-Raum ). Jede (fiir die durch K induzierte Ordnungsstruktur ) 
monotone Folge in Eg ist gleichzeitig fiir & und &, konvergent oder divergent. 

Beweis. Offenbar ist £, feiner als & auf Hy. Besitzt K innere Punkte in 
Ex[], so ist jedes (U7 K) eine £-Nullumgebung. Jede fiir [, konvergente 
Folge konvergiert offenbar fiir £ ; die umgekehrte Aussage fiir monotone Folgen 
ergibt sich aus der Ubereinstimmung von p, mit p, (« € A) auf K. Ist € 
metrisierbar, so kann diese Topologie durch eine aufsteigende Folge {p,} von 
Halbnormen definiert werden; dann sind auch die {, definierenden p, auf- 
steigend auf Ex. Es sei {z,} eine Cauchyfolge in Lx [{,]; es gibt eine Teilfolge, 


die wir wieder mit {z,,} bezeichnen und fiir welche p,,(z,— z,-;) < + (n € N) 
gilt®*). Nach Definition von £, gibt es eine Darstellung z, — z,_,= 2, — y, mit 
Xn» Yn € K und p,, (x,) < + > Pn(Yn) < + . Wir erhalten 


n n 
2_ = a %— a (n € N) 


v=1 v=1 


v=) 
standig vorausgesetzt wurde, gegen x ¢ K bzw. y ¢ K fiir, folglich auch fiir, ; 
daher konvergiert {z,}, womit die Vollstandigkeit von E, [&,] gezeigt ist. 

Definition 8. Hs sei E[S] ein lokalkonvexer Raum, K ein Kegel in E. 
Ein Endomorphismus T von E x, der K invariant lapt, heiBe K-kompakt (bzw. K- 
beschriinkt), wenn T auf K &-stetig ist und eine £-Nullumgebung in K auf eine 
relativ -kompakte (bzw. &-beschriinkte) Teilmenge von K abbildet. Als K-Spek- 
tralradius rx von T bezeichnen wir den Spektralradius von T in E x [Z_)*"). 

Die gegebene Definition des K-Spektralradius rx von 7 ist sinnvoll, da 
jedes K-kompakte (bzw. K-beschrinkte) 7' offenbar ein beschrinkter Endo- 
morphismus von Lx [{,] ist. Ist 7 ein stetiger Endomorphismus von Zz [TZ] 
und K ein Kegel in Z mit kompakter bzw. beschrankter Basis**), so folgt aus 
T(K)c K die K-Kompaktheit bzw. X-Beschrinktheit von 7’. Auf diese Weise 
wird den méglichen Eigenschaften von K Rechnung getragen. Die Definition 
von &, ergibt nun, mit Benutzung von (3), 

*5) Wir benutzen das Symbol ©, in diesem Abschnitt ausschlieBlich fiir die in der 
angegebenen Weise konstruierte Topologie auf Ex. 

**) Man setze z, = 0. 

*") bzw. in der vollstandigen Hiille von Z, [TZ]. 

**) K ist ein Kegel mit kompakter Basis (bzw. beschrinkter Basis), wenn fiir eine 
Netemgubeng U U/\K kompakt (bzw. beschrankt) “ist. Vgl. das auf (10.4) folgende 

piel. 


n n 
und die monotonen Polgen | p a} und z wh konvergieren, da K als £-voll- 
v=l 
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(10.2). Hs sei T K-beschrinkt fiir die Nullumgebung U = {x: p(x) = 1} 
in E[Z). Es gilt 
rx = lim p(T) 
n— co 
mit p(7") = sup{p(7"z):2¢ UN K},ne€N. 

Nach Lemma | ist das Spektrum einer K-beschrinkten Abbildung (als 
eines beschriankten Endomorphismus von Ex, [{,]), das wir mit o,(T7') be- 
zeichnen wollen, kompakt. AuBerhalb des Spektrums existiert die Resolvente 
R(A, T) als stetiger Endomorphismus der vollstandigen Hiille E x von Ey [S,]. 
Beziiglich der gegebenen Topologie ist dies nicht allgemein richtig. Jedenfalls 
gilt aber 

(10.3). Es sei T K-beschrinkt, K folgenvollstindig (fiir £) und 0 die grépte 
reelle Zahl in ox (T) U {0}. Danin ist fiir 2 > 9 die Resolvente R(A, T) von T in Ex 
eine S-stetige Abbildung von K in K. 

Beweis. Wir haben 9 S rx und betrachten zuniachst den Fall 4 > rg. Da T 
¢-stetig ist auf K (Def. 8), gilt das gleiche fiir die Partialsummen von (1), 
und wegen (2) konvergiert (1) gleichmaBig auf U ~ K. Daher ist R(A, 7') fiir 
A> rz &-stetig auf K. Nach Lemma 2 ist nun p(R,) auf jedem abgeschlossenen 
Intervall reeller Zahlen 4 > @ gleichmaBig beschrankt, und durch Fortsetzung 
von R(A, T') — falls 9 < rg ist — mittels (4) kann in endlich vielen Schritten 
jedes 4 > o erreicht werden. Aus der gleichmaBigen Konvergenz von (4) auf 
Ur K folgt die Behauptung. 

Zum Beweis des Hauptsatzes (10.4) benédtigen wir ein weiteres Lemma. 
Wir folgen hier, mit einer Reihe notwendiger Modifikationen (da z. B. das 
Prinzip gleichmaBiger Beschranktheit linearer Abbildungen nicht zur Ver- 
fiigung steht), einem Gedankengang von BonsaLt ((4’], p. 62—64). 

Lemma 4. Es sei T eine K-kompakte Abbildung, K ein echter abgeschlossener 
Kegel in E(&). Der K-Spektralradius rx ist im Spektrum ox (T). 

Beweis. Wir benutzen folgenden Hilfssatz ({4’], Lemma 4.1). Jede nicht- 
beschrankte Folge {a,} nichtnegativer reeller Zahlen enthalt eine Teilfolge 
{a,,} mit den Eigenschaften: 

1. a,,> k (k EN), 

2. dy, > a; (j < my, k EN). 

(Beweis durch Induktion.) Ist nun ry= 0, so ist nach Lemma 1 nichts zu 
beweisen. Wir nehmen also rg > 0 an. Ware rx kein Element von o,(7'), so 
ware fiir alle J eines Intervalles 0 < rg—e < A, e > 0, R(A, T) vorhanden und 
eine [fiir {), und nach (10.3) auch fiir {] stetige Abbildung von X in sich. 
Da x = R,y fiir jedes n € N der Beziehung 


w= A-ly + APT y + ++ + A-*T*—ly + A-* TMs 
geniigt, schlieBt man aus y € K 
(5) Te=-—y+Axr2A*T"y (n € N) 


fiir die durch K erzeugte Halbordnung. Sei jetzt A eine feste Zahl in (r, — ¢, rx). 








aS eS eS CUCU 


-_ ~~ O & 
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Nach Definition von rx, vgl. (10.2), gilt lim A-"p(7") = + oo. Fiir jedes n € N 
n—oo 

wahlen wir y,¢ K mit p(y,) = 1 derart, daB p(7"y,) > } p(7™) gilt. Wegen 

A-* p(T" y,,) > + co gibt es nach dem Hilfssatz eine Folge {n,},¢j natiirlicher 

Zahlen, so daB A-"*p(T™y,,) > k und 


(6) p(T™ y,,) > Ap(T™-*y,,- 1) 


fir alle KEN zutrifft. Wir setzen w,= T™-'y,,/p(T™y,,), haben also 
p(T’ w,) = 1 und erhalten aus (5) 


Tx 
(7) Fup ty.) = Tw, 


mit z,= R,y,,. Zur Abschétzung von p(w,) finden wir 
p(wx) S p(T™*—*)/p(T™* yn) S p(T™—*)/Ap(T™—* yn, 1) < 2A-* 


wegen (6) und p(7"y,) > } p(7"). Infolge der K-Kompaktheit von 7’ hat die 
Folge {7'w,} einen Limeswert u ¢ K, fiir den p(u) = 1 gilt®*). Andererseits ist 
p(x.) S p(R,) fiir alle k, also {p(x,)} beschrinkt, waihrend der Nenner der 
linken Seite von (7) nach + cc strebt. Aus (2) folgt jetzt, daB die linke Seite 
von (7) fiir k > co gegen 0 konvergiert. Wegen der Abgeschlossenheit von K 
hat man also u < 0, was wegen der Echtheit von K im Widerspruch zu p(u) = 1 
steht. Damit ist Lemma 3 bewiesen. 

Wir kommen zum Hauptsatz in diesem Abschnitt. 

(10.4) (Eigenwertsatz). EZ sei ein lokalkonvexer Raum, K ein abgeschlossener 
echter Kegel in E, T eine K-kompakte Abbildung (Def. 8). Ist rx > 0, 8o ist rx 
Eigenwert von T mit einem Eigenvektor x ¢ K. 

Beweis. Nach Lemma 4 ist rg in og (7') enthalten; daher gilt nach Lemma 2 
p(R,) > co fiir A + rg, wo nach Definition von £y, vgl. (10.2), 


p(R,) = sup {p(R,2): 2 € Un K} 


ist, U eine Nullumgebung in £ mit relativ kompaktem 7'(U -\ K), p die Eich- 
funktion von U. Es gibt also eine Folge y,¢ K (n €N) mit p(y,) +0 und 
P(R,,Y%,) = 1, {A,} eine abnehmende, gegen rg > 0 konvergente Folge. Die 
Elemente x, = A, Ry, y, geniigen den Gleichungen A, z, — T 2%, = An Yn (nm €N). 
Wir setzen w, = x, — y, und haben /,,w, = T'z, ¢ K, folglich w, ¢ K. w, geniigt 
der Gleichung (A,,— T)w, = T y,. Aus p(y,) > 0 folgt nach (2) T y, + 0. Daher 
ergibt sich (A, — 7T')w, —~ 0. Hieraus folgt, daB {w,} relativ kompakt ist fir T 
(T ist K-kompakt) ; also ist {w,,} beschrankt, (rz — A,,)w, > Ound (rg— T)w, — 0. 
Ist W die abgeschlossene Hiille von {w,}, so ist also 0 ¢ (r; — 7') W, denn W ist 
kompakt und rg— 7 stetig. Es gibt also einen Eigenvektor 2 ¢ Wc K, und 
da x offenbar als Haufungswert®*) der Folge {w,,} angenommen werden kann, 
ist der Satz bewiesen; denn fiir jeden Haufungswert x von {w,)} gilt p(x) = rx, 
also x + 0. 

**) Wir verwenden fiir eine Folge und die zugehérige Menge das gleiche Symbol {w,}. 
w hei®Bt Haufungswert (oder Limeswert) von {w,}, wenn fiir jede Umgebung U von w die 
Beziehung w, € U fiir unendlich viele n gilt. 
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Zur Erlauterung der in diesem Abschnitt bisher diskutierten Fragen 
betrachten wir das folgende 

Beispiel. Es sei E[&] der Raum w*°*), Produkt abzahlbar unendlich vieler 
Exemplare von R. Die Elemente x ¢ sind nichts anderes als beliebige Folgen 
x = (x1, %,...) reeller Zahlen. Wir betrachten den Kegel 


K = {@: 2, => 24,2 0, n € N} 


aller nicht zunehmenden Folgen mit nichtnegativen Gliedern. & wird auf w 
durch das System von Halbnormen z > |z,| (n € N) erzeugt. K ist vollstandig 
in w, und fiir die Nullumgebung U,= {z:|z,| <1} ist U,7 K kompakt. 
Ex= K — K ist ein linearer Teilraum des Raumes (c) konvergenter Folgen. 
Da die Abbildung 7’: 
z—+> Tx = (az, Zz, . . -) 

ein stetiger Endomorphismus von @ ist und X invariant laBt, ist 7’ K-kompakt. 
Der K-Spektralradius rx von 7 bestimmt sich nach (10.2) sofort zu rg= 1. 
Offenbar ist e = (1,1,...) ein (und der eingige linear unabhangige) Eigen- 
vektor von 7 in Ex zu ry. (Das Spektrum von 7 in £ = a ist die ganze reelle 
Achse, bzw. in der komplexen Erweitefung von w die ganze Ebene.) In Ex (£o] 
ist das Spektrum o,(7') im Einheitskreis enthalten. 

Die Topologie {, auf Ex ist feiner als die Topologie gleichmaBiger Kon- 
vergenz in allen Koordinaten. Zur Bestimmung von Ex [%,]' beachten wir: 
Da die Eichfunktionen der ['(U,- K), U,= {x: |x,| S 1}, auf K mit den |z,| 
iibereinstimmen, ist K nach (1.1) normal fiir {, (denn K ist normal in «). 
Nach (1.3) ist jede {,-stetige Linearform Differenz zweier auf K positiver 
Linearformen. Wir setzen u,, gleich dem Vektor in w, der ander Stelle n eine 


n 
Eins und sonst nur Nullen hat. z,= >> u, ist in K (n € N); daher ist w,, = z, — 
v=1 
— Z,~ 1 (%9= 0) in Ex. Sei f eine auf K positive Linearform. [Nach (2.8) und 
(10.1) ist tae auf K positive Linearform stetig fir So) Mit f(u,) = c,, ist 


f (Zn) = B c,20; da {z,} beschrankt ist, besitzt y c, beschrankte nicht- 


v=1 


negative y ee Die Reihe konvergiert im allgemeinen nicht; jedoch 


konvergiert >’ c, x, fiir jede monotone Nullfolge, wie man mit Hilfe Abelscher 
v=] 

partieller Summation sofort feststellt. Weiter ist leicht nachzupriifen, daB 

Ex [Zo] = [e] © Z, direkte topologische Summe des linearen Teilraumes mit 

der Basis {e} und des Teilraumes E,= K,— K, ist, wo K,c K den Kegel nicht 

zunehmender Nullfolgen bezeichnet. Mit f ¢ K’, cy= f(e) und & = lim z, ist nun 


(*) f(z) = e€ + J’ c,(z,— &) 

v=1 
der Wert der Linearform } fiir jedes x « 2. Geniigt umgekehrt eine Folge von 
Konstanten (Co; ¢, C:,.. .) den Bedingungen, daB c,> 0 ist und »’ c, nicht- 


v=1 


3°) Siehe z. B. [14] fiir zahlreiche Eigenschaften von o. 
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negative beschrankte Partialsummen besitzt, so definiert (*) eine auf K 
positive (und folglich stetige, s.o.) Linearform auf Z,[f,]. Wegen Ex, [S,)' 
= K’— K’ ist damit der duale Raum, der einem Teilraum von w isomorph ist, 
vollstandig bestimmt. - 


Es ist klar, daB die zu 7 in Ex adjungierte Abbildung 7” durch 


f > T’f ~ (9; 0, c, cg, . - -) 


gegeben ist. r~= 1 ist Eigenwert von 7” mit (genau) einem (linear unabhin- 
gigen) Eigenvektor (1;, 0, 0, . . .). — Nach (10.1) ist Bg [&,] ein F-Raum. Da 
jedoch [°(U,~ K) eine beschrinkte konvexe Nullumgebung ist, ist 2, [Tq] 
ein B-Raum. Man itiberzeugt sich leicht, daB die Norm w > |w| = inf {|z,| + 
+ |y,|: 2, y¥ € K, x — y= w} die Topglogie £, auf Lx, erzeugt. 

In dem vorangehenden Beispiel war der K-Spektrairadius rg zugleich 
Eigenwert von 7” in Eg [,]}’. Dies wird man nicht immer erwarten kénnen, 
da die K-Kompaktheit von 7' im allgemeinen nicht die K’-Kompaktheit 
von 7” (fiir irgendeine geeignete Topologie auf Eg [&,]’) nach sich zieht. Es gilt 
aber jedenfalls die folgende weitgehende Verallgemeinerung eines bekannten 
Satzes von Krern-Rutman [17]: 

(10.5). Sei E ein lokalkonvexer Raum, K ein Kegel in E, der echt, abgeschlossen 
und total ist. Ist T ein kompakter Endomorphismus von E mit T(K)CK und 
positivem Spektralradius r, so ist r Higenwert von T und T" mit je einem Eigen- 
vektor x € K bzw. x’ € K’. 


Beweis. Das Resultat fiir 7 folgt aus (10.4), wenn wir zeigen, daB rz = r ist. 
Dies ergibt sich wie folgt: Nach (3) und (10.2) ist rgsr. Sei E bew. Ex die 
volistandige Hille von E[&] bzw. von Exg[S,] (wir nehmen EZ ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit als komplex an). Da X in £ total ist, ist E xink 
dicht [{, ist feiner als auf Hz, vgl. den (10.1) vorangehenden Absatz]. Ware 
nun rg < 7, 80 ware jedes 4 mit |A| = r ein Punkt der Resolventenmenge von 7 
in Ex, d.h. A— T ein £,-Automorphismus von Ex und folglich (A — T)E 
dicht in Z, woraus die Eineindeutigkeit von 2 — 7” in E’ folgt. Da |A| = r einen 
Punkt A, € o(7’) enthalt und A, wegen der Kompaktheit von 7 Eigenwert von 7 
und 7” ist™), kann 4,— 7” nicht eineindeutig sein; hieraus folgt rg =r. 

Die zu T adjungierte Abbildung 7” in EZ’ ist kompakt fir die Topologie 
der gleichmaBigen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von Z (K6- 
THE [10’], Satz 1), und der zu K konjugierte Kegel K’ ist echt (da K total ist) 
und abgeschlossen fir £;. Daher ist 7” K’-kompakt (fiir £;) in HZ’ (Def. 8); 
wie eben beweist man rz-= r’**). Es ist also nach (10.4) r’ Eigenwert von 7” 
(mit einem Eigenvektor in K’), und wegen r’ = r ist der Satz bewiesen. 


%1) Nach Lemma 3 stimmen die Spektren 9(7') von 7’ in B und o(7") von 7” in E’ (fiir 
die starke Topologie) tiberein. Da 7” kompakt ist fiir £; (s. den zweiten Teil des Beweises), 
ist jedes 0 + A € o(7”’) Eigenwert. 

2) Ist 7’ kompakt, so stimmen die Spektren von 7” beziiglich der Topologien ©; und 
¢; = B(E’, E) auf KE’ iiberein. 
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Bemerkung. Uberraschend an (10.5) ist nicht etwa, daB 7' und 7” einen 
Eigenwert vom Betrag r besitzen (dies folgt schon aus Lemma 1), sondern daB 
fir kompaktes 7' die Voraussetzung iiber K bereits die Relation r ¢ o(7') nach 
sich zieht. Vgl. hierzu Lemma 4 und (10.7). 

Wir stellen nun eine Bedingung fiir die schwache K’-Kompaktheit von 7” 
auf. 

(10.6). Sei E ein lokalkonvexer Raum®), K ein echter Kegel in E mit inneren 
Punkten. Ist T ein stetiger Endomorphismus von E, der K invariant lapt, so ist T’ 
K’-kompakt fiir die schwache Topologie o(E’, E). 

Beweis. Nach (7.4) ist K’ ein Kegel in Z’ mit schwachkompakter Basis**). 
Da 7” schwach stetig ist, ist 7’ K’-kompakt fiir die schwache Topologie 
(Def. 8). 

Zu schwacheren Spektralaussagen als (10.4) oder (10.5) gelangt man, wenn 
man Kompaktheits- durch Beschranktheitseigenschaften von 7' ersetzt, dafiir 
aber K als normalen Kegel voraussetzt. 

(10.7). Sei E lokalkonvex, K ein normaler Kegel in E. Ist T K-beschrinkt 
(Def. 8), 8o ist TRE Og (T). 

Beweis. Ist rg= 0, so ist nach Lemma 1 nichts zu beweisen. Es sei also 
rx > 0. Ware rg¢oxg(T7'), so ware die Resolvente R(A, 7’) von T in Ex (Zo) 
fir ein A <rg vorhanden und R,(K)c KX. Wie in Lemma 4 erhalt man mit 
y ¢K, «= R,(y) 


(5) Tx =I-" Ty =0 (n €N) 


fir die durch K in Eg erzeugte Ordnungsstruktur. Nach Definition von rp, 
vgl. (10.2), A-"p(7"y,,) + co (n > oo) fiir eine Folge {y,} C K mit p(y,) = 1. 
Fir z,= R,y, ist wegen p(x,) < p(R,) {p(z,)} beschrankt, daher ist {7'z,} 
beschrankt nach (2). (5) ergibt daher einen Widerspruch zu (1.1), zweites 
Corollar. 

Corollar. Hs sei E[(Z] ein bornologischer Raum, K ein normaler BZ-Kegel 
in E. Ist T ein beschriinkter Endomorphismus von E, der K invariant lapt, so ist 
der Spektralradius r im Spektrum von T. 

Beweis. Aus der Definition von £, folgt, daB die beschrankten Teilmengen 
von K fiir £, und € stets dieselben sind. Unter den gegenwartigen Voraus- 
setzungen sind daher {, und & auf EH, identisch. Daher ist o(7') = o,(T), 
r = rg und folglich, da K normal ist, r € o(7') nach (10.7). 

Als weiteres Corollar erhalten wir einen Satz von Bonsatt ({3], th. 1): 

Corollar. Es sei E normiert, K ein normaler Kegel in E mit inneren Punkten. 
T sei ein Endomorphismus von E mit T(K) cK und positivem Spektralradius r. 
r ist Eigenwert von T’ mit einem Eigenvektor x’ ¢ K'. 

Beweis. Z ist bornologisch und K BZ-Kegel in E nach (2.6). 7' ist stetig 
nach (9.1), also beschrankt.' Daher ist r¢o(7') nach dem vorangehenden 
Corollar. Aus der Normalitaét von K folgt nach (1.3) bzw. (6.1) Z’= K’— K’, 
so daB Ey = EF’ ist. Nach (10.6) ist 7’ K’-kompakt fiir o(Z’, Z). Ware nun 
tx <1’ =r (bzw. rg > 1), so ware r — 7” ein algebraischer Automorphismus 





nf = WTA tel 7 
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von Ex (bzw. rg-— T" ein algebraischer Automorphismus von £’), was nicht 
sein kann. Daher ist rx-= r und die Behauptung folgt aus (10.4). 

Infolge von (1.5), zweites Corollar, und (7.6) laBt sich dieser Satz nicht auf 
nichtnormierbare Raume verallgemeinern. 


11. Einige Resultate tiber positive Transformationen 
in Banachschen und Hilbertschen Riumen 


In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse zusammengestellt, deren 
gemeinsamer Kern darin besteht, einen Zusammenhang zwischen gewissen 
Eigenschaften des Spektrums eines stetigen Endomorphismus 7’ und dem 
Verhalten von T beziiglich eines konvexen Kegels in dem zugrundeliegenden 
(Banachschen oder Hilbertschen) Raum herzustellen. Wir beweisen zunachst 
einen Satz, der fiir beliebige Banachalgebren mit Einselement gilt. 

Es sei 2 eine Algebra itiber R oder C. Eine Ordnungsstruktur auf 2 ist mit 
der algebraischen Struktur vertraglich, wenn die Teilmenge R = {a: a=>0} von% 
ein Kegel*) in dem zu & assoziierten Vektorraum ist, der das Einheitselement 
von % (falls ein solches existiert) und mit je zwei Elementen a, b deren Produkt 
ab enthalt. (Einen solchen Kegel nennen wir multiplikativ invariant.) Ein Kegel 
in einer normierten Algebra heiBt normal, wenn er multiplikativ invariant und 
ein normaler Kegel des zu 2% assoziierten normierten linearen Raumes ist 
(Def. 1). 

(11.1). Es sei UM eine Banachalgebra mit Einselement, R ein normaler Kegel 
in AU. Fiir jedes a € R ist der Spektralradius r(a) = lim |\a"|*/" ein Element des 
Spektrums von a**), Tit 

Beweis. Es sei a € R fest, R(A, a) die Resolvente von a (s. z. B. [8’]). Aus 
der Funktionalgleichung der Resolvente (1. c. p. 126) folgt unmittelbar, daB 
eine Zahl A Randpunkt des Spektrums o(a) genau dann ist, wenn fiir jede in 
der Resolventenmenge g(a) gelegene Folge {A,,} lim | R(A,,, a) = co gilt. Es sei 

dna 


jetzt r der Spektralradius von a. Wir nehmen an, es wire r € 9 (a). Mit A= |A\e** 
(0 S @ < 2a) haben wir fiir |A| > r 
R(A, a) = y |A|- +) e-i(n+1) eqn 
n=0 
Mit 
e~f@tDen 2 Sent t(a3,n— Xn) , 


WO &,, = sup (0, cos(n + 1) 7}, %»,, = sup (0, — cos(n + 1) @}, «,, = sup (0, sin « 
x (n + 1) q} und a ,,= sup (0, —sin(n + 1) p} gesetzt ist, haben wir 


(*) R(A, a) = R,— R,+ i(R,— R,) 
mit 
B,(lal, yp a).= 2 |al-@*Y as,00" (j=1,...,4). 
%*) Im Beweis des Satzes wird nur bendtigt, daB R in dem zu 2 assoziierten B-Raum 


normal ist, das Einselement und mit jedem a auch simtliche Potenzen a*(n € N) enthalt. 
Math. Ann. 138 20 
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Fir die durch R in & induzierte Ordnungsstruktur gilt aber offenbar 
0 < R,< R(|A|, a), so daB nach dem zweiten Corollar von (1.1) aus der Be- 
schranktheit von R(A, a) fiir A > r die Beschranktheit aller R;(j = 1, . . ., 4) im 
Gebiet |A| > r folgt. Da R(A,a) auf |A| =r mindestens eine Singularitat 
besitzt, muB also r € o(a) sein und der Satz ist bewiesen. 

Wir erhalten als Corollar folgenden Satz, der auf Bonsai ([4], th. 1)*) 
zurickgeht. Vgl. auch (10.7) und [4’], th. 2. 

Corollar. Es sei E ein Banachraum, K ein normaler BZ-Kegel in E. Fiir 
jeden stetigen Endomorphismus von E mit T(K)C K ist der Spektralradius r 
im Spektrum von T’. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus (8.3) und (11.1). 

Umgekehrt gestattet die Annahme, daB ein stetiger Endomorphismus 7 
eines B-Raumes £ keinen echten Kegel in EZ invariant laBt, zwei bemerkens- 
werte Folgerungen beziiglich des Spektrums von 7’. 

(11.2). Hs sei EB ein B-Raum, T ein stetiger Endomorphismus von E, der 
keinen echten Kegel + {0} invariant lapt. Das Spektrum o(T) von T enthiilt 
keine nichtnegative Zahl, und das Punktspektrum von T ist nicht leer**). 

Beweis. Zum Beweis der ersten Behauptung nehmen wir an, es gabe eine 
nichtnegative Zahl o:¢ o(T7). Ist 9 ein Element des Punktspektrums, so trans- 
formiert 7’ den Kegel K = {Az,: A = 0} in sich, z+ 0 ein beliebiger Eigen- 
vektor zu 9. Dieser Fall'kann also nicht eintreten. Daher ist 9 — 7’ eineindeutig 
und kann folglich nicht Z auf sich abbilden. Es gibt daher eine reelle Linear- 
form x f(z), die auf (9 — 7)# verschwindet, aber nicht identisch Null ist. 
T bildet den echten Kegel {0} U {x: f(z) > 0} in sich ab. — Zum Beweis der 
zweiten Behauptung wahlen wir ein festes x, + 0 und betrachten den Kegel K; 


n 
der aus allen endlichen Summen der Gestalt 5’ a,7’z besteht, a,> 0. Da T 


v=0 


K in sich abbildet, ist K nach der Voraussetzung iiber 7 nicht echt. Es gibt 
n 

also eine kleinste natiirliche Zahl n, fiir die )* a, 7” z,= 0 gilt mit a, > 0. Daher 
v=0 


ist der von {2, T'%,..., 7-129} aufgespannte, mindestens eindimensionale 
lineare Teilraum invariant unter 7’. Daraus folgt, daB das Punktspektrum von 7 
nicht leer ist. 
Beispiel. Es sei C der B-Raum komplexwertiger stetiger Funktionen 
t + a(t) auf dem Intervall [0, 1]. Das Punktspektrum der linearen Abbildung 7’: 
t 


x->i { x(t) dt ist bekanntlich leer. Daher gibt es einen echten Kegel K, der 
0 


t 
unter 7' invariant ist. Die Funktionenmenge {i" /{ (t — t)"~129(t) dt: n en 
0 


spannt fiir jedes feste 0 + 2,¢€ C einen solchen Kegel K auf. 


*) 1. c. wird die Behauptung unter der Voraussetzung bewiesen, daB K in E und K’ 
in HX’ (fiir die starke Topologie) normal sei. Dann ist aber K” normaler BZ-Kegel in 2” 
nach (2.2), und man wird auf den gegenwartigen Fall zuriickgefihrt. 

%5) Der Satz (und Beweis) bleibt nach Abschnitt 10, Lemma 3, fiir beschrankte Endo- 


morphismen in folgenvollsténdigen lokalkonvexen Raumen giiltig. 
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Es sei X ein reeller Hilbertraum, (z, y) > (x, y) das innere Produkt in X. 
Herkémmlicherweise nennt man einen symmetrischen Endomorphismus A 
von X positiv, wenn (A x, x) = 0 ist fiir jedes x ¢ X**). Da das Produkt zweier 
in diesem Sinne positiver Abbildungen im allgemeinen nicht positiv ist, kann 
es keinen Kegel K in X geben, so daB die positiven Abbildungen A genau 
diejenigen sind, die K invariant lassen. Mit anderen Worten: Die durch den 
(normalen) Kegel der positiven Endomorphismen in der (Banachschen) Opera- 
torenalgebra induzierte Ordnungsstruktur 14Bt sich nicht durch einen Kegel 
Kc X im Sinne von Abschnitt 8 erzeugen. Wir haben jedoch folgenden Satz: 

(11.3). Sei X ein reeller Hilbertraum, {A,},<1 eine beliebige Menge paarweise 
vertauschbarer, (symmetrischer) positiver Operatoren auf X. Zu jedem x,¢ X 
existiert ein Kegel K, der x, enthilt und die Eigenschaften besitzt: 

1° A,(K) CK fiir jedes « € I. 

2° K ist abgeschlossen und normal. 

3° K ist identisch mit seinem konjugierten Kegel K’ (folglich ist K BZ-Kegel 
und X = K — KR). 

Beweis. Es sei 2{ ein maximales System paarweise vertauschbarer (symme- 
trischer) positiver Operatoren, das die Menge {A,: « € J} enthalt. (Ein solches 
System existiert nach dem Satz von Zorn.) Ein 0 + z,¢ X werde fest gewahlt ; 
K bezeichne die Menge aller Kegel K c X, die den Bedingungen geniigen: 

a) 2 ¢ K und K ist echt. 

b) Aus 2 ¢ K, y¢€ K und A €& folgt (Az, y) > 0. 

K ist ‘nicht leer, da K den Kegel {Az,: A = 0} enthalt. Durch die Relation 
K,c K, ist K induktiv (halb-) geordnet. (Man priift sofort nach, daB die Ver- 
einigung einer total geordneten Teilmenge von K a) und b) erfillt.) Nach dem 
Satz von Zorn gibt es daher ein maximales Element K ¢ K. Wir zeigen, daB K 
den Bedingungen des Satzes geniigt. 

Es seien z,¢ K, A,¢€U fest gewahit. Wir setzen A, z,= z,. Nach Definition 
von & gilt (Az,, y> = 0 fiir alle A ¢ M und y € K. Der Kegel K,= {K + Az},20 
ist ein Element von K. Denn a) 2)¢ K,, und wire K, nicht echt, so wire 
«+ Az,=0 fir ein 0+ 2¢K und ein 4 > 0, also (2 + Az,,2)= (2, 2)+A(%,2)=0, 
was widerspruchsvoll ist (da (z,, z) > 0 ist nach b)). Also ist K, echt, und 
wegen (Az,, y) = 0 fiir alle A € 2 und y ¢ K ist auch b) fiir X, erfiillt. Aus der 
Maximalitét von K folgt daher z,¢ K; da xz,, A, beliebig waren, folgt A,(K)c K 
fiir alle « ¢ J, womit die erste Aussage von (11.3) bewiesen ist. 

Nun ist die identische Abbildung in %; daher folgt aus z ¢ K, y € K stets 
(x, y>) = 0 und 


|x + yl®*= (z+ y, 2+ y) = (x, 2) + 2¢a,y) + (yy) Sl yl, 


so daB K normal ist nach (1.1). Weiter geniigt die abgeschlossene Hille von K 
offenbar a) und b), daher ist K abgeschlossen. Wegen (2, y) = 0 fiir x¢K, ye K 
ist offenbar K ein Teilkegel des zu K konjugierten Kegels K’(Abschnitt 1) und 
nach dem eben benutzten Argument folgt K = K’ daraus, daB K maximal ist. 


3) Wir beschranken uns auf stetige Operatoren. Ist X komplex, so ist jeder Operator 
mit (Az, x) > 0 (x € X) hermetisch. 


20* 
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Nach (1.3) ergibt sich jetzt X = K — K und hieraus nach (2.6), daB K BZ-Kegel 
ist in X. Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung. Ist X ein komplexer Hilbertraum, so existiert unter den Vor- 
aussetzungen von (11.3) ein Kegel K c X, der den Bedingungen 1° und 2° von 
(11.3) geniigt. 

Corollar. Es sei X ein reeller Hilbertraum, {A,},cz eine beliebige Menge 
paarweise vertauschbarer, kompakter symmetrischer und positiver Operatoren. 
Dann gibt es einen Kegel K, der den Bedingungen 1° bis 3° von (11.3) geniigt und 
ein vollstiindiges System von zu positiven Eigenwerten gehdrigen linear unabhin- 
gigen Eigenvektoren stimilicher A,(« € I) enthilt. 

Soren. Jedes A, gestattet bekanntlich eine Spektraldarstellung 


A,= a A.» P,,» mit eindimensionalen orthogonalen Projektoren P,,, (« € J, 


ve N). Da die A, paarweise vertauschbar sind, gilt das gleiche fiir die Gesamt- 
heit dieser Projektoren. Daher existiert ein Kegel K, der den Aussagen von 
(11.3) geniigt und fiir den insbesondere P,,,(K)c K gilt. Jedes P,,, ist kompakt 
und besitzt den Spektralradius 1, daher nach (10.5) einen Eigenvektor x, ,¢ K. 
Da z,,, einziger linear unabhangiger Eigenvektor von P,,, ist, ist die Be- 
hauptung bewiesen. 
Literatur 
(Die im Text verwendeten, nicht mit einem ’ versehenen Nummern beziehen sich 
auf das Literaturverzeichnis in [13’].) 

{1’] Arrman, M.: On linear functional options in locally convex linear spaces. Stud. 
Math. 18, 194—207 (1953). — [2’] Amemrya,I.: A generalization of Riesz-Fischer’s 
theorem. J. Math. Soc. Japan 5, 553—554 (1953). —[3'] Anpo, T.: Positive linear operators 
in semi-ordered linear spaces. J. Fac. Science, Hokkaido University, Ser. I, XIII, 3 & 4, 
214—228 (1957). — [4’] Bonsa, F.: Linear operators in complete positive cones. Proc. 
London Math. Soc. 8, VIII (29), 53—75 (1958). — [5’] Boursakt, N.: Topologie générale, 
chap. X. Act. ind. sci. 1084. Paris 1949. — [6’] GrorHenpreck, A.: Legons sur les espaces 
vectoriels topologiques. Sao Paulo 1954. — [7’] GrorHenpieck, A.: Produits tensoriels 
et espaces nucleaires. I, Il. Memoirs of the Amer. Math. Soc. 16 (1955). — [8’] Hmz- 
Puuies: Functional analysis and semi-groups. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. XXXI 
(Rev. Ed.) (1957)..— [9’] Kust, J.: Locally o-convex spaces. Duke Math. J. 25 (4), 
569—582 (1958). — [10’] K6érue, G.: Zur Theorie der kompakten Operatoren in lokal- 
konvexen Raumen. Port. Math. 18 (3), 97—104 (1954). — [11’] Leray, J.: Valeurs 
propres et vecteurs propres d’un endomorphisme complétement continu d’un espace 
vectoriel & voisinages convexes. Acta Sci. Math. 12 B, 177—186 (1950). — [12’] Rinc- 
ROSE, R.: Precompact linear operators in locally convex spaces. Proc. Cambridge Phil. 
Soc. 58, 581—591 (1957). — [13’] Scuarrmr, H.: Halbgeordnete lokalkonvexe Vektor- 
raumeée. Math. Ann. 185, 115—141 (1958). — [14’] Scnazrer, H.: On the Fredholm 
alternative in locally convex linear spaces. Erscheint in Stud. Math. — [15’] Wii1am- 
son, J.: Compact linear operators in linear topological spaces. J. London Math. Soc. 29, 
149—156 (1954). — [16’] Yamamuro, S.: Monotone completeness of normed semi-ordered 
linear spaces. Pac. J. Math. 7, 1715—1725 (1957). 


( Bingegangen am 16. April 1959) 


Berichtigung 
Zu ,,Uber algebrais: 1e Integralgleichungen mit nichtnegativen Koeffizienten“ von 
H. Scuagrer, Math. Ann. 187, 385—391 (1959). 
§. 385, Z.4v. u.: Anstelle von ,,der absolut gréBte Eigenwe't* lies ,,ein absolut gréBter 
Eigenwert. 
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Maass, H. 
Math. Annalen 138, 287—315 (1959) 


Uber die raumliche Verteilung der Punkte in Gittern 
mit indefiniter Metrik 


Von 


Hans Maass in Heidelberg 


Einleitung 


Wahrend das Problem der raiumlichen Verteilung der Punkte und Unter- 
gitter in einem euklidischen Gitter einer Behandlung zuginglich, wenngleich 
auch noch nicht in voller Allgemeinheit gelést ist [4], zeigte sich bisher kein 
Ansatzpunkt, um analoge Fragestellungen fiir Gitter mit indefiniter Metrik 
in Angriff nehmen zu kénnen. In dieser Hinsicht scheint sich, wie im folgenden 
dargetan werden soll, das Prinzip der Fourierentwicklung in der Siegelschen 
Theorie der indefiniten quadratischen Formen [8] in gewisser Weise als niitzlich 
zu erweisen. 

Zu einer vorgegebenen rationalen symmetrischen Matrix S = S(™ der 
Signatur (n, m — n) mit 0 < n< m bilde man in bekannter Weise die Theta- 
reihe 
(1) He; 8, P) = ¥ e** Ris), 

a 


wobei tiber alle ganzen Spalten g summiert wird und R= 2S + iyP mit 
reellen x, y sowie z = x + iy gesetzt ist. P bezeichnet eine Majorante von S, 
d. h. eine Lésung von 

(2) PS'*P=8, P>0. 

Eine Parameterdarstellung fiir die P wird durch 

(3) P=2K-S8, K=W-"[(X'S), W=S8[X)>0, X=X™™ 
geliefert. Die Automorphismen U von S, d.h. die reellen U mit S[U]= 8 
bilden den zu S gehérigen Majorantenraum J(S) vermége P+ P[U-") auf 
sith ab und lassen die durch 

(4) ds*= o(P-'dP P-'dP) (o = Spur) 
definierte Metrik von $(S) invariant. dv bezeichne das zugehdérige invariante 
Volumenelement in $(S). Die ganz rationalen U in der Gruppe {2(8) aller 
Automorphismen von S bilden die volle Einheitengruppe von S. J'(S) sei 
irgendeine ihrer Untergruppen von endlichem Index und § (8) ein Fundamental - 
bereich beziiglich J°(S) inQ(S). Das Volumen V (S) von § (8) ist endlich, wenn 
wir den Fall ausschlieBen, daB zugleich m = 2 und |/— || rational ist, was im 
folgenden geschehen soll. Im ternaren Fall m = 3, n = 1, der uns besonders 
beschaftigen wird, ist J"(S) stets eine in gewisser Weise ausgewahlte echte 
Untergruppe der vollen Einheitengruppe von S. 


Math. Ann. 138 21 
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Fir jede Funktion /(P), die wie {(z; 8, P) gegeniiber den Substitutionen 
P— P(U)(U € I(S)) invariant ist, kann formal der Integralmittelwert 


(5) 1?) = Fray [ {(P) dv 

#(S) 
gebildet werden. Durch eingehendes Studium der Mittelwerte 
(6) g(z, 8) = I {f(z; 8, P)} 


gelangt C. L. SrecEt sodann zu seiner analytischen Theorie der indefiniten 
quadratischen Formen. Im Hinblick auf gewisse Untersuchungen im Bereich 
der positiv definiten quadratischen Formen war es nun naheliegend, allgemein 
automorphe Funktionen der Art /(P) in eine Reihe nach invarianten Eigen- 
funktionen des Laplace-Beltramischen Operators 4, von J(S) zu entwickeln. 
Wir denken uns eine solche Eigenfunktion als zweimal stetig differenzierbare 
Funktion von X dargestellt und haben demgem4B zu fordern 


1. u(U XV) = u(X) fir U ¢ (8), |V| + 0, S[X) > 0, 
(7) 2. Ag u(X)+ Au(X)=0 mit konstantem A(z 0), 
3. die quadratische Integrierbarkeit von u(X) tiber (5S) . 


Der Reihenentwicklung von /(P) entspricht die Bildung der Fourierkoeffi- 
zienten I{/(P) u(X)}. Damit werden wir auf die Funktionen 

(8) g(z; S, u) = I{f(z; 8; P) u(X)} 

gefiihrt. 

Hinsichtlich der Vollstandigkeit des Ansatzes ist zu bemerken, daB das 
kontiouierliche Spektrum von A, hier auBer acht bleibt. Mit dem Auftreten 
eines solchen ist immer dann zu rechnen, wenn S [x] eine Nullform ist, d. h. stets 
im Falle m= 5. Die Existenz von g(z; S,u) ist dann gewihrleistet, wenn 
f(z; 8, P) tiber F (S) quadratisch integrierbar ist. Auf Grund der Abschatzungen 
in [8], S. 29 ist festzustellen, daB m — g — 3 > 0 eine hinreichende Bedingung 
fiir die quadratische Integrierbarkeit von f(z; S, P) iber F(S) ist. Dabei ist ¢ 
eine gewisse ganze Zahl im Intervall 0 < g < Min(n, m — n), die genau dann 
verschwindet, wenn S[x] keine Nulliorm ist. Diese etwas summarische Be- 
trachtung ergibt die Giltigkeit aller Betrachtungen unter der Voraussetzung 
m > 3 + Min(n, m — n) oder der Annahme, daB S[x] keine Nullform ist. Im 
besonderen ist zu beachten, daB im Falle m = 3 ein kompakter Fundamental- 
bereich §(S) genau dann existiert, wenn S[r] nicht Nullform ist, worauf 
bereits in [2], S. 530—532 hingewiesen wurde. Da in den Abschatzungen in [8], 
8.29 an Stelle der unendlichen Reihen f(z; S, P) jeweils die zugehérigen 
Betragreihen genommen werden, so sind auch die in den folgenden Rechnungen 
erforderlichen Vertauschungen von Summationen und Integrationen zu recht- 
fertigen. 

Die explizite Bestimmung der Fourierentwicklung von g(z; S,u) ist im 
wesentlichen mit der Berechnung des Integrals 

at+il—m [dX] 





aly) = z(y; S,g,u)= |W]? / e- ti (X) aH 
s(xf=W 
X €F(S,9) 


(9) 
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geleistet. Hierin ist g eine ganze Spalte, w = (S[X])-' [X’ Sg], W eine positive 
Matrix und {,(S,g) ein Fundamentalbereich in S[X]> 0 beziiglich der 
Gruppe der Substitutionen X + UX mit U ¢ '(S, g) = {U: U ¢ I'(8), 0g =g}. 
Der Quotient der Volumenelemente [d X] und [d W] ist im Sinne von S1ecEt [8] 
zu verstehen. Die Methode, mit der 7(y) in [8] im Falle u = 1 berechnet wurde, 
beruht auf geschickter Anwendung von Teilintegrationen und Integraltrans- 
formationen; sie 148t sich aber nicht unmittelbar auf den allgemeinen Fall 
anwenden. Hier ist entscheidend, daB mit Hilfe einer Greenschen Formel zu- 
nachst die Differentialgleichung 


(10) yx" (y) + y(2aty +) x'(y) + (atyn + Z) x(y) = 0 


mit t = S[g] bewiesen werden kann. Man erhiilt sie, indem man die Differentia- 
tionen nach y unter dem Integralzeichen ausfihrt. Die Zusammenfassung aller 
Integrale ergibt einen Integranden, der, wie eine langere Rechnung zeigt, mit 
+ u(X) (4g+ A) e-2**” identisch ist. Verschiebt man nun mit Hilfe der 
Greenschen Formel den Operator 4, von e~**¥” auf u(X), so wird das Integral 
unmittelbar in 0 ibergefiihrt, womit (11) bewiesen ist. Es sei y eine Lésung von 
v(v + m — 2) + A= 0. Als Lésung von (10) ist dann y(y) von der Gestalt 








ayy? Welw yg tat Ar firt=0, 
(1) xly)= LC 

a(z|t|y)® e-*'¥ W (x\t|y;— 3 + _— ms ”, sgnt) fir t+ 0, 
wenn 
(12) Woly, y) = ——- = Hoey (1 — yye-1 
und 

_st6 
(13) Wiy;a,B,e)=y *% Wya-pye a+6—1 (2y) (e*= 1) 
2 : 2 


gesetzt wird. W, .,(y) bezeichnet die Whittakersche Funktion. 
Man sieht nun leicht, daB die Funktion 


(14) h(z; S,u) = (ay) * g(z; S, u) 
eine Fourierentwicklung der folgenden Art gestattet: 
h(z; S, u)= a(S, u) Woly, > +) + Bo(S, u) + 


m+ = 
+ DY a,(S, u)|t| 2 “I W(2\tl y; sir . = a , sgnt) ev ***, 
t+0 


(15) 





Eine genauere Diskussion, die auf die Einfihrung der MaBzahlen in (8) Bezug 
nimmt, zeigt, daB «,(S, u) von der Gestalt 


pre 
(16) a(S, u) = 2 4 x? |S) * M(S,t,u) 





(e = sgnt) 


or (2tGe=e) u(S) 


21° 
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ist, wobei 4(S) bis auf einen konstanten Faktor mit V(S) ibereinstimmt und 
(17) M(S, t, u) = a BS, g, u) 
sis)=t 

ist mit gewissen Gewichtsfunktionen u(S,g, u), die in jedem Fall Integral- 
mittelwerte von u(X) tiber gewissen Bereichen sind. Summiert wird hier iiber 
ein volles System ganzer, beziiglich /"(S) paarweise nicht assoziierter Lésungen 
g von S[g] = t. Genauere Aussagen sind nur im Fall n = 1 méglich. Dann ist 
der Majorantenraum mit dem (m — 1)-dimensionalen hyperbolischen Raum 
identisch. Besonders einfach gestalten sich daher die Verhaltnisse im ternaéren 
Fall m = 3, n = 1 in welchem 


alia 


(18) u(S, g, u) = E(S.9) u(g) fir t>0, 
(sy 


| 
\t} * 1(8,g)u(g) far t<0 
gilt. Dabei ist Z(S, g) die Ordnung von J"(S, g) im Falle ¢ > 0 und 1(S, g) die 
Verschiebungslange einer erzeugenden Substitution in [°(S, g) sowie u(g) der 
Integralmittelwert von u(r) langs der hyperbolischen Geraden, die als Polare 
zu g gekennzeichnet werden kann, sofern ¢ < 0 ist. Hinsichtlich der ersten 
Koeffizienten in (15) wird nur gezeigt, daB 
(19) %(S,u)=0, B,(S, u) = I{u} 
ist, wenn S[r] keine Nullform ist. 

Aus der Transformationsformel 


(20) i(—+; 8, P) = |s[* (— iz)? 2)™ fe; 84, Py, 





— 


to] ee 


die in der iiblichen Weise zu beweisen ist, erhalt man nach Multiplikation mit 
u(X) und Bildung der Integralmittelwerte unmittelbar 


(21) h(—+; 8, u) = |sf*(—izy ® (iz) AG; S4,%) 


mit u(X) = u(S-!X). Die Entwicklung (15) setzt 

(22) \v*(u + fa) + 27 iy + (> + ») y a] h(z; S,u)=0 

in Evidenz. Damit ist der AnschluB an die Theorie der Funktionen mit 
Dirichletscher Reihenentwicklung und Riemannscher Funktionalgleichung [6] 
gewonnen. Hier sei nur hervorgehoben, daB gewisse Linearkombinationen 
&(s; S, u) und 7(s; S, u) von 


(23) 9(s ~ ; ; 8, u) = J) a,(S, u) fa Re. 


t>0 
y (8-555 u)= Fal, w)(-1) 2 1 
‘<0 
mit Gammafaktoren der Art 


(24) I'(s; a, B)= f W(y; a, B, 1) y*-*dy 


als Koeffizienten meromorphe Funktionen von s sind. Um daraus den mero- 
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morphen Charakter von g(s; S, u) und w(s; S, u) erschlieBen zu kénnen, muB 
man wissen, daB sich die Nennerdeterminante 


I'(s; «, B) I(s;B,a) | 
—I'(s+1;«,f) I'(s+1;8,a) 


die bei der Auflésung nach y(s; 8, u) und p(s; S, u) erscheint, verniinftig ver- 
halt. Es ergibt sich die bemerkenswert einfache Formel 


(26) D(s; a, 8) = 2I(s) P'(s+1—a-— 8B), 


die alle erforderlichen Schliisse gestattet. Dieser Sachverhalt ist auch noch fiir 
das allgemeine Theorem in [6], 8. 256 von Bedeutung. 

Die letzten Betrachtungen sind einem Gitterpunktproblem im ternaren 
Fall m = 3, n = 1 gewidmet. Hier ist vorauszusetzen, daB S[r] keine Nullform 
ist. Die Theorie der Eigenfunktionen u(X) zu 4, gestaltet sich nun besonders 
einfach, weil das Spektrum des Operators 4, diskret ist und jeder Eigenwert A 
endliche Vielfachheit hat. Wir denken uns den Fundamentalbereich § (8) als 
Normalpolygon gewahlt. G bezeichne einen beliebigen, im Riemannschen 
Sinne meBbaren Teilbereich von §(S). GB, sei der entsprechende Bereich in 
S[xr] > 0, der mit r auch rr (r > 0) enthalte. SchlieBlich sei «,(S, GB) die Anzahl 
der ganzen g € B, mit 0 < S[g] <q. Aus den analytischen Eigenschaften der 
Funktionen g(s; S, u) wird dann nach einem Verfahren, das urspriinglich auf 
HecKE zurickgeht, und das sich auch in [4] bewahrt hat, die asymptotische 
Formel 


(27) a,(S,B8)~ = jsf? v@)q! far go 


(25) D(s; a, B) = | 


gewonnen. Hierbei ist V(%) der hyperbolische Inhalt von B. 


§ 1. Transformationen im Majorantenraum 


Allgemein sei 2“) die k-reihige Einheitsmatrix und C = C(™ eine feste 
reelle Matrix mit der Eigenschaft 


bead 0 
(28) S[C] = S,= ( 0 ane . 
Sodann wird mit reellem Y = Y.™-*" und nicht-singularem H = H™ 
(29) x-0(4,)H# 


gesetzt. Die iiber (3) hergestellte Beziehung Y + P bildet das Gebiet 

E — Y Y'>0, wie bereits in [8] festgestellt wurde, umkehrbar eindeutig auf 
den Majorantenraum (8S) ab. Die metrische Fundamentalform und das 
zugehdérige Volumenelement stellen sich in der Gestalt 


(30) dst= 0 {(E — YY’)"'dY(E — Y’ Y)d¥} 
und 


(31) dv=|E-YY'* (dY] 
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dar. Die Isometrie P + P[U-'] (U ¢€ 2(8)) entspricht der Abbildung X + UX 
und induziert im Y-Raum die Transformation 


(32) Y + (¥O,+ D,)-! (¥ 4y+ B,), 
wobei 

(33) U,= ove =(—> ua 8,[Ue]= 8 
ist. 


Ber Fall n = 1 gestattet eine etwas ausfiihrlichere Diskussion. Wir setzen 


nun 
(34) Y = y’= (yg) (6 =1,2,...,m—1), 


X =r = (z,) (a=0,1,...,m—1). 


Die Elemente von r kénnen zufolge r = C & ») h(h+ 0)als ein System homogener 


Koordinaten in® (8) “angesehen werden. J (8) erscheint nun als Bild der offenen 
Kugel y? + y3 + --- + y_, < 1. Eime umkehrbar eindeutige Abbildung von 
(8S) in den Halbraum &, > 0 vermittelt das System der Gleichungen 

















my + sh + &4,-—1 Be 
und das dazu inverse System 
_ die. 4 6 ap an Ya 
(36) = “ ao Fe , é,= l—y, (a = 2, 3,...,m— I). 


Fir die metrische Fundamentalform ergibt sich nun nach einfacher Rechnung 
der Ausdruck 


(37) dst= §*(d& + dé +---+ dé _,). 


$(S) ist demnach mit dem (m — 1)-dimensionalen hyperbolischen Raum 
identisch und der Laplace-Beltramische Operator lautet 


a 

(38) Ag= Pe a5 (8 ae): 

Von besonderem Interesse ist eine geometrische Interpretation der Funktion 
-w = (S[X])-*[X’ Sg], wobei g eine von 0 verschiedene Spalte bezeichnet. Im 
vorliegenden Fall ist also, wenn q = (g,) (« = 0,1,...,m— 1) durch g = Cq 
eingefihrt wird, 

m—1 -1 m—1 2 

=(1 rs > #) (10+ Zs) 


(39) 


m—1 


2 
_ ig {orn de £425 tbe + Go- | 


Wir setzen voraus, dal 


(40) S{g] = Sola] =t 
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von 0 verschieden ist. Entsprechend dem Vorzeichen von ¢ l4Bt sich eine 
Isometrie (&,) > (&,) angeben, so daB 





7(22 8st Baty pie sie 
(41) w= #\2 a 
-1(3) fir t<0 
g, 
wird. Nun ist, wie leicht festgestellt werden kann, 
te ~ Poe A. 
(42) + 4+ + rt! _ 90,60 , 





wenn @ den hyperbolischen Abstand vom Punkt &, «1, E,=0 (a> 1) be- 
zeichnet und 


(43) 5 — Sino, 


wobei jetzt |g| den hyperbolischen Abstand von der hyperbolischen Ebene 
£,= 0 bedeutet. Beachtet man noch, da8 im Falle ¢ < 0 die durch 


m—1 m—1 
(44) (Yo+ 9%) a &+2 2 dabat G-n=9 


bestimmte hyperbolische Ebene mit dem in S[r]>0 gelegenen Teil der 
Polaren zu g beziiglich der Hyperfliche S[{r] = 0 identisch ist, so kann auf 
Grund dés Invarianzcharakters von g leicht geschlossen werden, daB 


tCos*o fir t>0, 
w= 


(45) -tSinto far t<0 


gilt, wobei e = o(r, g) im Falle t > 0 den hyperbolischen Abstand der Punkte r 
und g und im Falle t < 0 vom Vorzeichen abgesehen den hyperbolischen Ab- 
stand des Punktes x von der zu g gehérigen Polaren bezeichnet. 

Die Relationen zwischen den Automorphismen U von‘S und den Be- 
wegungen des hyperbolischen Raumes lassen sich im ternadren Fall m = 3, 
n= 1, auf den sich die letzten Betrachtungen dieses Paragraphen beziehen, 
auf Grund einer speziellen Parameterdarstellung besonders einfach beschreiben. 
GemaB (33) geniigt die Kenntnis der Automorphismen U, von S,. Da nur die 
Abbildungen P + P[U-*] interessieren, wir folglich zwischen U, und — U, 
nicht zu unterscheiden brauchen, geniigt es, aus den Restklassen der Faktor- 
gruppe 22(S,)/{ + £} jeweils einen Reprasentanten auszuwahlen.. Das geschieht 
bekanntlich [2] durch die Parameterdarstellung 

$(@+b8+e+d) 4(—at+b*—ct+ d%) —ab—cd 
(46) U,=(4(—et— B+ 84d) (@—b'— 4d) = ab—ced J, 
—ac —bd ac — bd ad + be 


wobei a, b, c,d reelle Zahlen mit der Determinante ad — bc = e(e*= 1) sind. 
Die Abbildung (¢ 2) + U, ist ein Homomorphismus mit dem Kern {+ £}. 
Es sei nun J"(S) die Gruppe derjenigen Einheiten U = CU,C-' von S, die 
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durch (46) mit « = 1 geliefert werden. Das heiBt J°(S) hat in der Gruppe aller 
Einheiten von S den Index 2 oder 4. Diese Auswahl von /"(S) cntspricht der 
Beschrankung in der Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene auf die 
winkeltreuen Abbildungen. Wird 


(47) &=&, n=§&, tr=E+in 
gesetzt, so ist 

F b 
(48) re 


die Darstellung der Bewegung, welche durch die Abbildung P—- P[U-*) 
(U € I’(S)) definiert wird. 

Wir betrachten die Automorphismen U von S, die durch (46) geliefert 
werden und eine von 0 verschiedene Spalte g festlassen: Ug = g. Gleichwertig 
damit ist U,q=q mit g= Cq. Ist U, vorgegeben, so existiert stets eine 
Lésung q + 0; denn es ist |U,— Z| = 0 bei jeder Wahl der Parameter. Sind 
A,, die algebraischen Komplemente zu den Elementen der Matrix U,— £, 
so ist 
(49) (Aga) ae 904 So mit qo oa (b “<a —b- ¢,a — d) ° 
Unter der Voraussetzung U + E ist q,+ 0, also q durch U, bis auf einen 
skalaren Faktor eindeutig bestimmt: 


(50) G= 7% 7 +0. 
Hieraus ist t = S,[q] = 3 — @ — @ = y*(4 — (a + d)*) zu schlieBen. Die 
Matrix ( 2) ist also elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch, je nachdem 


t>0, t=0 oder ¢< 0, d.h. g ein elliptischer, parabolischer oder hyper- 
bolischer Punkt ist. Die Fixpunkte der Substitution (48) sind durch q eindeutig 
bestimmt. Es sind dies die Punkte (— ¢, + /—t) (qo + 9,)~, die wir im folgenden 
mit t,t, bezeichnen werden. Es sei Smt, > Smt, bzw. t, > tT, je nachdem 
t>0 bzw. t < 0 ist. Ist t << 0, so schneidet die Polare zu g den Kegelschnitt 
S{r]=0 in den Punkten 1,,17,. Normalkoordinaten #,o@ werden zu einem 
gegebenen nicht parabolischen Punkt q durch folgende Gleichungen eingefihrt : 





F a ££ a t=—% 
(51) t= f+ig-i=. 
(52) t= Tgt-e fiir t>0; |@| =e, = = Sing fir t<0. 


Einfache Rechnungen ergeben 


Sino do dé fir t>0, 
(53) dy — | Sine de e “dl > 
Coso do dé fir t< 0 
und 
1 a a 1 a 
(54) aad Sing tae ( ie) Sing 00 


l a a 1 i " 
tong (ap (Co8e sr) + tony Ber fir t<0. 
Offenbar hat 9 in (45) und (52) ein und dieselbe Bedeutung. 





in ¢ 


unc 


und 


mitl 


wora 
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§ 2. Der Laplace-Beltramische Differentialoperator 
Eine fir S[X] > 0 erklarte Funktion ¢(X) stellt eine Funktion aber PB (8) 
dar, wenn p(X V) = y(X) fir nicht-singulares V gilt. Q,~ Q, fir zwei 
Differentialoperatoren 2, und Q, bedeute, daB diese auf Funktionen tiber DB (8) 
dieselbe Wirkung haben. In diesem Sinne ist 


. : a@\' @ . 
(55) o(L4) = 20{(B ~ YY) ((E- YY) 55) g5-}- ao(e-y yy 55, 
mit 
(56) L= 8X54; 8 - X5y)- 
Zum Beweis wird 
0 E 
ax=C(_jy)H#+0(*,)aH 
in dg = o(ax’ 5%) y eingetragen. Man erhilt auf diese Weise 
C) 7) 0 é . i 
ay~~Aaye(s)) ar -@-NC ay 
und damit 


a 
Wegen 577 = 0 folgt 


und 
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erhellt. Mit Hilfe der Vertauschungsregeln 
(¥ sy) Y=(¥' ¥ sh) +¥.(¥' sy) V=(F Yay) + 
a 


ft 
a’ 


oY 
o(¥ a)" =0(¥(¥ de) aye) +0(¥ ay): 
| 


o(¥’ +9 P in o(¥'(¥ 55) sy) + (m —n)o(¥" +r 


¥ =(¥'35-) +nB, vy’ =(¥ 55) + (m—ny¥, 


C7) 
oY 
ee a \’ ghia 3 > a 
o(sy y'(Y ay’) )=0(¥(¥ ar) ay) + ™o(¥' sy) 
14Bt sich dieser Ausdruck schlieBlich in (55) iberfiihren. 
Die Transformation X + U X(U ¢ Q(S)) bewirkt L + U’-'LU’, laBt also 
o(L*) invariant. An der Stelle Y = 0 ist der Operator + o(L*) und zufolge 


ds*= a(d Y' d Y) auch der Laplace-Beltramische Operator 4, mit ¢ ( 7 y ) 
identisch. Da (8) ein homogener Raum und auch A, ein invarianter Operator 
ist, gilt 

(57) Asg= 
allgemein. 


Um die Wirkung von o(Z*) auf eine beliebige Funktion von w= 
(S[X])-*[X’ Sg] zu ermitteln, fithren wir 


o(L?) 


bo| = 


: 
ax’ 


a \ 


(58) T = (X'X)[X’], A=X (X 5%) 


ein und stellen zunachst fest, daB 
a ania a \' 
mit der fiir symmefrische 7’ iiblichen Definition 
: a a 1 ; 
T (ta) > gp = (e. 5 Nay) &=07 2 (6.3 2 1) 
identisch in X gilt. Mithin ist 
: i SET 
Speziell fir m(7’) = T[p] nfit konstanter Spalte p ergibt sich 
A(T [p]) = 2(T pp’ — pp’T). 
Beachtet man noch, daB (7) = n und daher 
(7-7) T = Ze 4 ; T sowie 
und mit konstanter Matrix A = A(™ auch 


o(TA)E+ 5 A'T 


a So 1 B 
gp AT=54' + y0(AE, (7 ) aAT=5 


oT 





ist, 


und 
(59) 
Weg 


also 
(60) 


Ist : 
dem 
(60) 
(61) 


iiber 
(62) 
insb 


(63) 


aller 
vom 
sei d 
mit | 
Oper 
(64) 


Sind 


gilt, | 


Die 
[d P) 
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ist, so folgt 

At (T (p) = 4 (7 — (7-34) ) (Tev'- pp’) 

= 2(m — 1) Tpp’+ 2pp’T + 2(T[p]) £ — 2(p’p) T — 2npp’ 

und somit 
(59) a(A*) (T [p}) = 4(mT [p] — np’p). 
Wegen 7? = T' ist fernez 

(A(T [p]))*= 4(T pp’ — pp’ T) 

= 4{(Tpp'+ pp’ T — pp’) T[p] — Tpp’T(p’p)}, 

also 
(60) o(A(T [p)))*= 8T [p] (T [p] — p’p) . 
Ist S= QQ, Q= Q™ und wird die Substitution X + QX, p > Qg ausgefiihrt, 


demzufolge auch A -+ Q’-'L Q’, p'p > S[g] = t, T[p]— w, so gehen (59) und 
(60) in 


(61) o(L*)w = 4(mw— nt), o(Lw)*= 8w(w — t) 
iiber. Damit erhalten wir die gewiinschte Formel 

o(L*) p(w) = o(Lg'(w) Lw) 
(62) = p(w) a(Lw)?+ ¢'(w) o(L*)w 


= 8w(w — t) p(w) + 4(mw — nt) -'(w), 
insbesondere also 
o(L?) e~ 22¥w 


63 ‘ 
( ) = 16xy [2x yu*— (22ty + +) wil e-22yw 


§ 3. Eine Greensche Formel 


Im folgenden sei [dX] das alternierende Produkt der Differentiale dz, 
aller Elemente z,, von X in festgelegter Reihenfolge. w,, entstehe aus [dX], 
vom Vorzeichen abgesehen, durch Streichen von dz,,; das Vorzeichen von w, g 
seidurch [dXj d2,,,, festgelegt. Sind A = A(™ und B= B™ Matrizen 
mit Funktionen von X als Elementen und ist A der durch (58) eingefiihrte 
Operator, so gilt mit 2 = (w,,), wie in [5] gezeigt wurde, 

A A® B(dX) — (B’ A*A’)' (dX) 
= d{A(X Q’— QX’') (AB) + (AA’) (X QD — QX')B}. 
Sind p,, die Elemente der Matrix P = X’ X, so daB 


(64) 


dp,,= > (% pd 2,4 %q4X, 5) 
e 


gilt, so folgt gemaB der Definition der w, , leicht 
dp, g(X 2’- QX')=0. 


Die Elemente der Matrix X Q’— QX’ sind demnach durch das Produkt 
[dP] = IT dp,, teilbar; denn die Funktionen p,,(« < 8) sind unabhangig, 
asp 
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lassen sich also durch mn — 2+) weitere Funktionen zu einem System 


von mn unabhangigen Funktionen von X erganzen. Es gibt also eine Matrix M 
mit Differentialformen vom Grad mn — ae 1) — 1 als Elementen, so daB 
XQ — QX'= (dP|\M 
wird. (64) wird nun nach bekannter Regel in 
AA* B(dX] — eer {dX} 
= (-1)" ~ [dP] d{A M(AB) + (AA’)' MB} 


iibergefiihrt. Die Substitution X + QX mit einem durch S = Q’ Q bestimmten 
quadratischen Q bewirke M + M*; im iibrigen hat sie 


[dX] > |Q|"(dX], A> QL Q’, P> W = S[X] 


(65) 





zur Folge. Die spezielle Wahl A = |Q| * Q’y und B=|Q| ? Q’-1y mit 
willkirlichen Funktionen g = p(X), y= p(X) ergibt damit nach erfolgter 
Spurbildung 
(66) {po(L*) p — po(L*) 9} [dX] = [€W] do{N(pLy — pL g)} 
mit 
nia+)) 

=(-1) adi “1al-n@’ M*Q’', 
wobei noch von (S-!ZS)'= — L Gebrauch gemacht wurde. Da der Kalkiil der 
alternierenden Differentialformen gegeniiber Variablensubstitutionen invariant 
ist und die Beschrinkung auf W = konstant einer solchen Substitution ent- 
spricht, so folgt nun 


(67) {pa(L*) yp — po(L*) 9} wt = do{N(pLy— pL o)}. 


Dieser Ausdruck ist gegeniiber der Substitution X + U X mit S[U] = S,|U|=1 
invariant, wenn dies fir die Funktionen g(X), y(X) zutrifft. Die Anwendung 
der Stokesschen Integralformel Sy schlieBlich 


[-{wottavy - yo(L’) 9} 15m Ww = [ oN oLy- pL g)} 
S[x 
XEDBe 


fir einen beliebigen Bereich G, im X-Raum, wenn wir mit R, den Rand des 
Durchschnitts von G, mit S[X]= W in bezug auf S[X]= W bezeichnen, 
sofern nur X, hinreichend glatt ist und die Integrale existieren. 


(68 


§ 4. Der Gammafaktor 


Es sei W,,,,(y) die Whittakersche Funktion, 


a+, 
(69) Wy;a,B,e)=y % Woa-sye a+6-1(2y) (e=+ 1) 
2 : 2 





a 


Serirer es ty 





un 


erg 


(71 


die 
I'(s 


I(s 


erge 


FP" 


worl 


(72 


erhe 





RIE SS eS WOE eS 8 i 


ee 


a Pe 
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und 
I'(s; «, B) | W(y; a, B, 1) y*-*dy. 


Diese Funktion trat als ,,Gammafaktor” in Funktionalgleichungen Dirichlet- 
scher Reihen bereits an anderer Stelle [6] in Erscheinung. Dort wurde auch 





S=8 Ti) P(e+1—a— 1 
(70) I'(s; a, B)=2 2 0 ene P p(p,1- a;8+1-a;4) 


bewiesen, wobei F(a, 8; y; x) die hypergeometrische Funktion bezeichnet. 
Die Anwendung der Identitat 


F(a, Bs y3 2) = (1 — 2-9-# Ply — a, y — B; 93 2) 








ergibt 
I'(s; a, B) 
(71) a+p_. I(s) (s+ 1—a— 8) , 
=2 ? (s+1—a) F(s,8+1-a-f;8+1-a;5). 


Zu einer Funktionalgleichung fiir J'(s; a, 8) gelangen wir auf Grund der 
Differentiationsformeln 


P(x, By; 2) =F Pla +1, B+ 1s y+ 152), 








“7 1 1 
Pa Bi 752) Ey Fe + 2 B+ Bi 7 + 22), 
die in ersichtlicher Weise 
I'(s + 1; a, B) 
a+, 
—- —s—1 I(s) '(s+1—a— 8) , . * 
=2? Tis+1—a) F(s,e+1-a-pis+1—a; 5), 
I'(s + 2; a, B) 
St? 4.3 I'(s) P'(s+1—a— 8) wt 1 
-2% —Tetine) F'(se+1-a- Bie+1-a33) 


ergeben, wenn wir noch die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Funktion ins Treffen fiihren. Derzufolge ist 


1 
P" (s,8+1-a— p;8+1—a;5) +2(B—a)F" (s,8+1—a— B;s+1—a;5)— 
l 
—48(8+1-a- f)F (s,8+1—a-B;s+1-a;5)=0, 
woraus 


(72) I'(s+2;a,B)+(B—a)I'(s+1;a, B)—s(s+1—a—p)I'(s;a, B)=0 


erhellt. . 
Eine Berechnung der Determinan 


I'(8; «, B) I'(8; B, «) 
— I(s+1;a, 8) I'(s+1; B, a) 


(73) D(s; a, B) = 
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wird durch den Umstand begiinstigt, daB diese Funktion der Funktional- 
gleichung 

(74) D(s + 1; a, B) = 8(8 + 1 — a — B) D(s; «, B) 

geniigt. Nach (72) ist in der Tat 

P(s+1;a, 8) I'(s+1; B, a) 





De+1;@B)=|_Posaep) Pett: Ba) 
=s(s+l—a- p)|_ tens i = 8(s+ 1—a— B) D(s; a, B). 
Man stellt nun fest, daB 

H(s) = D(s; a, B) 


Te) T(e+1—a—8) 
eine periodische Funktion mit der Periode 1 ist. Da H(s) fir hinreichend groBe 
Werte von o = Res regular ist, ist H (s) eine ganze Funktion von s. Wir zeigen, 
daB lim H(s) = 2 ist, woraus dann H(s) = 2 identisch in s folgt. Die Existenz 
o> @ 

des Grenzwerts ist evident auf Grund der Darstellung 

P(s) P'(s+2—a— 68) 
P'(e+1—a) P'(s+1— 8) ° 

1 1 

F (6,.1-aj8+1—a; 5) F(x,1-f:8+1—6: 3) 


— 4 F (6.1-aie+ 2-2; 4) seep? (w1- 8:02-8:53) , 


die mit Hilfe von (70) gewonnen wird. Denn es ist 
lim P(s+4) ,—alogs_ lim F (a, B:s;5) =] 





H(s) = 


| 
| 


o—>oco I(s) o— oo 
und daher lim H (s) = 2, wie behauptet wurde. Damit ist auch 
(75) D(s; «, B) = 2I'(s) '(s + 1 — a — B) 
bewiesen. 


§ 5. Thetareihen 
Um die Bildung des Integralmittelwertes g(z;S,u) der Funktion 
f(z; 8S, P)u(X) explizit auszufiihren, bediirfen wir einer geeigneten Um- 
formung der durch (1) erklarten Thetareihe, wobei zuniachst wie in [8] ver- 
fahren wird. Die Anwendung von (3) ergibt die Aufspaltung 


f(z; 8, P)=> et 42S (g)—2nyK (g) 
g 


(76) an x etizS[g) x e-27vK(Ug) | 
gIT(S) UeEer(S) 
Urlr(S,g) 


Hierin bedeutet glJ°(S) die Summation iiber ein. volles Reprisentanten- 
system der Linksrestklassen ["(S)g ganzer Spalten und UrI"(S, g) die Sum- 
mation iiber ein volles Reprasentantensystem der Rechtsrestklassen U ["(S, g) 
(in '(8)), wobei I’(S, g) die Gruppe 


P'(S, g) = {U: U € (8), Ug = g} 
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bezeichnet. Durchléuft U ein volles Reprasentantensystem der Rechtsrest- 
klassen U J"(S,g) in I(8), so bildet die Vereinigung der Bereiche (8) [U] 
einen einfach tiberdeckten Fundamentalbereich §(S,g) von J'(S,g) in B(S), 
wenn g = 0 oder — Z ¢ I'(S) ist. Eine doppelte Uberdeckung findet im Falle 
g +.0, —E ¢ I'(S8) statt. Mit 
2, falls g +0, -HeI(S) 
(77) 45(9) - nh 
wird also 


(78) g(z; S,u) = I{f(z; 8, P) u(X)} 
=, dsgnenain Ta [ e~ 2*vK sly (X) dv 
&(S,g) 


unter der Voraussetzung, daB u(X) den Bedingungen (7) geniigt. Wir ver- 
wenden im folgenden die Bezeichnungen 


W = S[(X], »=X'Sg, w= W-'[w] = K{g), 
X=OX,, X=(_.)#, Wo E-YY', Sig)=t. 


sonst 


(79) 


Um eine Integration im Y-Raum in eine solche auf W = konstant im X-Raum 
zu verwandeln, fiihren wir zunaéchst die Umrechnung der Volumenelemente aus. 
Auf Grund der Differentialrelationen 


dX =CdX,, dX,=(_ jn) + (*,) aH’ 


[4X] =|Clr(aX,]= |S] * JA "-" (a Y) (aH), 
dv |H|-* (4H) = |B — YY'|* |H|-"[a ¥) (aH) 


=|S(Xy* Afn-"[d Y) (aH) = |S |Wl * (ax), 


also 
= Sti-2 (oz % dH 
(80) S|" Wl tay = doll lt 
ist. Ferner gilt nach Hilfssatz 3 in [8] 8. 31 
dH 48 ‘sll 
(31) AL tay enor hw 
W,(H)=W 
mit 
& 
n nx? 
> 0,> IT ciel tee ° 
) there 


Sei nun ein beliebiger Bereich im Y-Raum, G, die Menge aller X, denen ein Y 
in B entspricht und g(X) eine willkirliche Funktion tiber G, so daB also 
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p(X V) = p(X) far |V| + 0 gilt. Dann ist 


1 2 St+i-e dx | 
(82) J oxyde Is 1m =f gan Sa, 
= ‘Wes. | 


denn die rechte Seite dieser Gleichung ist mit Hilfe von (80) und (81) in 


1 = dH 

— iwi f peor de) dv = _f xrae 

Cn _" ‘7 
Yew W.(H) = é@ 

iiberzufiihren, q. e. d. 

Wir wenden (82) auf das Integral in (78) an, setzen also G = $(S, g) und 
p(X) = e-**¥”u(X). An Stelle von G, tritt dann ein Fundamentalbereich 
$(S,g) in S[X]>0 beziiglich der Gruppe der Substitutionen X + UX 
(U ¢€ I'(S, g)). Damit ergibt sich 





‘ 7 
(83) g(z;8,u)= ¥ dsig)ers# x(y; S,g, 4). 
gi T(s) en (8) 
Hier ist zur Abkiirzung 
84 = x(y; 8,g,u)=|Wl -anvwy (Xx) 12%) 
(84) xl) = x(y5 8,9, w) = |W [ etxveucay 
six/=W 
X €Fo(S,g) 
gesetzt. Zu einer Differentialgleichung fiir y(y) gelangt man durch Bildung 
des Ausdrucks 








{{v? x” (y) + y(2aty+ 4 3x (y) + atyn x(y)) }iw 


Re = [dX] 
(85) = / {4x*ytut— 2xyw(2aty +S) +2tynl e aay u(X) Taw} 
s(xj-W 
XE EBuS, 3) 
1 [dX] 
= 2\ p-2ayw | 
ef eo ete EE, 
sixf=W 
X €Fo(S,g) 


wobei von (63) Gebrauch gemacht wurde. Die Funktionen u(X), e~?*¥” sind 
gegeniiber den Substitutionen X + U X(U ¢ I’(S, g)) invariant. Es ist zweck- 
maBig, hier vorauszusetzen, daB J°(S), damit auch J(S,g) nur solche Ein- 
heiten U enthalt, deren Determinante |U| = 1 ist. Die Greensche Formel (68) 
erlaubt nun, (85) wegen (57) in 
m—n—l 
+ [ e~ 8a vg (L?) u(X ina —2 x(y)|W| 
s(xf= 
X € Fe(S,g) 

iiberzufiihren; denn das Randintegral verschwindet, da sich der Rand des 
Integrationsbereiches aus paarweise beziiglich J'(S,g) aquivalenten Stiicken 
mit entgegengesetzter Orientierung zusammensetzt und der Integrand des | 


Randintegrals gegeniiber ['(S,g) invariant ist. Damit ist die Differential- 
gleichung 


(86) vx" (y) + y(2aty+ 3 F) x'(y) + (atyn+ 4 5) aly) =0 
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bewiesen. Sie besagt im Falle g = 0, daB 


(87) Al{u} =0 


ist. Fortan sei g + 0. 
Im Falle t = 0 ist, wie man leicht bestatigt, die allgemeine Lésung von (86) 
in der Form 


(88) xy) = agy® Wo (y, > + r) + boy? 


mit gewissen Konstanten ap, 6, darstellbar, wobei » die Lésung von 











(89) v(v+m—2)+4=0, =~ Imrz0 
und 
(90) Woly, v) =F —- zoe See" — yp? 
gesetzt ist. 
Im Falle t + 0 ergibt der Ansatz 
(91) xly) = alaltly)* mW (aitly; "5", Mt B=" | ognt) 
mit konstantem a fir die Funktion 
W(y) = W(y; a, B, e) (= 1) 
zufolge (86) die Differentialgleichung 
(92) yW"'(y) + (a + B) W'(y) + ((a— B)e — y) W(y) =0 
Wir werden damit wie in [6] auf die schon in § 4 genannte Funktion 
a+p 
(93) Wyse Be=y = Wome a+p-1 (29) 








se 
gefiihrt. Eine andere, von (93) linear unabhangige Lésung von (92) kann wegen 
ihres Verhaltens fiir y + co in der Darstellung von y(y) nicht auftreten. 
Nachdem die Integrale z(y) explizit berechnet sind, kénnen wir nun daran 
gehen, fiir die elliptischen und hyperbolischen g (d. h. also t + 0) Gewichts- 
funktionen y(S,g,u) in verniinftiger Weise so einzufiihren, daB yu(S, g, 1) 
mit dem Siegelschen Ausdruck 


aad 1- "ot (dX) 
(94) #(S,9) = Om—n-1 |S] * {(w — t)| WI} , awliaW) 
T35-0 
x cme (S,g) 
iibereinstimmt. Die Invarianzbetrachtungen in [8] zeigen, daB u(S,g) von 
W,w, also auch von W-*[w] = = w nicht abhingt. Eine formale Umformung 
ergibt zunachst 


oo 


(95) xy) = [eto — ty we * @(w) dw 
Math. Ann. 138 ‘ 
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mit w,= Max (0, t) und 





(96) gy (w) = y (w, 8, g, u) = i u(X)o, | 
S(xX)=6 
W-(X’Sg] =w 
X €Fe(S, g) 
wobei w das in gewissem Sinne invariante Volumenelement 
- 3 ~ 2t+i-s dX 
(97) w=(w-)* wt |W? aeaw 


bezeichnet. Speziell fiir u = 1 ergibt die Anwendung von Hilfssatz 3 in [8], 
8. 31 


p(w, S,g, 1) 





a bi 1-2-8 [aX] -2 2-1 (dw) 

pre fi ra be See (dw) (dW) wie “ae 

—e X’Sg=w 
X €§F.(4S,g) ‘ 

— BSD) yoy re pra? em) _ (S900. pg 5" 

a vert a A Al Dal Ts on a 
Damit ist die Definition 
(98) (8,9, w) = SE STF ply, 8, 9,0) (t+ 0) 





nahegelegt. Es bleibt zu zeigen, daB gy (w) an der Stelle w, verniinftig, d.h. stetig 
oder zumindest stetig erklarbar ist. g(w) kann nun aber explizit angegeben 
werden. Zufolge 


oo 
“an n 


alyene | e~ 8298 (w + wy—t) ® *(w r we)? p(w + Wy) dw 
0 


und (91) ist | 
a(SY)s ot w(t, Ste, moet? | agnt) 


> > 
“ - 


die Laplace-Transformierte der Funktion 


(99) (w+ wy—t) ® | (w+ we)? | g(w + wp), 





diese also durch erstere eindeutig bestimmt. Mit ¢ = sgnt gilt nun nach (93) 
und [1], 8. 294 (9): 
(100) a cy e + w (+ : ae r , meld = - sgnt) 
it \_™ ty = 
7 (4) i W on m)é m+29-—2 (\¢| y) 
: 4 7 4 
/ e-¥” f(w) dw 


6 
mit 


f(w) = Px} ero = ae me 1 (r( m + ao \)" 1 
F| (m—2n)e+m+2r (m—2n)e—m—2v | ay Vas. . ©) 
4 , z : ; pal 
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Diese Funktion ist also bis auf den konstanten Faktor a mit (99) identisch. 
Damit erhalt man fir ¢ > 0: 


(w + = p(w + t) 











a2* - 4 m—n+y n+v m—n. w 
- (252) a1 - 
r } 
2 
a2* 2" w\%-1 y m+yr m—n w 
~F() T (0+ SPT P(- pA A s - FZ). 
“> 
also 
2¢ 1 —_ 
(101) p(w) =———t * r(-5 2S" 1,75" 51-5) ¢>0 
r{2=5) 
2 , 
fiir t < 0 hingegen: 
(w—t) * * g(w) 
a2" ; n+ m—n+v n w 
rey Ee ae) 
2 
_ art ‘ (1 " w 2 P| vy m+y 1:2.” 
r(%) " -+) rt Bare -15 357) 
2) 
also 
a2‘ 1-4 vy m+y n w 
(102) p(w) = —— bh *§ F(-+. = i gi5 (¢<0). 
r(}) 
Allgemein ist demnach 
" ae 3 
(103) a=2 ep (Aten) 3 * @ (we) 


oder, wenn wir die Gewichtsfunktion einfiihren, 


TLE G8 pgs (A t— eae) 


(104) a=2* \t| Om—n-1On-1 4 


SchlieBlich fahren wir noch in Analogie zu [8], (13) das Maf 
1 a ae 

(105) (8) == OnOm—nl S| * VS) 

mit 


: lL’ im Falle —-£¢J(S), 
(106) } 


2 im Falle —£¢ J(S) 


ein, so daB® nach (77) im Falle g + 0 auch j = d¢(g) gilt. 
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Auf eine Definition der Gewichtsfunktionen y(S, g, u) fiir die parabolischen 
g soll hier verzichtet werden. Wird zur Abkiirzung noch 





(107) M(S,t,u)=  w(S,g,u) (t+ 0) 
nie 
und 
-F Fug 
(108) a,(S, u) = Mkt Mie (t + 0) 


p (mt) 408) 


gesetzt, so kann auf Grund der Formeln (83), (88), (91), (104), (105), (107), (108) 
mit gewissen Konstanten a(S, u), By(S, u) fiir 
(109) h(z; 8, u) = (ay) * g(z; 8, u) 
die folgende Entwicklung notiert werden: 
h(z; S, u) = a(S, u) Wy (y, > + ») + B,(S, u) + 
+ Z a(S, uel? —*W(ilys ZF”, "E+", agnt) ents, 
t+#0 
Ist S[r] keine Nullform, also notwendig m < 5, so gilt diese Darstellung mit 
a(S, u) = 0, By(S, wu) = I{u}; denn wenn J {u} + 0, dann ist nach (87) A = 0, 
also auch vy = 0, so daB stets I{u} = I{u} (xy) * ist 
Der Beweis der Funktionalgleichung 

1 - a 
(111) i(—+; 8, P) = [sf * (—iz)* Gz) 
ist nach den Angaben in [8] mihelos 2u erbringen, so daB hier nicht darauf 
cngegngs zu —_— braucht. Da zur Darstellung von $(S-') die Matrix 
x= 8X- so(* +) H in gleicher Weise dienen kann wie X = o(_ . ~ A fiir 
(8), so erhalt man aus (111) durch Bildung der Integralmittelwerte mit 
u(X) = u(X) die Transformationsformel 
(112) g(—+; 8, u) = [sf (—i2)* G2) ge; S4,%). 


Man sieht leicht ein, daB u und @ zu demselben Eigenwert A gehéren. Zusammen 
mit 


(110) 





f(z; S-*, P-*) 


(sca) t= (— ia)? (62) (yy * 
folgt damit 
1 7 
(13) -h(—+; 8,u) = Js (-i2y"® Gz)” FG; 84,2). 


Auf Grund der Entwicklung (110) ist nach [6] bereits evident, daB A(z, S,u) 
von dem Operator 


a 








a a m—2n. m a 
(114) v' (ja + ar) + 5 iyget+ ($+) v5 











a A oe Oe 
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annulliert wird. Damit ist auch bereits nahegelegt, die in [6] entwickelte 
Theorie der Dirichletreihen mit Funktionalgleichungen auf A(z; 8,u) an- 
zuwenden. 

Die Beziehung, die zwischen g und u(X) in der Gewichtsfunktion y(S,g,u) 
zum Ausdruck kommt, kann nur im Falle n = 1 relativ einfach beschrieben 
werden, weil g und X dann gleichartige oder duale Gebilde der projektiven 
Geometrie bezeichnen. Bis auf einen konstanten Faktor stimmt (4, g, u) 
im Falle t > 0 mit u(g) iberein und im Falle ¢ < 0 mit dem Integralmittelwert 
von u(r) iber einem Fundamentalbereich auf der Polaren zu g beziiglich der 
Gruppe J°(S, g), sofern n = 1 ist. Fiir den terndren Fall (m = 3) soll dies nun 
unabhangig von den bisherigen Untersuchungen naher ausgefihrt werden, 
wobei wir uns der speziellen, in § 1 angegebenen Parameterdarstellungen des 
Majorantenraumes bedienen. 


§ 6. Der ternire Fall 


Im folgenden wird angenommen, daB S [x] eine ternare Form der Signatur 
(1, 2) ist, welche 0 rational nicht darstellt, womit das Auftreten parabolischer 
Punkte g ausgeschlossen ist. u(r) ist nun eine eindeutige Funktion der durch (47) 
eingefiihrten komplexen Variablen t = § + i. An Stelle von u(r) werden wir 
daher meist u(r) schreiben. J°(S) wihlen wir geméB den Angaben von § 1, so 
daB stets d,(g) = 1 ist. Der Einheitengruppe [(S) entspricht eine Gruppe 
I'*(S) von Matrizen 4 2) mit reellen a,b,c,d und ad —be=1. I*(S,g) 
sei die Untergruppe von J*(S), welche der Einheitengruppe J"(S, g) entspricht. 
Wir setzen voraus, da8 — Z in [’*(S) und J"*(S, g) liegt. [°*(S) ist, worauf dem 
Sinn nach bereits in [2] hingewiesen wurde, eine Grenzkreisgruppe erster Art im 
Petrerssonschen Sinne ohne parabolische Substitutionen, so daB es einen 
kompakten Fundamentalbereich §*(S) beziiglich J°*(S) in der Halbebene 
n> 0 gibt. §*(S,g) bezeichne einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe 
I'* (8, g). 

Ein Vergleich von (78) mit (83) zeigt, daB im vorliegenden Fall 


(115) z(y) = x(y; 8, g, u) = |S} ' If e~22 vy (zr) dv 

$*(S,9) 
ist. Die Berechnung dieses Integrals wird fir elliptische und hyperbolische g 
getrennt durchgefiihrt. Wir operieren in jedem Fall mit den durch (51), (52) 
eingefiihrten Normalkoordinaten. 

1. Es sei t > 0. Dann ist J"(S, g) eine endliche zyklische Gruppe. Ihre Ord- 
nung — wir nennen,sie £(S, g) — stimmt mit der halben Ordnung von J"*(S, g) 
iiberein. Ein erzeugendes Element von J"(S, g) bewirkt in der hyperbolischen 
Ebene eine Drehung um den Winkel 22/£(S, g). Mithin ist 


oo "2x 
TF Nie . , 
x(y) = ES) / | ee ° w(o, @) Sing do dé, 
6 06 





308 Hans Maass: 


wenn u(t) = w(o,@) gesetzt wird. Wird w(o,#) in eine Fourierreihe ent- 
wickelt : 
> w(o,8)= 2 w,(Cosg) e**, 


so ist die Int’ ation fiber ? auszufiihren. Man erhalt 


sit 
x(y) = asa f eat 49 wo (p) dp. 
1 





mu .. ”' coniigt auch w»(Cosg) der Wellengleichung, so daB® zufolge (54) 
(1 — p*) ag (p) — 2p.a5(p) + ¥(v + 1) a (p) = 0 


ist. Die Substitution p?= 1 — q fiihrt auf die hypergeometrische Differential- 
gleichung 





FY 
Se + (5 1) pe FN, 


94 — 1) Ga a7- Ya 4 o=9 


mit dem Hauptsystem 
+1 v +1 
F(—$ 73-19), F(—5 7}: 14) logg.\. 


Die zweite Lésung scheidet wegen ihrer Singularitaét in g = 0 aus. Wie man 
leicht sieht, ist w.(1) = u(g) und folglich 


wo(p) = u(g) F (— 5,7 :1;1-p), 





mithin 


2x \\si 4 4 i de hie 
a ee ie ea 
1 


oo 





cL en, » oth») dg 
= Fag Vert | ert R(-3,75- 315-9) ag 
0 
n|\si[ a pe ee ae 
on “B(s.a) “(9¢ 2 fie 2 tve P(1 + og 31; q)aq 
0 
2 tag t 


7 es ste. 89 
= ——B(s,g)  “(G) (uty)? € tW (xty; we if 


wobei von (100) Gebrauch gemacht wurde. Der Vergleich mit (91) und (104) 
liefert die Formel 


“tt 
(116) u(8, 9, u) = =u (a) (t> 0). 





2. Es sei ¢< 0. Nun ist J’(S,g) eine zyklische Gruppe vo. hyperbolischen 
Substitutionen. Hat U ¢ (8, g) in Normalkoordinaten die W.-kung ¢ > kt, 








w( 
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so nennen wir |logk| mit H. Huser [3] die Verschiebungslinge von U. Die 
Verschiebungslinge einer erzeugenden Transformation in J"(S,g) werde mit 
1 =1(8,g) bezeichnet. Als Fundamentalbereich $*(S,g) kann der Bereich 
0<8</ genommen werden. Wir stellen u(r) als Funktion von op, # dar: 
u(t) = w(o, 8) und erhalten so 


o | 
z(y) = Ist? J [ entre a(e,0) Cone de dd 


w(o, 8) gestattet offenbar eine Fourierentwicklung der Art 
2xid 


w(o, 0) = y w@,(Sine)e # 


Die Integration iber # kann somit ausgefiihrt werden und ergibt 


xiv) = |S * 8,9) [ Anton) dp. 


Die Wellengleichung nimmt fiir w,(p) gemaB (54) die Gestalt 
(p+ 1) wo (p) + 2pmo(p) — v(v + 1) a (p) = 0 


an. Die Substitution g = — p* fiihrt auf die hypergeometrische Differential- 
gicichung 








d*w, + (5 >) da, v(v+1) 
7? 


qq-1)4 3!-3s) a - a %~=9 


mit dem Hauptsystem 
y etl 1) 4 » Inv 3. 
F(-5,.7} 3549), g F(1+5, 2 »9 q) - 


Da bei der Berechnung von y(y) nur der in p gerade Bestandteil von w,(p) 
einen Beitrag liefern kann, so folgt 








x(y) = IS[* 18, 9)09(0) f emtv* P(- 5212 pt) ap 


T 4 +1 1 d 
= IS U8, 9)040) f emteer(-5,°F*, 55-4) a 
0 


=2* a |S] * 1S, 6) c9(0) (alt y)* ea! W(xt1ys-3~, =F”, -1), 


ebenfalls wieder mit Hilfe von (100). w,(0) kann offenbar als Integralmittelwert 
von u(r) langs der hyperbolischen Geraden £ = 0, die wir schon als Polare 
zu g beziiglich des Kegelschnitts S[r]=—0 erkannt haben, angesprochen 
werden. Wir diirfen diesen Mittelwert mit u(g) bezeichnen, weil u(r) fir 
S[r] < 0 noch nicht definiert ist. Der Vergleich mit den allgemeinen Formeln 
(91) und (104) ergibt schlieBlich 


(117) a(S, g, u) = isp i tas, g)u(g) (t<0). 
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§ 7. Dirichletreihen 


Jeder Funktion h(z; S, u) 1aBt sich nach dem in [6] entwickelten Ver- 
fahren ein Paar von meromorphen Funktionen zuordnen, die in Dirichletsche 
Reihen entwickelbar sind und Funktionalgleichungen vom Riemannschen 
Typus geniigen. Zur Durchfiihrung bediirfen wir der folgenden Reihen: 


F(y; 8, u) = ¥ a(S, uit? W(mielys SF, sgnt 
t+0 

Gly; 8, u) = F sgntay(S, ule * W(xitlys "ZF", "—F**, sgnt), 
t+0 


(118) A(y; S,u) = G(y; S,u) + ma 2” Ply; S,u), 
m 
F*(y; S,u) = a(S, u) Wo (y, c v) + Bo(S, u) + F(y; S, u), 
H*(y; 8S, u) = G(y; S, u) + ae F*(y; S,u). 


Die Beziehungen, die sich aus (113) ergeben, wenn man z = (0) setzt und die 
Ableitungen nach z an der Stelle x = 0 bildet, lassen sich in die Gestalt 


P+ (5; 8,u)=|Sf! y?*" F*(y; 8-4, @), 
(119) : 
H* (= —; 8, u) = — |S] ys ** H*(y; S-1, a) 


bringen. Die ungestirnten Funktionen geniigen daher den Transformations. 
formeln 


1 - S oe ~ 
P (5; 8, u)=|Sf? y? " F(y; $4, a) + 


+ IS] ty: ** lag(S-1, a) W, (y, 3 + v) + By(S-}, a)| - 


_ la9(S, u) W, (7.4 a r) + Bo(S, w)} 
und 
y Sg a 
H(>;8,u)=—|Sf* y?" H(y; 8,2) 
. ae —™ ist yi fag", i) toe >t r) + Bo(S-*, a)| + 


mart { 


heer Te \%o(S, u) We (7+ + v) + Bo(S, w) ° 


Fir die Funktionen 


(120) &(s; S, u) = fPwss, u)y*—dy, n(s; 5, u) =f Hly; 5, u)y*-*dy 
0 








ie 
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ergeben sich damit nach elementaren Integrationen in bekannter Weise die 
Darstellungen 


~ @ 40-5 »\| 4 
&(s; S,u) = yP (ys 8, u) + |S] :' % P(y; S-*, ay} ; 
i 





, a(S, u) -4 a (S-, a) 
(121) + - — + |S] a A a 
s(e+1-F-») (s—1)(s—}-») 
_ Bo(S,u) -¥_B,(S-*, a) 
ae 2 + |S] i m ne ps 
2 
und 


tort +92 . a 
n(s8; S, u) f(y: S, u) — | S| yi H(y; S 1, @)| 7} + 
i 


ils -1¢ 8 
(122) + as |S] + 4 =(—9) = Si 3 Ho ( s) + 
(—1)(*— 3») s(e+1— 3 -v) 
-} Bo(S-*,a%) | Bo(S,u) 
Hee oh hee ea 
yy — 9 


Andererseits erhalt man durch gliedweise Integration unter Verwendung der 
in § 4 diskutierten Gammafaktoren, wenn man noch 


Wy; «, B, —1) W (y; B, a, 1) 


beriicksichtigt, 
n+yr m—n+y y . 4 
a E(s; 8S, u) = xT (6, 7 ‘ > ) (s- x3 S, u) +. 
( ) : _sml m—n-+v n+p) v » 
+2 r'(s;— 3 cee )v(s-33 8.x) 
und 
m—2n 
n(s; 8, u) = "==" &(s; 8, u) 4 
n+y n—n+Y { ” . 
(124) + eT (04 15 "F” , MF") (0-5 55,4) 
— aT (s+ 1: a 2s : ) ols * : &, u) 


mit 


S” «,(S, u) t? a p(s; S,u)— XS «,(S, u)|t\* 


— — 


>0 t<0 


(125) p(s; S,u) = 
t 


Der meromorphe Charakter der Funktionen &(s;S,u) und »(s; S, u) ist 
evident auf Grund der Darstellungen (121) und (122). Die Relationen (123) 
und (124) lassen sich nach g und y auflésen, da die hier auftretende Nenner- 











determinante D(s; ) nicht verschwindet. Mit (75) ergibt sich 








Mies 














e+1-3-» 








oe 














ars Tere ve 


Man erkennt nun, daB auch die Funktionen g(s; 8, uv) und p(s; S, u) mero- 


Die Formel (71) zeigt unmittelbar, daB J"(s; «, 8) in der Halbebene 

o = Res > Max(0, Re(a + B) — 1) 
regular ist. Aus (89) entnehmen wir noch 
2—m+ V/(m — 2)?- 4A), 
wobei dic Wurzel eine nicht-negative reelle Zahl ist oder positiven Imaginarteil 
hat, je nachdem0 < As ss oder 4 >"> : gilt. Mithin sind » (s ~ 4 ; S,u) 
und y (s - ; ; 8, u) in der Halbebene 
om fir 0<A<-—>- 
(129) o> Max (0, -—+ Rev — 1) = 
héchstens dort singular, wo €(s; S, u) und »(s; S, u) — sind. Nach (121) 
und (122) kann es sich héchstens um die Stellen 1 und “5 
handeln. Hieraus schlieBt man, daB ~(s; 8, u) und p(s; Py u) in der Halbebene 


— + yin der s-Ebene 


i (m + 2+ V(m — 2)? fir 0< A<">— 





regular sind. Es kann also zu jedem Eigenwert A = 0 eine positive Zahl 6= 6(A) 
so bestimmt werden, daB fiir m > 3 die Funktionen (s; S, u) und p(s; S, u) 


in der Halbebene o > + — 6 regular sind mit Ausnahme des Punktes s = 





fi 


i 














Verteilung der Punkte in Gittern mit indefiniter Metrik 313 


falls A = 0 ist. In diesem Fall sind noch die Residuen von Interesse. Sie lauten 














Res 60d se spt (SS 4 pls), 
= (3) . 
Bea wt 8.) = a Wt (SEHD + AE) 
mit 
no (Fe As* 9) + E* r(F 25", 9), 
po (FF. AF) tr (FE). 


Allgemein handelt es sich bei diesen Zahlwerten um den Wert der Funktion 
I'(s + 2; «, B) + (B — «) I'(s + 1; a, B), 

welche mit Hilfe von (71) und (72) in 

s(s + 1—a— B)I'(s; a, B) 








a+, 
ee -—# ['(s+ 1) (s+ 2—a—68) i, She ia 
=2 3 Te+i-a F(s,8+1-a-£;8+1-a;5) 
iibergefiihrt wird, an der Stelle s = « + # — 1. Man erhilt 
+8 Tig + £) 


P(a+ B+ 1; «, B) + (B-— a) P(a+ B; a, B)=2°~ TA 
damit auch 


“la 








(131) — S,u) = 2'~ 


oe 7)" 


o = i S-!, i) , (8-3, i) 
132) ee 9-5 a om Cla + 9S). 


i B,(S-*, a) 
Ble) 





wobei A = 0 vorausgesetzt wurde. 

Beziiglich des Verhaltens in einer Halbebene o 2 a, ist mit den iiblic hen 
Schliissen zu zeigen, daB p(s; S, u) und p(s; S, u) fiir |G%m-s| > co gleichmaBig 
in o héchstens wie e°'5™*! wachsen, wobei C eine positive Konstante ist. 


§ 8. Verteilung von Gitterpunkten im terniren Fall 
Die Voraussetzungen von § 6 beziiglich S werden wieder eingefiihrt und 
bis zum SchluB beibehalten. Nun ist, wie in § 5 ausgefiihrt wurde, 


a(S, u) = a (S-1,a)=0, B,(S, u) = B,(S-', ad) = I {u}, 
also 
Res ¢(s; S, w= 2 2] S| Eu}, 
(133) i 
Res p(s; 8, u)=2° n Higy trey}, 
s=4 
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auBerdem den Formeln (105), (107), (108), (116), (117), (125), (131), (132) 
zufolge 





ain u(g) ' 
9 (8; 8,u) = ake Eis) (SIs)-* 
(134) a (g] >0 
y(s; S,u) = Bd I 2d 1S,g) u(g) |S{g}i-*. 
gl I(8) 
S(g)<0 
Die Gleichungen (133) sind allgemein giiltig, da im Falle 2 > 0 der Mittelwert 
I{u} verschwindet. 

Da J’*(S) Grenzkreisgruppe erster Art ohne parabolische Substitutionen 
ist, so hat As, wie W. Rogtcxe [7] gezeigt hat, ein diskretes Spektrum; 
d.h. die Eigenwerte 4(>0) haben endliche Vielfachheit und haufen sich im 
Endlichen nicht. Insbesondere hat 4 = 0 die Vielfachheit 1; die zugehdrige 
Eigenfunktion ist konstant. Ferner laBt sich jede zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion f(t), die gegeniiber /°*(S) invariant ist, in eine gleichmaBig 
konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen u(r) entwickeln und jede 
stetige, beziiglich J°*(S) invariante Funktion durch endliche Linearkom- 
binationen der u(t) gleichmaBig approximieren. 

Es sei S* ein beliebiger, im Riemannschen Sinne meBbarer Teilbereich des 
kompakten und im gleichen Sinne meBbaren Fundamentalbereichs ¢* (5S), 
den wir uns als Normalpolygon gewahlt denken kénnen. G, und §,(S) seien die 
entsprechenden Bereiche in S[r] > 0, die mit x auch rx (r > 0) enthalten mégen. 
Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist der Nachweis der asymptotischen 
Relation 


- 1 
(135) = tew~ 
sco, (5,9) 
0< Sis)s¢@ 


Dabei is» V(%,) = V (%*) der hyperbolische Inhalt von G*. Ist /(r) = f(r) die 
charakteristische Funktion von G*: 


1 far 1rcéB*, 
a4 


2 ‘— . 
> 15] 1 Y(@,)q? far goo. 


0 fir 1 eG*(S) — B* 
und ist {(t) iberdies gegeniiber 7"* (8) invariant, so kann (135) in der Form 


7 f(g) 2x oh Bis 
ocas) 2(S-9) 3 ISI q 
0<Si(gis¢ 


geschrieben werden, wenn allgemein unter (/, g) das Skalarprodukt 


(f,9)=_f flt)g(t)dv 
#*(S) 


zweier reeller, beziiglich J°*(S) invarianter Funktionen /(t), g(t) verstanden 
wird. Der Beweis von (136) kann wegen der Linearitét dieser Beziehung in f 
mit den in [4] angegebenen Schliissen erbracht werden, indem man die 
charakteristische Funktion f(r) zunachst in gewisser Weise durch eine stetige 
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Funktion approximiert, diese wiederum durch endliche Linearkombinationen 
der Eigenfunktionen u(r), so daB (136) nur noch fiir eine Eigenfunktion u(r) 
an Stelle von f(r) gepriift zu werden braucht. Diesen Spezialfall beweist man 
mit Hilfe eines allgemeinen Tauberschen Satzes (Hardy-Littlewood), der auf 
y(s; S, u) angewendet wird. DaB p(s; S, u) die Voraussetzungen dieses Satzes 
erfillt, wurde in § 7 festgestellt. SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB es in 
*(S) nur endlich viele elliptische Fixpunkte gibt, so daB #(S, g) meist | ist 
und (135) auch giiltig bleibt; wenn man H(S, g) durch 1 ersetzt. So wird man 
auf die eingangs genannte asymptotische Gitterpunktsformel (27) gefiihrt. 
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Holomorphiehiillen zu K-vollstandigen 
komplexen Riumen 
Von 
Hans KERNER in Miinchen 


Einleitung 


Im Jahre 1932 hat P. THuLLEN [19] gezeigt, daB man jedem unverzweigten 
Riemannschen Gebiet eine unverzweigte Holomorphiehille zuordnen kann. 
Der Begriff der Holomorphiehiille stellt fiir die Behandlung vieler Probleme ein 
wichtiges Hilfsmittel dar. Die Entwicklung der Funktionentheorie wie auch 
der Topologie hat in jiingster Zeit dazu gefiihrt, auch verzweigte Riemannsche 
Gebiete und, noch allgemeiner, komplexe Raume zu betrachten. Es ist daher 
erwiinscht, fiir allgemeinere Gebilde, als es die unverzweigten Riemannschen 
Gebiete sind, Holomorphiehiillen zu definieren und deren Existenz nachzu- 
weisen. 

Wir zeigen in §1, daB man jedem verzweigten Riemannschen Gebiet 
(X, ®, C0") eine Holomorphiehiille zuordnen kann (Satz 2)'). Man ersieht 
jedoch an Beispielen, die bereits 1957 von H. Gravrert und R. Remmert ([9], 
[10]) angegeben wurden, daB diese Holomorphiehiille im allgemeinen nicht 
invariant gegeniiber biholomorphen Abbildungen ist. Sie hangt vielmehr von 
-der Projektionsabbildung ® ab, durch die der komplexe Raum X iiber dem C” 
konkretisiert wird. Wir nennen daher diese Holomorphiehiille die ®-Hiille. 
Nun ist bekannt, daB die von P. THULLEN definierte unverzweigte Hiille eines 
unverzweigten Gebiets gegeniiber biholomorphen Abbildungen invariant ist 
(H. Cartan [4], VII, théoréme 2). Von diesem Standpunkt aus betrachtet, 
stellen also die ®-Hiillen noch nicht das genaue Analogon zu den unver- 
zweigten Hiillen dar. Wir miissen uns daher die Frage stellen, ob man jedem 
verzweigten Riemannschen Gebiet eine von der speziellen Konkretisierung un- 
abhangige Hille zuordnen kann. Dieses Problem wird in § 2 behandelt und 
die Frage im positiven Sinne beantwortet. 

Wir zeigen in § 2, daB es méglich ist, jedem K-vollsténdigen komplexen 
Raum eine Holomorphiehiille zuzuordnen (Satz 3). Diese Hiille nennen wir die 
K-Hiille. Sie ist invariant gegeniiber biholomorphen Abbildungen. 

In §3 untersuchen wir Beziehungen zwischen ®-Hiille und K-Hiille. Ist 
(X, ®, OC) ein Riemannsches Gebiet, so ist X ein K-vollstandiger komplexer 
Raum. Man kann daher die ®-Hiille und die K-Hiille bilden. Die ®-Hiille ist 
als offenes dichtes Teilgebiet in der K-Hiille enthalten. Die beiden Hiillen unter- 
scheiden sich genau um die Entartungsmenge der in die K-Hiille fortgesetzten 


: 1) Diese Aussage wurde auch von R. Iwanasur [12] und G. Scursa [17] bewiesen. 
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Abbildung ® (Satz 4). Wenn die ®-Hiille von der K-Hiille verschieden ist, so 
ist die ®-Hiille sicher nicht holomorph-konvex (Satz 6). (Vgl. dazu die von 
H. Gravert und R. Remmert in [9] angegebenen Beispiele.) Fir unver- 
zweigte Gebiete stimmen ®-Hiille und K-Hiille mit der von P. THuLLen 
definierten unverzweigten Hiille iiberein (Satz 8). 


Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Professor Dr. K. Stern fiir wertvolle An- 
regungen und Ratschlage zu danken. 


§ 0. Vorbereitende Bemerkungen 

Die im folgenden verwendeten topologischen Begriffe wie ,,eigentliche 
Abbildung“, ,,nirgends zerlegende Menge“ usw. seien wie in [3] und [18] 
erklart. Unter einem Filter § auf einem Raum R wollen wir in dieser Arbeit 
ein nichtleeres System von nichtleeren Teilmengen von R verstehen, das die 
Eigenschaft besitzt: Zu U, V ¢& existiert immer ein W ¢F mit WCUNV. 

Eine Abbildung g:R,~> R, eines zusammenhangenden topologischen 
Raumes R, in einen topologischen Raum R, heiBe nirgends entartet, wenn fir 
jeden Punkt p,¢ R, die Faser ? (p.)C R, héchstens aus isolierten Punkten 
besteht und g(R,) eine offene Menge von R, enthilt. 

Wir beweisen einen Hilfssatz, den wir spéter mehrmals anwenden werden: 

Hilfssatz 1: Hs seien X und Y lokal-kompakte lokal-zusammenhiingende 
Hausdorffsche Riuwme und w: X - Y eine stetige nirgends entartete Abbildung 
von X im Y. Ist dann F ein Filter von zusammenhingenden Teilmengen von X 
und konvergiert der Filter p(@), so gilt: Entweder besitzt § keinen Beriihrpunkt 
in X oder F konvergiert gegen einen Punkt von X. 

Beweis: Es sei x € X ein Beriihrpunkt von §. Wir zeigen, daB dann F 
gegen x konvergiert. Zu jeder beliebigen Umgebung A von =z gibt es eine 
Umgebung U von z, Uc A, mit folgender Eigenschaft: g | U*) ist eine eigent- 
liche Abbildung von U in eine Umgebung W von ¢(z) (Vgl. K. Srern [18], 
Hilfssatz 3). Es sei W, eine. Umgebung von (=), die relativ-kompakt in W 
liegt. Dann ist U,: = e(W,) AU eine Umgebung von z mit U,c U. 9(§) 
konvergiert gegen g(x). Daher gibt es ein F €G mit o(F)c W,; also ist 
Fc o((F))C ¢(W;). Die Menge F7\U=:F, ist nicht leer, weil z ein 
Beriihrpunkt von ist. Wir betrachten nun F als Teilraum von X, versehen mit 
der induzierten Topologie. Beziiglich dieser Topologie ist F', eine offene Teil- 
menge von F. F, ist auch eine abgeschlossene Teilmenge von F, denn jeder 
Haufungspunkt p von F,, der in F liegt, gehért wegen F, Cc U,¢ U zu U; daher 
gehért p zu F -\ U = F,. Also ist F, eine nichtleere offene und abgeschlossene 
Teilmenge von F. Nach Voraussetzung ist F zusammenhangend; somit ist 
F = F,, also FC UCA. Das bedeutet, daB es zu jeder Umgebung A von z 
ein F ¢ gibt mit Fc A, d. h. § konvergiert gegen z. 

Unter einem komplexen Raum wollen wir in dieser Arbeit immer einen 
zusammenhangenden komplexen Raum im Sinne der Definition von H. Brxy- 
KE und K. Srem verstehen, der nach einem Satz von H. Gravert und 


- *) p|U bedeutet die Beschrinkung der Abbildung ¢ auf U. 
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R. Remmert ({11], Satz 33) auch ein (normaler) komplexer Raum nach der 
Definition von H. Cartan ist. Zur Definition der damit in Verbindung ste- 
henden Begriffe, insbesondere der analytisch-verzweigten Uberlagerung eines 
Polyzylinders, verweisen wir auf [8] und [8]. 

Die Menge aller in einem komplexen Raum X holomorphen Funktionen 
bildet einen (Integritats-) Ring, den wir mit R(X) bezeichnen. Es gilt: 

Hilfssatz 2: Es sei p: X + Y eine eigentliche nirgends entartete holomorphe 
Abbildung eines komplexen Raumes X auf einen komplexen Raum Y. Dann ist 
R(X) algebraisch iiber R(Y) vermége —, d.h. zu jeder Funktion f « R(X) gibt es 
Funktionen c,€R(Y),o= 1,..., 8 (s nat. Z.), so daB gilt: 


f*(x) + (p(x): f(z) +-+-+e,(p(z))=0, eX. 


Zum Beweis vgl. etwa [11], Satz 12. 

Wir bendtigen ferner: 

Hilfssatz 3: Es seien X, Y,Z komplexe Réiwme, f: X + Y eine holomorphe 
Abbildung von X in Y und y: X +Z eine eigentliche lokal-topologische holo- 
morphe Abbildung von X auf Z. S(f) sei die Menge aller Punkte z € Z mit folgender 
Eigenschaft: Zu z gibt es Punkte 2x,,2%,¢€ X, 2+ 2, mit f(x,) = f(x.) und 
~(x,) = p(x) = 2. Dann ist S(f) eine analytische Menge in Z. 

Beweis: 1) S(f) ist abgeschlossen in Z. — Ist z ¢ Z— S(f) und sind z,,...,2, 
die Punkte von ¢ (2), dann sind die Punkte /(z,),..., f(z,) paarweise ver- 
schieden. Es gibt paarweise disjunkte Umgebungen V(f(z,)),..., V(f(z,)). 


s —1 - 
Dann ist U f (V (f(x.))) =:U eine Umgebung von 7 (z). Es gibt dazu eine 
o=1 


Umgebung W von z mit 9 (W)c U (vgl. K. Srety [18], Hilfssatz 1); offenbar 
ist Wr S(f)= @. 2) Ist z,€ S(f), so sei jeweils U, eine schlichte Umgebung 
von z,(0= 1,..., 8); die Abbildungen g,:= | U, sind dann biholomorph. 
In einer Umgebung W von z, wird S(f) gegeben als Vereinigung des Null- 
stellenbildes endlich vieler Gleichungen f © gz!= f 0 gr! (o,t= 1,..., 8). 
Eine Umgebung von f © g;'(z9) wird durch lokal holomorphe F unktionen 
h,(x = 1,...,) separiert. Die Gleichungen f 0 gz'= fo gy! sind dann in 
einer Umgebung von z, dquivalent mit den Gleichungen h,o f 0 gz!— 
—h,o f o gri= 0. 

Sind X und B komplexe Raume, so hei®t ein Tripel (X, ®, B) ein Gebiet 
iiber B, wenn ®: X + B eine nirgends entartete holomorphe Abbildung von X 
in B ist. Ist B der Raum C* der n komplexen Veranderlichen z,, ..., z,, 80 
heiBt (X, S, C) ein Riemannsches Gebiet. Man definiert (vgl. [9]): 

Definition 1: Zin Randpunkt eines Gebietes (X, ®, B) ist ein Filter r auf X 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) r ist ein Filter von offenen zusammenhiingenden Teilmengen von X. 

b) r besitzt in X keinen Beriihrpunkt. 

c) Di(r) konvergiert gegen einen Punkt b,¢ B. 

d) Ist AC B eine offene Omgebung von by, so gehért genau eine zusammen- 


hingende Komponente von D(A) zu r.r wird durch diese Mengen erzeugt. 





wai © ee he 





ar 





Holomorphiehiillen zu komplexen Raumen 319 


Die Menge aller Randpunkte von (X, ®, B) bezeichnen wir kurz mit Rd X. 
In X := X uv RdX fiihrt man eine Topologie ein: Eine Umgebung von r, ¢ RdX 
ist eine Menge U € r, vereinigt mit allen r ¢ RdX, zu denen ein V ¢€ r mit Vc U 
existiert. X ist ein Hausdorffscher Raum. Durch die Festsetzung D(x) := D(z) 
fir x¢X und O(r):= by fir r ¢ RdX wird ® zu einer stetigen Abbildung 
®: X + B fortgesetzt. 

Aus Forderung a) in Definition 1 ergibt sich unmittelbar, daB RdX nirgends 
zerlegend in X ist. 


§ 1. Holomorphiehiillen zu verzweigten Riemannschen Gebieten 

In diesem Paragraphen wollen wir zu Riemannschen Gebieten, die Ver- 
zweigungspunkte als innere Punkte enthalten diirfen, Holomorphiehiillen 
konstruieren. 

Sind X und Y komplexe Raume und R(X) bzw. R( Y) die Ringe der in X 
bzw. Y holomorphen Funktionen, so induziert jede holomorphe Abbildung 
gy: X + Y einen Homomorphismus * gy :R(¥) + R(X), wenn man definiert: 
*plf):=f0 —FER(Y). 

Nun erklaren wir: 

Definition 2: Zin Riemannsches Gebiet (X,@,C") heift die ®-Hiille des 
Riemannschen Gebiets (X,®, C"), wenn gilt: 

a) Es gibt eine nirgends entartete holomorphe Abbildung go: X +X mit 
@=Go y, 80 daB der durch p induzierte Homomorphismus * op : R(X) + R(X) 
ein Isomorphismus von R(X) auf R(X) ist. 

b) Zu jedem Riemannschen Gebiet (Y, ¥, C0"), zu dem es eine nirgends ent- 
artete holomorphe Abbildung yp: X + ¥Y mit = ¥ o ypgibt, so dap *y:R(Y) > 
+> R(X) ein Isomorphismus von R(Y) auf R(X) ist, existiert eine nirgends ent- 
artete holomorphe Abbildung t: Y + X, sc daB gilt: p= 1 0 y. 

Fiir die ®-Hiille schreiben wir kurz A(X, @, C*). 

Grundlegend fiir die Bildung unverzweigter Hiillen ist ein Satz. von H. 
Cartan ([4], VII, théoréme 1; vgl. auch [2], [5] und [19]), der sich auf un- 
verzweigte Gebiete beschrankt. Wir beweisen die entsprechende Aussage fiir 
beliebige (verzweigte) Gebiete. 

Satz 1°): Hs sei (X, ®, B) ein Gebiet iiber einem komplexen Raum B und F 
eine Menge holomorpher Abbildungen f : X + Y, von X in komplexe Raiume Y,. 
Dann gibt es ein Gebiet (X, &, B) mit folgenden Higenschajten: 

a) Es gibt eine nirgends entartete holomorphe Abbildung oy: X +X mit 
b= @ © 9g, 80 daft jede Abbildung f « F nach X fortsetzbar ist. 

b) Ist (Y, ¥, B) ein Gebiet und gibt es eine nirgends entartete holomorphe 
Abbildung py: X + Y mii = ¥ © y, 80 da jede Abbildung f ¢ F nach Y fort- 
setzbar ist, so existiert eine holomorphe Abbildung t: ¥Y + X mit p=t © y. 

Fiir das Gebiet (X, &, B) schreiben wir A(X, , B; F). 

Beweis: Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten. Zuerst wird der Raum x 
konstruiert und mit einer komplexen Struktur versehen. Dann zeigen wir, daB 
X¥ die geforderten Eigenschaften besitzt. 

3) Vgl. 4). 
Math. Ann. 138 
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1. Es sei X, das Teilgebiet von X, auf dem @ lokal-topologisch abbildet. 
(X,, ® | X_, B) ist ein unverzweigtes Gebiet; die Abbildungen / ¢ F sind in X, 
holomorph. Nach deni Satz von H. Cartan ([4], VII, théoréme 1) existiert 
dazu das maximale unverzweigte Gebiet (X,, ®,, B), in das die Abbildungen 
aus F fortgesetzt werden kénnen zu einer Menge von Abbildungen F,. Nun sei 
X, die Menge aller Filter r auf X,, die einen Randpunkt von (X,, ®, B) 
definieren und fiir die gilt: Fir jede Abbildung /,¢ F, konvergiert der Filter 
}(r). Dann ist X,:= X, U X, als Teilmenge von pA mit einer Topologie ver- 
sehen. Die Abbildung ©, ist zu einer Abbildung ®: X,- B stetig fortsetzbar. 

Es sei X die Menge aller Punkte = ¢ X,, die folgende Bedingung (0) erfiillen: 

(O) Zu & existiert eine Umgebung 0 (%)c X,, 80 dap & | 0 (2) eine nirgends 
entartete eigentliche Abbildung von 0 (#) auf eine offene Menge Zc B ist. 

X ist, versehen mit der induzierten Topologie, ein lokalkompakter Haus- 
dorffscher Raum. Jede Abbildung j,¢ F, ist stetig fortsetzbar zu einer Ab- 
bildung } : X — Y,. Die Menge dieser Abbildungen sei mit F bezeichnet. 

Wir fiihren nun in X eine komplexe Struktur ein. 

Zu jedem Punkt # ¢ X gibt es eine Umgebung 0, die durch @ | 0 eigentlich 
und nirgends entartet auf eine offene Menge Zc B abgebildet wird. Wir diirfen 
annehmen, da8 Z zu einer komplexen Karte (Z, u, R, gy, Z, M) von B gehért, 
d.h. (R, y, EZ, M) ist eine analytisch-verzweigte Uberlagerung eines Poly- 
zylinders ECC" mit Verzweigungspunkten héchstens tiber der diinnen 
analytischen Menge MCE und w:Z—>R ist eine topologische Abbilduny 


von Z auf R*). AuBerdem kénnen wir voraussetzen, da8 b(6(2)) ry tT = {2} 
ist. Dann ist 4:= g 0 » © @ eine stetige eigentliche nirgends entartete Ab- 
bildung von 0 auf E. Die Menge N := 0 ~ (X — X&,) zerlegt nirgends in 0. 
Dann zerlegt M’:= A(N) nirgends.in E und das gleiche gilt fir MW M’. 


=) ‘ 
Daher ist A (M ~ M’) nirgends zerlegend in 0. Die Abbildung A ist auf 


-1 
0 —A (Mu M’) lokaltopologisch. Wenn wir noch eine analytische Menge N 
in Z finden kénnen mit N + Z und @(N) CN, dann gilt: 4 ist eine lokal- 


—1 
topologische Abbildung von D— 4 ((@ 0 u(N)) 1 M) auf E—( 0 w(N)) UM. 
© p ist eine eigentliche holomorphe Abbildung von Z auf EZ; nach einem 
Satz von R. Remmert ([16], Satz 23) ist m o u(N) eine analytische Menge 
in EZ. Dann ist auch (gy 0 w(N)) UM eine analytische Menge in #£ und 
(0,4, £,(g © u(N)) U M) ist eine analytisch-verzweigte Uberlagerung von E 
mit Verzweigungspunkten héchstens tiber (y © u(N)) U &. 

Wir haben also nur noch eine analytische Menge N in Z mit N + Z und 
&(N)c N zu konstruieren. Dazu benédtigen wir eine Funktion g, die eine Faser 


B(z,) rn 0, z,¢ Z— &(N), separiert. ahs 

Es sei z < Z— @(N) und {z,(2),..., x, (z)} = B(z) n 0 ) seien die iiber z 
liegenden Punkte von 0. Nach Konstruktion von X, (s. H. Cartan [4]) gibt 
4) Vgl. K. Srern [18] sowie H. Gravert und R. Remmerr (8}. 

*) Die Abbildung ®| — N ist lokaltopologisch. Daher sind in einer Umgebung von 
z die x,(z) als Umkehrabbildungen von & erklart. 
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es zu 2(z), z,(z) eine Abbildung },,¢ F, die in diesen Punkten verschiedene 
Keime besitzt. Daher gibt es in beliebiger Nahe von z ein 2’ ¢ Z — @(N), so daB 
hia(21(2’)) + fig (%e(2’)) ist. Wegen der Stetigkeit von j,, gibt es sogar eine ganze 
Umgebung W von z’, so daB fir alle 2” € W gilt: },.(x,(2”)) + f,,(z,(2”’)). Man 
kann ein z’¢ W so wahlen, daB dazu ein },,¢ F existiert mit },,(x,(z”)) + 
+ },3(x,(2”)). Auf diese Weise erhalten wir nach endlich vielen Schritten 
Punkte z,,..., z,, die tiber einem Punkt z,¢ Z— @(N) liegen, so daB zu je 
zwei Punkten 2,,, %,€ {z,,...,%,} eine Abbildung /,,.¢F existiert mit 
baaAte,) + fo,a,(%o,)- Die Abbildung /:= he xhs oii x}y-1,) :0- Y},, x 
x ¥;,x*+*x Yy,_, =: ¥ bildet dann die Punkte z,, . . ., z, auf s verschiedene 
Punkte in Y ab. f ist in 0 stetig, weil die /,,,, stetig sind. In dem unverzweigten 
Teilgebiet 1 — N ist bereits eine komplexe Struktur erklart und die Abbil- 
dungen aus F sind holomorph beziiglich dieser komplexen Struktur. Daher ist 


auch f holomorph in O0—WN. @ bildet 0 — b(6(N )) eigentlich, lokal- 
topologisch und holomorph auf Z— @(N) ab. Wir kénnen Hilfssatz 3 an- 
wenden : S(f) ist nach Konstruktion von f eine echte Teilmenge von Z — @(Q). 
Der komplexe Raum Y geniigt der C-Bedingung*). Daher gibt es eine - 
Umgebung A von /(#) und endlich viele in A holomorphe Funktionen h,, die A 
=-1 


separieren. { (A) ist eine Umgebung von Z. Dann existiert eine Umgebung Z’ 


- =~3 
von ®(2) mit b(z’) r\ Oc F (A) (wegen [18], Hilfssatz 1). Nach Hilfssatz 3 
ist S(f) eine diinne Teilmenge von Z; daher ist S(f) ~\ Z’ + Z’. Also gibt es ein 


zy € Z’— S(f) \Z', und f separiert die Menge (2) A 0. Far 8(z’) nv 
=: 0’, 2’, a(Z') =: E’, 2 liegt die gleiche Situation vor wie fir 0, Z, EB, zo. Wir 
schreiben daher an Stelle von 0’, 2’, EB’, 2 wieder 0,2, E, 2». Somit kénnen 
wir annehmen, da8 /(0) in A liegt. Eine geeignete Linearkombination h der h, 
separiert die Punkte f(z,), ..., {(z,). Die Funktion g:= h o f ist in 0 stetig 
und in & — N holomorph. g separiert die Punkte 2,, . . ., ,. 


Wenden wir Hilfssatz 2 auf 0 — 5(6(%)), @, Z— &(N) an, so folgt, daB g 
einer Gleichung 


g(x) + ¢,(B(2)) -g'-1(z) +--+ +.6,(B(a) =0, ze0— SGM), 


geniigt, wobei die Koeffizienten c, in Z—®(N) holomorph sind. Die Frink- 
tion g ist stetig in ganz 0. Daher sind die c, stetig fortsetzbar nach Z und die 
Gleichung gilt fiir alle z ¢ 0. Die Diskriminante D, dieser Gleichung ist in Z 
stetig und in.Z — 6(N) holomorph. In jedem Punkt von 6(%) verschwindet D,. 
Aus dem Satz von Rap6é-Brunxe-Srein [1] folgt, daB D, in ganz Z holomorph 
ist. (N) ist im Nullstellengebilde N vofi_D, enthalten. D, ist nicht identisch 
Null, weil g in s tibereinanderliegenden Punkten s verschiedene Werte angimmt. 
Daher ist NV + Z. Damit haben wir eine analytische Menge N mit den gewiinsch- 
ten Eigenschaften konstruiert. 


*) Vgl. H. Graver [6]. 
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Die analytisch-verzweigte Uberlagerung (0, A, Z,(g 0 u(N)) UM) de- 
finiert eine komplexe Karte von X. Die Vertraglichkeitsbedingung fiir zwei 
auf diese Weise erklarte Karten ist trivialerweise erfiillt, weil sie fiir die kom- 
plexen Karten von B erfiillt ist. Damit ist auf X eine komplexe Struktur 
erklart. Die Abbildungen aus F und @ sind holomorph beziiglich dieser kom- 
plexen Struktur, weil sie in X stetig und in X, holomorph sind (s. [16], Satz 
von Riemann). (X, ®, B) ist dann ein Gebiet iiber B. 


2. Es sei (Y, ¥, B) ein Gebiet iber B und y:X> Y, = Vo y, eine 
holomorphe Abbildung, so daB zu jedem / ¢ F eine holomorphe Abbildung 
f': Y + Y, existiert mit f = f' 0 y. 

Ist Y, das Teilgebiet von Y, auf dem ¥ lokaltopologisch abbildet, so gibt 
es nach Konstruktion von X, eine holomorphe Abbildung 1,: Y,— X, mit 
W — @ o t». Wir beweisen, daB die Abbildung 7, zu einer holomorphen Ab- 
bildung t: Y + X, ¥ = @ o t, fortgesetzt werden kann. 


Es sei y € ¥ — ¥, und U, der Filter aller offenen zusammenhangenden 
Umgebungen von y. Dann besteht der Filter F:= U,™ Y, aus offenen zu- 
sammenhangenden Mengen und konvergiert gegen y. ® 0 1(¥) = ¥(G) 
konvergiert gegen (y) ¢ B. Aus Hilfssatz 1 folgt, daB nur zwei Falle méglich 
sind: 

a) t($) konvergiert gegen einen Punkt von X,. 

B) t)(%) besitzt in X, keinen Beriihrpunkt. 


Im Fall «) ist klar, daB 7, stetig in den Punkt y fortgesetzt werden kann. 
lm Fall £) zeigen wir, daB 1,(%) gegen einen Punkt von X — X, konvergiert: 
T)(%) erfiillt sicher die Forderungen a), b), c) von Definition 1. Ist A eine Um- 
gebung von ’(y), so gibt es ein U ¢ U, mit ¥(U)C A. t(U % Y,) liegt dann 


of 

in genau einer zusammenhangenden Komponente von @ (A). Daher ist auch 
Forderung d) von Definition 1 erfiillt. Also konvergiert t, (F) gegen einen Rand- 
punkt r von (X,, | X,, B). Der Filter f’($) konvergiert gegen /’(y); wegen 
} o t= f’ konvergiert auch }(z,(G)), d. h. r gehort zu X,. Die Abbildung t, ist 
damit stetig fortgesetzt zu einer Abbildung rt: Y + X,. Wir zeigen, daB sogar 
t(Y)c X gilt. Aus [18], Hilfssatz 3 (s. auch [6], Satz 1) folgt: Es gibt zu jedem 
Punkt y'¢ Y eine Umgebung V von y, die durch ¥ eigentlich und nirgends ent- 
artet auf eine Umgebung Z von ’(y) abgebildet wird. 1(V) =: 0 ist dann eine 
Umgebung von t(y), die durch X eigentlich und nirgends entartet auf Z ab- 
gebildet wird. Also gehért t(y) zu X; 1 ist die gesuchte Abbildung von Y in X. 
Setzt man noch X = Y, so ergibt sich die Existenz einer Abbildung gy: X > X 
mit den gewiinschten Eigenschaften. Damit ist Satz 1 bewiesen. 


Es sei nun (X, @,C") ein Riemannsches Gebiet und F := R(X). Dann 
folgt aus Satz 1, daB ein maximales Gebiet A (X, ®, C";R(X)) existiert. 
A (X, ®, C*;R(X)) besitzt die Eigenschaften der in Definition 2 erklarten 
®-Hiille H(X, ®, C*). Es ist klar, daB A(X, ®, C”) bis auf spurpunkttreue bi- 
holomorphe Abbildungen eindeutig bestimmt ist. Wir erhalten damit’ als 
Folgerung von Satz 1: 
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Satz 27): Zu jedem Riemannschen Gebiet (X,®,C") existiert genau eine 
®-Hiille A(X, D, C*). 

Man definiert: Ein Gebiet (X,®,C") heiBt holomorph-konvex in einem 
Randpunkt r, wenn es eine Umgebung U (r)c X gibt, so daB U(r) ~ X holo- 
morph-konvex ist. Verwenden wir den Begriff des hebbaren Randpunktes, wie 
er in [9], Definition 5, erklart wird, so erhalten wir als notwendige (aber nicht 
hinreichende) Bedingung fiir ®-Hillen: 

Ein Gebiet (X,®, 0"), das mit seiner D-Hiille iibereinstimmt, ist in jedem 
hebbaren Randpunkt holomorph-konvex. Es gibt eine héchstens (n — 1)-di- 
mensionale analytische Menge M in X, so daf jeder Randpunkt, in dem (X,®,C") 
nicht holomorph-konvezx ist, Hiufungspunkt von M ist. 

Beweis: Das Teilgebiet X, von X, auf dem @ lokaltopologisch abbildet, 
ist nach Konstruktion der ®-Hiille ein unverzweigtes holomorph-konvexes 
Riemannsches Gebiet. Zu jedem hebbaren Randpunkt r ¢ RdX gibt es eine 
schlichte Umgebung U(r) X. Daher ist 7 ~ Xc Xp. r ist also auch Rand- 
punkt von (Xo, ®| X,, C"), somit ist (X,®,C") in einer Umgebung von r 
holomorph-konvex. Wenn (X, ®, C") in einem Randpunkt r’ nicht holomorph- 
konvex ist, dann gilt notwendig 0 ~ (X — X,) + @ fir jede Umgebung U 
von r’. Also ist r’ Haufungspunkt der Verzweigungsmenge M := X — Xp. 

Wir wollen noch ein Beispiel angeben®*): 

Essei X := {(z,, Za, 23) : |z,|"+ |z_/*> 1} und Odie Abbildung w, = (z, + z,)-z;, 
W,= 2° (1 + 2), ws= z,*(1—z,) von X in C%. O: X + C8 ist nirgends ent- 
artet, daher ist (X, ®, C3) ein (verzweigtes) Gebiet iiber C3. Es ist A(X, ®, C3) 
= {(Z,, 2, 23) : (%, 2_) + (0, 0)}. Bezeichnet namlich « die Injektion von X in C3, 
so ist A (X,1,C3)= 03. Die Abbildung ®:C?-—C% ist in der Menge 
{(Z,, Zg, Zj) : 2 = Zy= O} entartet. Setzen wir Y := {(z,,z,23):(z,,2,) + (0, 0)}, so 
stimmt das Gebiet (Y, ®, C3) mit seiner ®-Hiille A(Y, ®, 03) tiberein, da- 
gegen ist A(Y, 1, C3) = C3 + y. 

Dieses Beispiel zeigt, daB die ®-Hiille von der speziellen Projektions- 
abbildung ® abhangt. Daher werden wir eine allgemeinere Holomorphiehiille 
einfiihren, die nur von dem Raum X abhangig ist. 


§ 2. Die Existenz der K-Hiille 


Ein komplexer Raum X heiSt X-vollstandig, wenn es zu jedem Punkt 2¢X 
endlich viele in X holomorphe Funktionen /,,...,/, gibt, so daB die durch 
(fy - - -» fn) : X + C" gegebene Abbildung in einer Umgebung von z nirgends 
entartet ist. , 

Wir wollen zu jedem X-vollstaéndigen komplexen Raum eine Holomorphie- 
hiille erklaren: 

Definition 3: Zin komplexer Raum H(X) heift eine K-Hiille des komplexen 
Raumes X, wenn gilt: 


") Vgl. 2). 
*) Vgl. [10]. 
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, Hs-existiert eine nirgends entartete holomorphe Abbildung «a: X + H(X), 
so dap der indusierte Homomorphismus *a : R(H (X)) > R(X) ein Isomorphismus 
von R(H(X)) auf R(X) sst. 

b) Zu jedem K-vollshlindigen komplexen Raum Y, zu dem es eine nirgends ent- 
artete holomorphe Abbildung 8: X + Y gibt, die einen Isomorphismus *B von 
RY) auf R(X) induziert, existiert eine nirgends entartete holomorphe Abbildung 
y: ¥+H(X) mita=yo £. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

Satz 3: Zu jedem K-volistindigen komplexen Raum X existiert eine K-Hiille 
H(X). H(X) ist bis auf analytische Isomorphie eindeutig bestimmt. H(X) ist 
K-vollstindig. 

Dem Beweis von Satz 3 stellen wir zwei Hilfssaétze voran. 

Es seien gy: X + C" und y: X + C* zwei nirgends entartete holomorphe 
Abbildungen von X in einen C*. Wir bilden die g-Hiille A(X, gy, C") und. die 
y-Hiille A(X, y,C*). Die Abbildung ¢ ist durch ein n-tupel holomorpher 
Funktionen gegeben. ¢ ist daher nach A(X, y, O*) fortsetzbar zu einer holo- 
morphen Abbildung 9: A(X, yp, C") + C*. Es sei M(y, gy) dis Entartungs- 
menge von @ in A(X, y, C*). Dann ist G(y, y) : = A(X, yp, C*)— M(y, ¢) ein 
offenes Teilgebiet von A(X, y, C*)*). Entsprechend sei G(g, y) das Teilgebiet 
von A(X, y, C*), das durch  nirgends entartet abgebildet wird. Dann gilt: 

Hilfssatz 4: Es gibt eine und nur eine biholomorphe Abbildung t von G(¢, y) 
auf G(y, gy), die mit den vorgegebenen Abbildungen kommutiert. 

Hilfssatz 5: Ist x, ein Punkt von M(q, y) und U,, der Umgebungsfilter von x, 
in A(X, oy, OC"), 80 besitzt der Filter t(U,,\ G(—, y)) keinen Beriihrpunkt in 
A(X, y, O*). 

- Beweis von Hiljssatz 4: Es sei gy, die Abbildung von X in A(X, ¢, C*), 9, 
die Projektionsabbildung von A(X, gy, C*) in den C*, p= g,0 Pr: Ent- 
sprechend seien ¥, : X + A(X, y, O*) und y,: A(X, y, 0") + 0", p= y, 0 yw, 
erklart. (@(q, y), p, C*) ist ein Gebiet, in das alle Funktionen aus "R(X) fort- 
setzbar sind. Nach Definition der y-Hiille gibt es genau eine holomorphe Ab- 
bildung t von G(q, y) in A(X, y, C*) mitt o g,= y, und y,0 t= @. Ebenso 
existiert eine holomorphe Abbildung o von G(y, gy) in A(X, py, 0") mit 
oO y= gy und y,o o= @. Es ist sogar r(G(¢, y))C G(y, g), weil gy, in 
G(¢, y), also auch = g, Oo t in t(@(¢, y)) nirgends entartet ist. Daher ist t 
eine Abbildung von G(q, y) in G(y, gy); ebenso gilt a: G(y, py) > G(¢, y). 
Es gilt (tr 0. o) © y,= y, und (o 0 Tt) O y= 9. Daraus folgt t = o~'; r ist also 
eine umkehrbar holomorphe Abbiidung von G(9, y) auf G(y, ¢). 

Beweis zu Hilfssatz 5: Die Abbildung rt ist eine topologische Abbildung von 
G(y, y) auf G(y, gp). Daraus folgt, daB r(U,. G(9, y)) sicher in G(y, ¢) 
keinen Berihrpunkt besitzt. Wir haben noch zu zeigen, daB r(U,, ~ G(¢, y)) 
auch keinen Punkt von M(y, g) als Berihrpunkt hat. Wir diirfen annehmen, 
daB8 U,, der Filter aller offenen zusammenhangenden Umgebungen von 2, 
in A (x. y, C*yist. Dann besteht der Filter U,,-\ G(g, y) aus offenen zusammen- 


*) Vgl. [16], Satz 18. 
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hangenden Mengen und das gleiche gilt fiir den Filter F := r(U,,~\ G(¢, y)), 
weil M(q, y) eine nirgends zerlegende Teilmenge \ von A(X, g, O*)'*) und r 
eine topologische Abbildung ist. Die Abbildung ® ist in ganz A(X, g, C*) 
stetig; wegen p= y,0 t konvergiert der Filter y,(%) gegen (zx). Nehmen 
wir an, § besitze in M(y, ¢) einen Beriihrpunkt. Dann folgt aus Hilfssatz 1, 
dab F gegen einen Punkt y,¢ M(y, ~) konvergiert. Wahlen wir eine kompakte 
Umgebung K von yp, so gibt es eine Umgebung U von x, so daB r(U % G(¢, y)) 
in K liegt. Ist dann x ¢ U -\ M(q, yp) und U, der Filter aller offenen zusammen- 
hangenden Umgebungen von z, 80 besitzt r(U, > G(, y)) in Kc A(X, y,C*) 
einen Berihrpunkt. Nochmalige ” Anwendung von Hilfssatz 1 ergibt, daB r 
in eine Umgebung U (2,) stetig fortsetzbar ist. Ebenso beweist man, daB die 
Abbildung t~! in eine Umgebung von y, stetig fortsetzbar ist. (Man ersetze 
T, Zo, y durch t-!, y, m und wende darauf die gleiche SchluBweise an.) Also 
bildet t eine Umgebung von 2, eineindeutig auf eine Umgebung von y, ab. Die 
Abbildung ¢, ist in z, nicht entartet. Aus g,= @ © 1 folgt, daB dann auch @ 
in Yo nicht entartet ist. y, ist aber ein Punkt von M(y, gy), daher ist y, eine 
Entartungsstelle von g. Damit ist ein Widerspruch hergestellt und Hilfssatz 5 
bewiesen. 

Nun zum Beweis von Satz 3: 

Wir bilden R := . A(X, gp, C"), wobei @ alle nirgends entarteten holo- 


morphen Abbildungen von X in den C* durchlaufe. Dann erkldren, wir in R 
eine Aquivalenzrelation Z: * 

Sind x und y zwei Punkte aus R, so gibt es ein 7 und ein », so daB gilt: 
x € A(X, o, OC"), y « A(X, y, O*). Wir bilden die Gebiete G(, y) und G(y, ¢). 
Dazu existiert nach Hilfssatz 4 in eindeutiger Weise die Abbildung t : G(, y) > 
+ G(y, gy). Wir nennen die Punkte x und y Z-aquivalent (x ~ y), wenn 
xe G(Qq, y) und y € G(y, ¢) ist und gilt: y = t(z). 

Es ist klar, daB Z wirklich eine Aquivalenzrelation ist. 

Wir zeigen nun, daB R/Z ein Hausdorffscher Raum ist. Dies ist dann der 
Fall, wenn gilt"): 

1) Z ist eine offene Zerlegung. — Es sei A eine offene Teilmenge von R. 
Dann ist die saturierte Hiille von A die Vereinigung von Mengen 1(A / G( 9, y)). 
Jedes G(q, y) ist offen in R, also ist t(A ~ G(¢, p)) offen und damit auch die 
saturierte Hille von A. 

2) Die durch Z bestimmte Menge C:= {(z,y)¢ RxR:x~ y} ist ab- 
geschlossen in R x R. — Dies ist offenbar dann der Fall. wenn gilt: Sind x und y 
nicht Z-aquivalent, so gibt es Umgebungen U(x) und V(y) in R, so daB kein 
Punkt von U zu einem Punkt von V Z-aquivalent ist. Wir nehmen an, dies 
sei nicht erfillt. Dann gibt es zwei Punkte 2, y,¢ R, die nicht Z-aquivalent 
sind, und dazu Punkte z;,y,¢ R mit limz,= 2, limy,= yp und 2, ~ y; 
(¢ durchlaufe eine gerichtete Indexmenge). Das bedeutet :_ Es ist x, € A(X, ,C") 
und y,¢ A(X, y, 0"), 1: G(o, py) > Gly, 9), T(x) = te (Wir kénnen an- 


10) Vgl. [16], Satz 18. 
") Vgl. [3], §7, 18. 
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nehmen, da8 fiir alle i gilt: z,¢ G(, py), y,€ G(y, ¢).) Ist nun 2 ¢ G(q, y), 
dann ist notwendig y,= limy,;= limt(z,) = T(z); also z)~ yo, im Gegensatz 
zur Voraussetzung, daB x, und y, nicht Z-aquivalent sein sollen. Ist dagegen 
%¢ M(¢, yp), so besitzt nach Hilfssatz 5 t(x,) = y, keinen Haufungspunkt in 
A(X, y, C"). Dies widerspricht der Voraussetzung lim y;= yp. 

Damit ist gezeigt, daB R/Z ein Hausdorffscher Raum ist. Die Abbildungenr, 
durch die die Aquivalenzrelation Z erklart ist, sind biholomorph. Daher tragt 
R/Z in natiirlicher Weise eine komplexe Struktur. Wir setzen R/Z = : H(X) und 
zeigen, daB R/Z die Eigenschaften einer K-Hiille besitzt: 

a) X ist K-vollsténdig; nach einem Satz von H. Gravert ([{6], Satz A) 
gibt es eine nirgends entartete holomorphe Abbildung g : X + C*. Es gibt nach 
Definition der g-Hiille eine Abbildung von X in A(X, —, C*), auBerdem eine 
Abbildung von A(X, gy, C") in R und die Abbildung von R in R/Z. Dadurch ist 
eine Abbildung « von X in R/Z gegeben, die die verlangte Eigenschaft besitzt. 

b) Ist Y ein K-vollstandiger komplexer Raum mit der Eigenschaft b) von 
Definition 3, so existiert zu Y eine nirgends entartete holomorphe Abbildung 
y: ¥ + C* ((6), Satz A). Dann ist die Abbildung y o f: X > ©" ebenfalls 
nirgends entartet. Es gibt eine Abbildung von Y in A(X, y © B, C*). Die durch 
Y + A(X, yo B, C") + R + R/Z gegebene holomorphe Abbildung y : Y > R/Z 
erfillt die Forderung b) von Definition 3. 

Aus der Konstruktion von H(X) ersieht man leicht, daB H(X) K-voll- 
standig ist. Aus Definition 3 folgt, daB zwei K-Hiillen analytisch aquivalent 
sind. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Es ergibt sich unmittelbar, daB die K-Hiille invariant gegeniiber biholo- 
morphen Abbildungen ist: 

Ist 4: X,-> X, eine biholomorphe Abbildung des K-volistiindigen. komplexen 
Raumes X, auf den K-vollstindigen komplexen Raum X,, so gibt es eine bi- 
holomorphe Abbildung 1: H(X,) > H(X,) von H(X,) auf H(X,), so da gilt 
@,0A=10 a. (a, sei die Abbildung von X, in H(X,), i= 1, 2. 


§ 3. ®-Hiille und K-Hiille 


Es sei (X, ®, C") ein Riemannsches Gebiet. Dann ist X ein K-vollstandiger 
komplexer Raum. Wir kénnen daher die beiden Hiillen A(X, , C") und H(X) 
bilden. Es gilt: 

Satz 4: A(X, D, C*) ist ein Teilgebiet von H(X), und zwar ist H(X)— 
— A(X, ®, 0") genau die Entartungsmenge der nach H(X) fortgesetzten Ab- 
bildung ®. 

Beweis: Die Abbildung ®: X + C" ist fortsetzbar zu einer holomorphen 
Abbildung ®:H (X) + C". Das Teilgebiet von H(X), das durch rr) nirgends 
entartet abgebildet wird, besitzt offenbar die Eigenschaften der ®-Hiille; 
es stimmt also mit 7(X,@®, C") iiberein. Somit ist H(X)— A(X, ®, C*) die 
Entartungsmenge von . 
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Aus einem Satz von R. Remmert ([16], Satz 18) folgt dann: 

Satz 5: H(X)—A(X,@,C") ist eine héchstens (n— 1)-dimensionale 
analytische Menge in H (X), die keine isolierten Punkte enthilt. 

H. Gravert und R. Remmert haben an Beispielen gezeigt, daB eine 
®-Hiille A(X, ®, C*) nicht holomorph-konvex zu sein braucht [9]. Es gilt: 

Satz 6: Ist A(X,®,C")+H(X), so ist A(X,@,0*) nicht holomorph- 
konvezx. 

Beweis: Es sei x, € H(X) — A(X, ®, C*) und z,< A(X, ®, C*) eine Punkt- 
folge mit lim z,= 2». Dann besitzt die Folge x, in A(X, ®, OC") keinen Haufungs- 
punkt. Jede in A(X, ®, C*) holomorphe Funktion f ist auch in H(X) holo- 
morph und daher in einer Umgebung von z, beschrinkt. Daher ist |/(z,)| 
beschrankt und somit A(X, ®, C*) nicht holomorph-konvex. 

Wie das Beispiel am Ende von § 1 zeigt, gibt es K-vollsténdige komplexe 
Raume JY, die bei einer bestimmten Konkretisierung als Riemannsches Gebiet 
(Y, ®, C") mit ihrer ®-Hiille A(Y, , C*) iibereinstimmen, bei einer anderen 
Konkretisierung durch eine Abbildung « aber von A7( Y, «, CO") verschieden sind. 
Die K-Hiillen sind dadurch charakterisiert, daB diese Erscheinung nicht 
auftritt. 

Satz 7: Fiir einen K-vollstindigen komplexen Raum X ist dann und nur dann 
X = H(X), wenn fiir jede nirgends entartete holomorphe Abbildung ®: X + C* 
gilt: X = A(X, @, 0). 

Der Beweis ist trivial. Aus der Konstruktion von A(X, ®, C") und Satz 7 
folgt: 

Ist X = H(X) und ©: X +C" eine beliebige nirgends entartete holomorphe 
Abbildung, so ist das Teilgebiet von X, auf dem ® lokaltopologisch ist, ein. holo- 
morph-vollstindiger komplexer Raum. 

Wir zeigen jetzt, daB beide Hiillenbegriffe, die ®-Hiille und die K-Hiille, 
Verallgemeinerungen der von P. THULLEN konstruierten unverzweigten Hiille 
eines unverzweigten Riemannschen Gebietes sind. 

Satz 8: Ist (X,®,C") ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet, dann gilt 
immer A(X, ®,C") = H(X). Beide Hiillen stimmen mit der unverzweigten 
Holomorphiehiille (im Sinne von P. THULLEN [19]) iiberein. 

Beweis: Nach Definition 3, b) gibt es eine Abbildung y der unverzweigten 
Holomorphiehille H,(X) in H(X). y ist injektiv, weil H,(X) holomorph- 
separabel ist. AuBerdem ist y eigentlich: Ist K eine kompakte Teilmenge 
von H(X), so ist jede in H(X) holomorphe Funktion auf X beschrinkt. Daher 
ist jede in H,(X) holomorphe Funktion auf y(K ) beschrankt. H,(X) ist 
holomorph-konvex. Aus einem Satz von H. Cartan ([4], IX, théoréme 1; 
s. auch R. Remmerrt [14)) folgt, daB 7 (RK) kompakt ist. Also ist y eigentlich 
und daher surjektiv. Damit ist gezeigt, daB y biholomorph ist, d. h. 
H,(X) = H(X). Eine lokaltopologische Abbildung ist insbesondere nirgends 
entartet. Dann folgt aus Satz 4, daB A(X, ®, On) = H(X) ist. 


Wir wollen noch ein Beispiel angeben: 
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Beispiel: Es sei (G,g,C") ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet; 
gy: G + C* wird also als lokaltopologisch vorausgesetzt. Weiter sei ®:@-—+C" 
eine nirgends entartete holomorphe Abbildung. (@, ®, C") ist dann ein Rie- 
mannsches Gebiet. Nach Satz 8 gilt A(@) = AIG, gy, C"). Die K-Hiille H(G@) 
ist also holomorph-vollstandig. Aus einem Satz von H. Gravert und R. 
RemMert ([{9], Satz 7) folgt, daB H(G) — A(G, ®, C*) eine héchstens (n — 2)- 
dimensionale analytische Menge in H(@) ist. Jeder nicht-nulldimensionalen 
Niveaumenge der in die K-Hiille fortgesetzten Abbildung ® entspricht ein 
Randpunkt von A(G, ®, C*), in dem die ®-Hiille A (G, ®, C”) nicht holomorph- 
konvex ist. Alle Randpunkte, in denen A(G, ®, C*) nicht holomorph-konvex 
ist, entstehen auf diese Weise. Fiir die Dimension n = 2 ergibt sich in unserem 
Beispiel: Fiir jede nirgends entartete holomorphe Abbildung @ ist A(G,®,C?) 
= H(G). In diesem Fall ist also jede ®-Hiille A(G; ®, C?) holomorph-voll- 
standig. 
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Some Properties of the Space of Compact Operators 
on a Hilbert Space 


By 
Seymour GOLDBERG in Jerusalem, Israel 


Introduction 


In [4], ScHarrEn proves that the space of compact operators, #7, mapping 
a Hilbert space # into itself, is not equivalent to the conjugate space X’ of 
any Banach space X. It is shown in this paper that if # is separable, then 
neither # nor # y, the subspace of compact normal operators, are even iso- 
morphic to X’. It is also shown that the space of bounded operators on #7” 
(separable) cannot be projected onto %. Finally, some properties of # and 
its conjugate space %” are listed, when # is not necessarily separable. 

Lemma. If # is a separable Hilbert space, then 1 is also separable. 

Proof: As in [5], if g and y are two elements of #, let p @ ® be the operator 
defined by (gy @ ®) f = (f, y) v, f € #&. For each operator A of finite rank n, 
vectors 7%, %,---s na» Yrs Yor -- +» Yn can be selected so that 


(1) A= Li n® ¥i- 


Since the space #,, of operators of finite rank is dense in %, we need only 
consider 4,. Let ,, g,.-.. be a complete orthonormal set in #. Then all 
operators of the form 


m n 
(2) LD LX %5Hi OF; 
i=1j=1 
where the «,, are “rational” (i.e. real and imaginary parts of a,, are rational), 
is denumerable. For a non zero operator 7 @ H and any e >0, an element 
€ 


N 
yv.= S 2:9; B,; rational, can be chosen so that || y— y,| < Tm and an 
1 


M 
element ,= » y;, 9; y; tational, so that | — n,|| < Tia Then for any 
, : 


= 
| Pell 
f € #, \f| <1, it follows that 


If, vp) 2— (Cf, Pe) nel S If y— ye) Il + IC, dl In — nel < €- 
M N 
Hence h ey—>d SY vB o.@ a < e. Clearly, we may now approximate A 
i=1j=1 ; 


in (1) by an element in (2). 
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Theorem. If # is a separable Hilbert space, then neither # nor 4 y is 
isomorphic to X’. 

Proof. Let 9, z,..- be a complete orthonormal set in #. For A = {A,} 
in ¢y, the space of sequences converging to zero, we define h(A) = T,, where 


m5 a1) D» 4:4: 9;- By ((6] p. 359), 7, is normal and compact; i.e. 
1 1 
T,¢ Ky. The operator h is clearly linear. Moreover, it is also an isometry, for if 


[E dvzcpa| <eup [A lal 5 [A]. Suppose 
|Ax| = sup |A,| = [A]. Then | 7,9 = |Ax gel] = | 4]. Hence |&(A)| = |7,) = | Al, 
so that h defines an equivalence between c, and a subspace of % y. If X y(X) 
were isomorphic to X’, then X’ would obviously contain a subspace isomorphic 
to ¢y. But by [1] th. 4, X’ and hence 4 y(#) must contain a subspace iso- 
morphic to m, the space of bounded sequences. It is well known however, that 
m is not separable, which implies that 4% y(#) cannot be separable. Thus we 
have a contradiction of the lemma. 

Corollary 1. If # is separable, then the conjugate spaces 4” and 2% do 
not contain a minimal total closed subspace. 

Proof: This is a direct result of the above theorem and [3] th. 1. 

Remarks 1. The author conjectures that the theorem is true even when # 
is not separable. 

2. If # is not separable, then c, can still be imbedded into % y as follows: 

Choose an infinite orthonormal set 9, 92, ... in #. Let ® be the closed 
linear manifold generated by the g,, and let ®+ be the orthogonal complement 
of ®. We define 7’, as in the theorem and extend 7’, to T, defined on all of # 
by setting T(x + y)= T,2, x€®, y€ G4. It is easy to see that T,¢ Hy. 
The above theorem can now be generalized as in the following corollary: 

Corollary 2. If .@ is a linear manifold of operators defined on # (not 
necessarily separable) and .@ contains the 7', but no subspace isomorphic to m, 
then .@ cannot be isomorphic to X’. 

The fact that c, can be embedded in # y enables us to freely make use of 
some theorems in [1] and [2]. 

Corollary 3. 4 y, 4 and the space # of bounded operators on # can be 
projected onto a subspace isomorphic to 1. ({2] cor. 2.) 

Corollary 4. If # is separable, then 4 y and ¥ can, in addition, be pro- 
jected onto a subspace isomorphic to cy. ({1] c. 6.) 

Corollary 5. The conjugate spaces 4 y, 4” and @ can be projected onto 
a subspace isomorphic to l. 

Proof: Since h maps ¢, into 4 yc # cB, the conjugate operator h’ can be 
used to map Z’, #’, X% onto l. The corollary now follows from [2] th. 1 (iii) 
and (iv). 


Corollary 6. The space / is equivalent to a subspace of ¥”. 


2=F «9, |2| <1, then |7,2| = 
1 























The Space of Compact Operators 


Proof: Let ¥ bh: the set of all operators A on # for which 
(1) 2 ((4* A)" ny 0) < 


for a complete orthonormal system. This sum is independent of the complete 
orthonormal system chosen. % may be interpreted as %”’ when the sum in (1) 
stands for the norm of A in ¥. (For a complete discussion of %, see [5], 
pp. 110—116.) 

We choose an infinite orthonormal system ¢,, ¢,... (the system is not 
necessarily complete). As in Remark 2, operators 7’, are defined by the relations 
T;9:= 1, T;9,;= 0, i +7 and are extended to all of #. For.each « = {a,} in 1, 


oo 


A,= )) «,7';, is well defined. Since the 7’; are self adjoint and 7,7',= 0 i + j, 
it files that 

(AZ A,)"" = 2 ja] 7’, . 
Hence 


* ((AZA,)'* Pi» Ps) = x Joxg| = lor] . 


The mapping / defined by h(a) = A, is thus a,linear isometry from / into 
I = 2H". 

Corollary 7. # contains a subspace, &,, isomorphic to cy, but # cannot be 
projected onto &,. 

Proof: By [2] cor. 4 and the fact that # can be identified with #”, ({5) 
th. 5.15). 

Remark: If # is separable, then corollaries 4 and 7 show that # can be 
projected onto a subspace isomorphic to cy but # cannot. 

Theorem. If # is separable, then the space # of bounded linear operators 
on # cannot be projected onto the space of compact operators . 

Proof: Suppose the theorem is false. Let P be a projection of # onto 7. 
By corollary 4, there exists a projection P, from # onto a subspace %,, 
where %, is isomorphic to cy. Hence P,P is a projection from # onto +4. 
This contradicts the above remark. 
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On a theorem of Stoilow 
By 
Martin JURCHESCU in Bucarest 


In connection with his definition of a covering Riemann surface SrorLow 
(see [4], pp. 117—119) proved the following theorem: 

(A) A (connected) 2-manifold has countable topology if it admits an interior 
(= open 0-dimensional) map into the sphere S?. 

Recently Gravert ((2], p. 244) obtained the following statement which he 
used in proving that a K-complete space has countable topology. 

(B) A connected complex space has countable topology if it admits a holo- 
morphic 0-dimensional map into a complex Euclidean space C%. 

In this note we use the basic idea of Stoilow’s proof for (A) to obtain a 
general theorem which connects the existence of a countable basis in a space 
with that of a 0-dimensional map into a space having countable topology. 
The theorem has purely topological character and shows in particular that the 
unique requirement which is decisive for the validity of (A) and (B) is that 
the map is 0-dimensional. Moreover we use it to obtain a simple proof of 
Grauert’s theorem on the countability of the topology of a connected K-com- 
plete space. 

Definitions. By a space we mean any Hausdorff space. A space is said to 
have locally countable topology if each of its points has a neighborhood having 
countable topology. Note that any manifold and any complex space are 
(locally connected and locally compact) spaces with locally countable topology. 

Let X and X, be two spaces. A map f: X — X, is called 0-dimensional if it is 
continuous and the fibre /-!(z,) over each point z,¢ X, has dimension < 0. 

Lemma. Let X be a locally connected and locally compact space, X, any space 
and B, a basis for the topology of X,. Then if the map f: X + X, is 0-dimensional 
there is a basis in X made up of connected components of sets f-1(U,) with Uy € Bo. 

Proof. Let x be any point in X. We have to show that for any neighborhood 
V of x there exists a set U,¢ 8, and a connected component U of f-1(U,) 
such that Uc V. In the proof of this fact we may of course assume that X is 
connected. Choose a neighborhood W of x in such a way that Wc V, W is 
compact, and B/ f-!(x,) = 0, where B= W— W and 2% = f(x). Such a W 
exists because X is locally compact and f-'(z,) has dimension <0. Let 
B,= {(B). It follows that B, -\ x)= 0. Moreover, since B is compact, B, is a 
closed set in Xy. Hence there exists U,¢ 8, such that By Uy= 0. Let U 
denote the connected component containing x of f-!(U,). It follows that 
Br U = 0, and consequently Uc WU (X — W). Hence, because X is connect- 
ed and W -\ U + 0, we conclude that Uc W, proving the lemma. 
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Remark. It is clear that the converse of the assertion expressed in Lemma 
is also true. However, we do not use it in this note. 

Theorem 1. Suppose the space X is connected, locally connected, locally 
compact and has locally countable topology, and the space X, has countable 
topology. Then if there exists a 0-dimensional map {: X - X,q, the space X has 
countable topology. 

Proof. Suppose a 0-dimensional map /: X + X, exists, and let 8, be a 
countable basis for the topology of X,. Let f be the collection of all open 
sets U in X for which: (1) there exists U,¢ 8, such that U is a connected 
component of f-'(U,), (2) U is relatively compact, and (3) U has countable 
topology. We notice that (3) follows from (2) and the hypotheses about X. 
By Lemma, f is a basis for the topology of X. It remains to show that £ is 
countable. 

Let V be a fixed element of 8, and let £;,) denote the collection of all U ¢ 8 
with the property that there is a map i-> U, from the finite set {1,2,..., »} 
into 6 such that U,= V,U,= U and U,n U,,,+0 for i=1,...,n—1. 
Since X is connected we have 


B = U Bow : 


Hence it remains to show that each f,,) is countable. The assertion is manifest 
for n = 1. Now assume it is true for n — 1, i.e. £;,—, is countable. Let U,€ f, 
and 'U € Bi,-,. We denote by a,)(U,, ‘U) the collection of all sets U € f,,) 
such that U is a connected component of f-'(U,) and U meets ‘U. Each set 
U € Bi») meets at least one set ‘U € f;,,—,), so that 


Bony = J any (Uo, ‘U) . 
UE Be ‘UCB -1 
Each a, (Up ,‘U) is countable. For ‘U has countable topology, and the sets 
U \'U, U € a) (Ug, ‘U), are not-empty, disjoint and open in ‘U. Hence f,,), 
as a countable union of countable collections, is countable, which completes 
the proof of the theorem. 
As a universal space X, in Theorem | we can take the topological product 


C*= J] Cy), where each C,, is the finite complex z-plane. We denote the 
i=1 
natural projection C’-> Ci, by p,;. By Theorem 1 we have 

(C) Let X be any (connected) manifold or any connected complex space. 
Then X has countable topology if (and only if, by Uryson’s metrization theorem) 
it can be 0-dimensionally mapped into C°. 

We now use (C) to obtain a simple proof of Grauert’s theorem on the 
countability of the topology of a connected K-complete space (see [2], 
pp. 243—249). We recall that a K-complete space is a complex space FR having 
the property that for each point x ¢ R there exists a holomorphic map of R 
into a complex Euclidean space C* whose restriction to a neighborhood of z is 
0-dimensional. 
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Theorem 2 (Grauert’s theorem). Any connected K-complete space has 
countable topology. 

Proof. For any complex space S we denote the set of all holomorphic 
functions on S by Hg and we introduce in H, the compact (= uniform on each 
compact subset) convergence. We have 

(1) If S has countable topology, H, is metrizable and separable. This is an 
immediate consequence of Ex. 8, p. 24 in [1]. 

(2) If S is imbedded in a larger connected complex space R so that the 
set A = R—S is (analytically) thin and Hg is separable metric, then Hp is 
separable (the statement and proof are essentially due to GRAUVERT; see [2)). 

Indeed, let us define the map u: Hp—> Hg by setting u(f) = /|S, f € Hp. 
Since Hg is separable metric and u(H,)c Hs, there exists a countable dense 
set {f;} in Hz such that {u(f/,)} is dense in u(H,). Since A = R — S is thin, the 
convergence closure of S equals R (see [2]), proving that {f,} is dense in Hp. 

From (1) and (2) it follows that if the connected complex space R is K-com- 
plete at a point of R, Hp is separable. For, by the definition of a K-complete 
space at a point and a theorem of ReMMERT (see [3]), there exists a holomorphic 
map t: R-» C* having. the property that t|S is 0-dimensional for an open 
set S in R such that A = R — S is thin. By (B) (which follows from (C)), S has 
countable topology. From (1) it follows that H, is separable metric, and from (2) 
that H,» is separable. 

Now let R be any connected K-complete space, and let {/;} be a countable 
dense set in Hp. Then there exists a unique continuous map /: R > C® with 
f,= p, of. Since the property of a holomorphic map tr: R > C* of being not 
0-dimensional in the neighborhood of a point of R is conserved by the con- 
vergence in Hp (see [2]), we see that f is 0-dimensional. Theorem 2 now 
follows from (C). 
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Ein Algorithmus und ein Klassifikationsprinzip 
fiir Funktionen mit nichtnegativem Realteil 
Von 
F. H. Errertz in Krefeld und K. H. Brever in Dortmund 


Es wird ein Algorithmus fiir Funktionen, die in der rechten Halbebene 
holomorph sind und dort nichtnegativen Realteil besitzen, untersucht. Als 
Sonderfalle sind in ihm die Algorithmen von A. Fiatkow — I. Gerst [7], 
R. Borr — R. J. Durr [1] und P.I. Ricnarps [10] enthalten. Durch 
Spezialisierung gewinnt man nach linearen Transformationen auch den be- 
kannten Landau-Schurschen Algorithmus fiir beschrinkte Potenzreihen [11]. 
Der mitgeteilte Algorithmus fiihrt zu einer Klassifikation der Funktiorien mit 
nichtnegativem Realteil. Die betrachteten Funktionen treten in der Theorie 
elektrischer Netzwerke auf und haben dann die zusitzliche Eigenschaft, daB 
sie auf der reellen Achse reellwertig sind [2, 5]. 


1. Ein Algorithmus fiir nichtnegative Funktionen 


Es sei F(A) eine in der rechten Halbebene Re A > 0 definierte holomorphe 
Funktion. Wir nennen F(A) eine nichtnegative Funktion, wenn sie fiir Re A> 0 
nichtnegativen Realteil besitzt. Ist F(A) auBerdem noch auf der reellen Achse 
reellwertig, so sei sie nichtnegative reelle Funktion genannt. Wir beweisen 
nunmehr den folgenden 

Satz 1: Ist F,(A) eine nichtnegative Funktion und 4{” (i = 1, 2, . . ., m,) 
eine Folge von Zahlen mit Re A{>0, fiir die F,(A{”) = s, (i= 1, 2,..., m,) 
gilt, und ist ferner F,(A) nicht von der Form 
8yJy(A) + 3,€ gy(— A) 

9r(A) — egy(— A) 
mit |e] = 1 und dem Hurwitzpolynom 





my 
g(A)= IT (A+ Xi”), 
i=1 


dann ist auch 


K8,(a) —KT,(A) 


(2) F,, 1(A) Pe 8,(A) + T,(A) 


mit Re K > 0 und 





S,(A).= é€ g.(—A) [%,+ F,(A)] , 
T,(A) - 9, (A) [s,— F,(A)) 


eine nichtnegative Funktion. 
Math. Ann. 138 


(3) 
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Die auszuschlieBende Funktion (1) ist eine nichtnegative Funktion, deren 
Realteil auf der imaginaéren Achse auBerhalb der Pole verschwindet. Setzt man 
K = 1,m,= 1, A= 1 und 

1+4, 
1+,’ 





so folgt mit 
1 Tr 
A= Tre und F,(a)= 1+ seaer} 
der fiir die Theorie see eat Funktionen /,(z) grundlegende kettenbruch- 
artige Reduktionsalgorithmus von J. Scuur [11]. 

Zum Beweis von Satz1 bilden wir mit einer unimodular beschrankten 
Funktion f(z), fiir deren Nullstellen z,(i = 1, 2, . . ., m) die Bedingung |z,| < 1 
gilt, die Funktion 


p(z) = fe) | i 


Nach dem verallgemeinerten Te the Le.nma gilt fir (z) ebenfalls 
\p(z)| s 1 fir |2| < 1. Durch die Transformation 
K—RKa p(z) 
P@)= Tyee | 
ist eine Funktion ®(z) mit im Einheitskreis nichtnegativem Realteil gegeben. 
Entsprechend wird durch 


Re K> 0; |a| = 1 


8— F(A) 
te) = BRa i Res>0;|B|=1 
mit 
k—A. 
(4) = Vera! Rek>0;\y|=1 


der im Einheitskreis unimodular beschrinkten Funktion f(z) eine in der 
offenen rechten Halbebene holomorphe Funktion F(A) zugeordnet, die dort 
nichtnegativen Realteil besitzt. Ist F(A) eine solche nichtnegative Funktion, 
so ist mit z(A) aus (4) auch 


F, (4) = ®(2(A)) 
eine nichtnegative Funktion. Das Polynom 


g(a) = Ta + A,) 


i=1 
ist wegen |z,| << 1 und (4) ein Hurwitzpolynom, d. h. ein Polynom, dessen Null- 
stellen simtlich in der offenen linken Halbebene liegen. F,(A) 148t sich jetzt 
in der Form schreiben 


(5) P,(a) = KEW A B+ FOI — K9 [o— FO) 





eg(— A) [8+ F(A)) +9(A) [s — F(A)) 
mit Re K > 0, |e| = 1 und s = F(A,) in Ubereinstimmung mit (2). 

Durch (5) wird jeder von (1) verschiedenen nichtnegativen Funktion 
wieder eine solche zugeordnet. Die einer nichtnegativen Funktion F,(A) 
gemaB (2) zugeordneten Funktionen F, (A), F,(A),... heiBen die zu F,(A) ad- 
jungierten Funktionen und die s, die adjungierten Parameter. 
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Tritt eine Funktion von der Form (1) als adjungierte Funktion auf, so 
bricht der Algorithmus ab. 

Satz 2: Wird I, mit Re ,> 0 und ein Hurwitzpolynom g,(A) beliebig vor- 
gegeben und ist F,,,(A) eine nichtnegative Funktion, so ist 


T,M,+(a) — TN, 41a) 


F(a) = My +1(A) + Nos1(A) 





mit 

M, 1(4) = 9,(A) (K+ F,4,(4)], Re K>0 

N,43(A) = eg,(—A) [K —F,,,(A)] , le =1 
eine Funktion, die fir Re A> 0 holomorph ist und dort positiven Realteil 
besitzt. Sie nimmt an den Nullstellen 4{” von g,(—A) den vorgegebenen Wert 
I, an. 


Zum Beweis setzt man 








K —F,.,(A 
y= arp ay lal= 1, ReK>0 
und bildet 
oi g»(— A) 
(a) = Hv (2). 
Dann gilt |®(A)| < 1 fiir Re A> 0. Bildet man weiter mit ®(A) die Funktion 
r,— 6T, ®(A 
F,(a)= a Re I’,> 0, |d| = 1 ’ 


so ist F,(A) fiir Re A> 0 holomorph und hat dort positiven Realteil. Durch 
Einsetzen von (A) folgt mit 26 = e die Behauptung. 


Satz 3: Es sei F,(A) = a 


mit teilerfremden Polynomen G, und H, eine rationale nichtnegative Funktion. 
Wird weiter der Grad von F,(A) durch 


{Fo(A)} = max [{@,(A)}, {Ho(A)}] 


bezeichnet und definiert, so gilt fiir den Grad der nach (2) gebildeten ad- 
jungierten Funktion F,(A4) nach Kiirzen des gemeinsamen Faktors g,(—A), 
wenn 





F,(—4,) + —Fy(a) (i= 1,2,...,m) 
ist: 


{F,(A)} . 3 {F,(A)} , 
Gilt dagegen fiir eine Teilfolge der A, 


See 


die Relation 
(6) F,(—A,,) = —Fo(h,,) (y= 1,2,...,p), 


so ist 


{F,(A)} = {F(A)} —u- 
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Zum Beweis beriicksichtige man, daB eine Gradreduktion bei einmaliger 
Anwendung von (2) auf F,(A) dann und nur dann auftritt, wenn neben g,(— A) 
weitere gemeinsame Faktoren vorhanden sind. (6) ist die Bedingung dafiir, daB 
der gemeinsame Faktor 

“ 
IT (a + 3,,) 
v=1 
auftritt. Eine nichtnegative Funktion hat weiter im unendlichfernen Punkt 
héchstens eine Null- oder Polstelle erster Ordnung, woraus dann die Be- 
hauptung folgt. 


2. Ein Klassifikationsprinzip fiir nichtnegative Funktionen 


Der Algorithmus (2) fiir m,= 1 fiir alle » erlaubt eine Klassifikation der 
nichtnegativen Funktionen in der folgenden Weise: 
Klasse I: Der Algorithmus ist stets fortsetzbar, d. h. es gibt kein n, derart, 
daB gilt 
S,(A) + T,,(a) =0. 


a) F,,(A) = Fy (An) » (n= 1,2,...) 
a) F,(a) rational, 
B) F,(a) nicht rational. 

b) F,,(A) = F,, (Ay). 


Klasse II: Der Algorithmus ist nicht beliebig weit fortsetzbar, d. h. es gibt 
ein n, derart, daB gilt 
S, (A) + F(A) =0. 
Die fiir die Anwendungen in der Theorie elektrischer Netzwerke wichtigen 


Klassen Ib und II werden im folgenden weiter untersucht. Bei Klasse Ib 
lauten die weiteren adjungierten Funktionen 


P,4,(4)= F,4,(D=°°°= KE mit ReK>0O. 


Gehért die nichtnegative Funktion F,(A) zur Klasse Ib oder II, so ist sie 
notwendig rational. 

Satz 4: Die nichtkonstante rationale Funktion 
Go(A) 
H, (A) 
mit teilerfremden Polynomen G,(A) und H,(A) ist dann und nur dann eine 
nichtnegative Funktion der Klasse Ib oder II, wenn gilt 


1) G,(A) + 6H, (A) ist ein Hurwitzpolynom mit Re d> 0, 
= - n—1 " 
2) Gy(A) Ho(—A) + @o(—A) Hy(d) = C IT (a,—A) (4, + a) 


v=0 


mit Re A,> 0 (v= 0,1, 2,...,n—1) und C20. 





F,(A) = 


(7) 


C > 0 charakterisiert die Klasse Ib und C = 0 die Klasse II. 
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Die Bedingungen (7) sind notwendig; denn ist F,(A) eine rationale nicht- 
negative Funktion der Klasse Ib oder II und 6 eine Zahl mit positivem Real- 
teil, so ist fiir Re A> 0 

G, (A) G,(A) + 6 Ho(A) 
Re (6+ Ray) = Be eG > o 
also G,(A) + 6H,(A) + 0 fir ReA> 0. Dies gilt auch fiir Re A= 0, da im 
anderen Falle wegen der Teilerfremdheit von G, (A) und H, (A) und der Stetigkeit 
der Abbildung Punkte der rechten Halbebene auf eine Umgebung des Punktes 
—6 abgebildet wiirden. 
Ferner gilt mit F,,(4) = G,/H,, im Fall der Klasse Ib 


G,,(A) Hy, (—A) + G,(—A) Hy (A) = 2H, (a,) Hy ,) Re Fy (An) = C, > 0 
und im Fall der Klasse II C,,= 0 und mit 


leas (8, — €4,) A +(8,4, + £3, A,) 
Fa(4)= “4+ —eA,) 
G, (A) H,,(—A) + G,(—A) H(A) = 0. 
Bildet man zu F, (A) nach Satz 2 mit g,_, (A) = —(A+ A,_,) die Funktion F,,_ , (A), 
so erhalt man 








G,-1(A) H,,-1(—A) + G,,-,(—A) H,,-,(A) 
— { On-s(An-1— A) An-1+ A) Klasse Ib 
a 0 Klasse II , 
wobei C,,_,= C,(K + R) (,-,+ T,-,] ist. 
Durch vollsténdige Induktion folgt die Notwendigkeit der Bedingungen (7). 
Um die Hinlanglichkeit zu beweisen, sei die Funktion 


_ B= Feld) _ BHy(A) — Geld) 

(8) PA = SERA) ~ SHA) + G) 
betrachtet. Wegen Bedingung 1) ist 7'(A) holomorph fiir Re A = 0 (A endlich). 
Unter Beriicksichtigung der Bedingung 2) erkennt man, daB 7'(A) auch im 
unendlich fernen Punkt holomorph ist. 

Nach Bedingung 2) ist ferner 

|7(A)| <1 fir A=iw (-w~sS wor), 

wegen 1 — |T'(iw)|?= 0. 

Nach dem Prinzip vom Maximum ist daher 

|T(A)|\< 1 fir ReAsé>oO, 


so daB aus der Abbildungseigenschaft der Transformation (8) folgt, daB F,(A) 
eine nichtnegative Funktion ist, wenn die Bedingungen (7) gelten. 

Bildet man nach Satz 1 zu F,(A) die erste adjungierte Funktion F, (A) 
= G,(A)/H,(A), so folgt aus (7) Bedingung 2) fir 2 = —A, 


Gy(—Ag) Ho (Ao) + Go(%q) Ho(—Ao) = 0 
Fy(—A,) ons —} (Ao ’ 


oder 
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so daB nach (6) die adjungierte Funktion F,(A) den Grad n —1 hat, wenn 
F,(A) vom n-ten Grade ist. Ferner gilt nach Kirzen des gemeinsamen Faktors 
(A— Aq) (A + Ay) in Zahler und Nenner von F, (4) bei Benutzung von (7): 


n—1 
@, (A) Hy (—A) + @(—A) Hy (A) = O, TT (A,— a) A+ 2) 
mit 
O,= C(K + RB) (s+ &) =0. 

Die n-malige Anwendung des Algorithmus (2) fiir m,= 1 auf F(A), das den 
Bedingungen (7) mit C 20 geniigt, mit der durch (7) bestimmten Folge 
A\”=4,, fiihrt. also entweder auf eine Konstante mit positivem Realteil 
‘(Klasse Ib) oder auf eine Konstante mit verschwindendem Realteil (Klasse IT) ; 
oder die (n — 1)-malige Anwendung des Algorithmus (2) fiihrt auf ein F,,_, (A) 
vom ersten Grade, fiir das S,,_,(A) + 7,,-,(A) = 0 ist (Klasse II). 

Beziehen wir uns im folgenden auf nichtnegative reelle Funktionen, so 
gestattet der hier mitgeteilte Satz 5 die »-te adjungierte Funktion F,(A) 
(v= n—1,n—2,...,0) der durch K = 1, e = —1, A,= 1 (v=0,1,2,...,n—1) 
gegebenen Unterklasse der Klassen Ib und II ohne Bestimmung weiterer 
adjungierter Funktionen anzugeben. Damit ist zugleich eine explizite Dar- 
stellung der Funktionen dieser Unterklasse gewonnen. 

Satz 5: Ist (A,) (k= n,n—1,...,¥+1,¥%) eine vorgegebene Folge 
positiver Zahlen und sind die GréBen «,(A), B,(A), y,(A), 6,(A) durch die 
Matrizengleichung 

lla, Bi | 
(9) lly || Wa 
gegeben, so gewinnt man die adjungierten Widhbitlisd der sable Unter- 
klasse der Klasse Ib aus 








A> 9 





|: |" y+. Avvll . An 1 4,- x 




















(10a) F(a) = tt (y= n—I1,n—2,...,0), 
(10b) F,(a4)=A 


Die entsprechenden adjungierten Funktionen der Klasse II erhalt man erstens 
aus 

” lay Bol) _ |i4e AvAll [l4oer Aysadjl |i dy-1 Anal 14, 0 

ONT lla ada oa dy an Wife al 

mit (10a), statt (10b) gilt jetzt F,,(A) = oe Die restlichen Funktionen der 
Klasse II erhélt man mit (9) aus (10a) und (10b) fiir A,> 0 (s= n—1, 
n—2,...,¥+1,¥”), A, =0. Der Beweis folgt leicht durch vollstandige 
Induktion. Die angegebenen Matrizendarstellungen charakterisieren explizit 
Klassen von Frequenzcharakteristiken elektrischer Netzwerke. AbschlieBend 
sei noch bemerkt, daB die nichtnegativen Funktionen der Form 


(12) F(a)= 5h(A) — de h(—A) 





Ald) +eh(—A) ’ 
wobei f(A) ein Hurwitzpolynom ist und Re 6> 0, |e| = 1 gilt, samtlich zur 
Klasse II gehdren [6]. Fiir den Sonderfall «= 1 und A(A) = h(A) erhalt man 
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einen Satz von W.Caver [3], der einen Beweis einer charakteristischen 
Parameterdarstellung der Koeffizienten reeller Hurwitzpolynome erméglicht [4]. 
Aus der Darstellung (12) folgt, daB die Wurzeln der Polynome 
f(A) = h(A) — eh(—A) und 
f(A) = h(a) + eh(—A) 
auf der imaginaren Achse liegen, simtlich voneinander verschieden sind und 
sich trennen. Entsprechend gilt die folgende Bemerkung, die einen Satz von 
J. Scour ({11], Satz XII) verallgemeinert: 
Ist P(A) ein Polynom, dessen sémtliche Nullstellen auBerhalb des Einheits- 
kreises liegen, so liegen die Wurzeln der Polynome 
P(A) = P(A) + eA" P(A) und 
P,(A) = P(A) — ea" P(A-") 
auf dem Einheitskreis, sind simtlich voneinander verschieden und trennen sich. 
Aus dieser Bemerkung folgt mit Benutzung eines Theorems von C. F. 
Gauss [8] der folgende Satz’): 


n 
Sind die Wurzeln von F(A) = 5 c,4” voneinander verschieden und auf dem 
v=0 
Einheitskreis gelegen, so trennen sich die simtlich auf dem Einheitskreis ge- 
legenen und sdémtlich einfachen Wurzeln von 
P, (A) = (l—e) AF’ (A) —n F(A) und 
P,(a) = (1+ e) AF’(A)—n F(A). 
Aus einem Satz von LaGuERRE [9] folgt der folgende Sonderfall des letzten 
Satzes: 
Liegen die Wurzeln von F(A) simtlich auf dem Einheitskreis, so gilt dies 
auch fiir die Wurzeln von 
P(A) = 24F’ (A) —n F(A). 
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1) Herrn Dozent Dr. Praca in Wien verdanken wir einen anderen Beweis dieses 
Satzes. 
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Existenz von Holomorphiegebieten zu vorgegebener 
erster Bettischer Gruppe 
Von 
Kart-Joser Ramsport in Miinchen 


Einleitung 

Im Jahre 1953 hat J. P. Szrre ((11], Corollaire 2) gezeigt, daB fiir jede 
holomorph vollstandige Mannigfaltigkeit M" der komplexen Dimension n die 
ganzzahligen Bettischen Gruppen B,(M™") stets nur das Nullelement enthalten, 
falls y > n ist’). Uber die Struktur der Bettischen Gruppen B,(M") mit » < n 
weiB man jedoch fast nichts. Es liegt nahe, sich die Frage vorzulegen, ob man zu 
vorgegebenen abzahlbaren, torsionsfreien abelschen Gruppen B,,..., B,, stets 
ein Holomorphiegebiet G im C* (n > 1) finden kann, dessen y-te Bettische 
Gruppe B,(G) zur Gruppe B, isomorph ist (vy = 1, . . ., 2). 

In dieser Arbeit wird ein spezieller Beitrag zu diesem Problem gegeben. 
Es wird bewiesen: 

Ist B eine beliebige abzihlbare, torsionsfreie abelsche Gruppe, so gibt es stets 
ein Holomorphiegebiet G im C™ (n > 1), dessen erste Bettische Gruppe B,(G) 
zu B isomorph ist?). 

Zur Vorbereitung wird im ersten Paragraphen neben einer komplexen 
Mannigfaltigkeit M" noch die komplexe Mannigfaltigkeit M"— A” betrachtet, 
dabei ist A” eine rein p-dimensionale analytische Menge in M*". Es werden 
einige einfache Beziehungen zwischen den ganzzahligen Homologiegruppen 
beider Mannigfaltigkeiten angegeben. Ferner wird ein fiir die Konstruktion 
von G benétigter gruppentheoretischer Hilfssatz (vgl. § 1.3) bewiesen. 

Im zweiten Paragraphen wird die Existenz eines gesuchten Holomorphie- 
gebietes nachgewiesen. Im zweiten Abschnitt wird die Idee erlautert, die dem 
Beweis zugrunde liegt. Im Prinzip handelt es sich dabei um eine Methode, die 
schon L. Pontryacrn in ({[7], Anhang ITI) benutzt hat, um eine Kurve im R* 
anzugeben, deren Komplementarraum eine beliebige abzahlbare, torsionsfreie 
abelsche Gruppe als erste Bettische Gruppe hat. K. Srer hat in [12] dieses 
Verfahren in entsprechend modifizierter Form benutzt, um im C? ein Holo- 
morphiegebiet zu bestimmen, dessen erste Bettische Gruppe zur additiven 


Gruppe der rationalen Zahlen von der Gestalt J (q, # ganz) isomorph ist. 


Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Professor Dr. K. Stern fiir wertvolle An- 
regungen meinen herzlichen Dank auszusprechen. 


1) Unter der g-ten Homologiegruppe H,(M*) wird wie iiblich die Gruppe der Homo- 
logieklassen der in M* gelegenen singularen, ganzzahligen g-dimensionalen Zyklen ver- 
standen. Die Faktorgruppe nach dem Torsionsanteil wird als g-te Bettische Gruppe B,(M") 
bezeichnet (vgl. etwa [10]). 

*) Die erste Bettische Gruppe eines Gebietes der komplexen Ebene ist stets frei. 
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§ 1. Vorbereitende Aussagen 

1. M* sei eine zusammenhangende komplex-analytische Mannigfaltigkeit 
der komplexen Dimension n, A?, 0< p< 7n, sei eine in M" gelegene rein 
p-dimensionale analytische Menge*). Dann ist der natiirliche Homomorphismus 
der g-ten Homologiegruppe H,(M*"— A”) in die g-te Homologiegruppe H,(M") 
fiir g < 2n — 2p — 2 ein Isomorphismus: 
(*) H,(M*— A?)~H,(M"), qa 2n—2p—2. 
Das folgt unmittelbar aus der exakten Homologiesequenz 
(**) = A,.,(M") Ay,,(M" mod M*— A?) — H,(M*— A?) mg H,(M") <P» 
wenn man die Alexander-Pontrjaginsche Dualitét*) ausnutzt. Danach ist 

H,(M*mod M"— A?) ~ H**~4(A?) , 


wenn H2"~ 4 ( A”) die (2n — q)-te Cohomologiegruppe von A? mit kompaktem 
Trager und dem Ring der ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich bezeichnet. 
Da H2"~—*—1(A?) verschwindet fiir 2n — q— 1 > 2p, ist (*) bewiesen. 

2. Im folgenden sei die analytische Menge A stets rein (n — 1)-dimensional. 
AuBerdem sei sie zunachst als irreduzibel vorausgesetzt. Dann folgt aus (**) 
nur, da8 der natiirliche Homomorphismus H,(M"— A*-*)—+ H,(M") ein 
Epimorphismus ist. Um den Kern dieses Homomorphismus zu bestimmen, 
entferne man aus M* die Menge S der singuléren Punkte von A*~'. Es sei 
‘M* :=.M*— S und 'A*-!;= A*-!— §. 'A*~-! ist zusammenhangend und als 
Mannigfaltigkeit in ‘M" eingebettet. Dann folgt: 

+ H,('M") > H,('M"mod 'M*— 'A*-!) + H, ('M"— 'A*-') + H,('M") > 
ist exakt. Da die Dimension von S héchstens 2n — 4 ist, gilt wegen (*) H,(’M") 
= H,(M"), vy = 1, 2. Da ferner H{""'('A"-1) verschwindet, bekommt man die 
exakte Sequenz 

+ H,(M") > HZ" ~*('A"-) + H,(M*"— A*-) + H,(M") > 0. 


‘A"-1! ist Mannigfaltigkeit. Daher hat man fir komplementare Dimensionen 
die Poincarésche Dualitat®) zwischen der Cohomologie mit kompaktem Trager 
und der Homologie der endlichen singularen Ketten. Da ferner ‘A"~-! zusammen- 
hangend ist, bekommt man die Isomorphien H2"~*('A*-!) ~ H,('A"~") = Z, 
dabei ist Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Damit ergibt sich die 
exakte Sequenz 


+> H,(M*) + Z > H,(M"— A*-1) + H,(M*) +0. 


Die Quotientengruppe Z,, := Z/j(H,(M")) ist zyklisch; ihre Ordnung sei m. 
Dann gilt: 
0+ Z,, > H,(M*— A*-1) > H,(M")>0 
ist exakt. 
3) Zur Theorie der analytischen Mengen vgl. z. B. (8), (9). 


4) Vgl. [4], Exp. XVII, ferner [5], p. 113. 
5) Vgl. (4), Exp. XVII. 
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Die nicht negative ganze Zahl m hat eine einfache topologische Bedeutung. 
Es sei zundchst m + 0. Dann werden diejenigen 1-dimensionalen Zyklen in 
M*— A*-, die in M* nullhomolog sind, erzeugt durch einen Zyklus a’, dessen 
m-faches bereits in M*— A*-* nullhomolog ist: ma! ~ 0 in M"— A*-1. m ist 
die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Ist z( ein gew6hnlicher 
Punkt von A"~-!, so gibt es eine Umgebung U (z(), in der lokale Koordinaten 
Z,-++,)%, 80 eingefiihrt werden kénnen, daB U(z)7-\ A*-! durch z,=0 
gegeben wird. Dann darf angenommen werden, daB der Zyklus a! in U (z() 
liegt und auf der Ebene E: {z,= 0, . . ., z,-, = 0} durch z, = pe**, OS p< 2a, 
bestimmt ist. Es sei x? die von «! auf E' berandete, in natiirlicher Weise 
orientierte Kreisscheibe. Dann ist ma!= dmx* in M*. Weiter gibt es in 
M*— A*~-' eine 2-dimensionale Kette 6?, so daB —ma'= 6 6? in M"— A*-} 


gilt. Folglich ist o> = £?+ mx? ein 2-dimensionaler Zyklus in M*, der mit A*-', 


genau die Schnittzahl*) m hat. Verschwinden aber simtliche Schnittzahlen 
von A*-! mit den Elementen von H,(M*), so muB der Kern des Homo- 
morphismus H,(M"*— A*-!)~+ H,(M") notwendig durch einen Zyklus a! 
erzeugt werden, fiir den gilt: ya! + 0 in M"— A*~' fir alle natiirlichen Zahlen v. 

Damit ist offenbar die folgende Aussage bewiesen : 

Satz 1: M* sei eine zu enhiingende komplexe Mannigfaltigkeit, A"-* 
eine irreduzible, (n — 1)-dimensionale analytische Menge in M*. Dann gilt fiir 
die ersten Homologiegruppen H,(M") und H,(M"— A*-) die Isomorphie 


H,(M") = H,(M"— A*~)/Z,, .”) 





Verschwinden simtliche Schnittzahlen der Menge A*-1 mit den Elementen von 
H,(M"), so ist Z,, durch Z zu ersetzen, andernfalls ist m die kleinste von Null 
verschiedene positive Schnittzahl von A"~1 mit den Elementen von H,(M"). 

Als unmittelbare Folgerung hat man 

Satz 2: M" sei eine zusammenhiingende komplexe Mannigfaltigkeit, H,(M*) 
sei frei. Ferner seien A®~', 9=1,...,17, irreduzible, (n — 1)-dimensionale 
analytische Mengen in M", deren Schnittzahlen mit den Elementen von H,(M") 
sdimtlich verschwinden. Dann lassen sich H,(M"— A"-') und B,(M*— A*-) 
als direkte Summen darstellen: 


H,(M*— A*-}) ~ H,(M*)@ J 
B,(M"— A"-1)~ B(M*)@ J. 


Dabei ist A®-} : = Uo At ~* und J ein r-dimensionales Gitter®). 
e= 


keit ist die Schnittzahl s(F,, F,) zweier abgeschlossener orientierter Flachen F, und F, von 
komplement&rer Dimension genau dann definiert, wenn gilt: 6F, -\F,—F,7\ 6F,= leer 
(Schnittzahlbedingung). Vgl. [6], FuBnote 13. 

*) Mit Z werde die additive Gruppe der ganzen Zahlen, mit Z,, die additive Gruppe der 
ganzen Zahlen modulo m bezeichnet. Speziell ist Z, = Z und Z, die Nullgruppe. 

*) Eine abelsche Gruppe mit einer endlichen Basis aus r Elementen (jede andere Basis 
hat dann dieselbe Lange) hei8t auch ein r-dimensionales Gitter. 
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Beim Beweis hat man nur zu beriicksichtigen, daB A?~' auch mit den 
2-dimensionalen Zyklen von M?,:= M*— (AZ~*U---U AR), 1 <ooS7, 
die Schnittzahl Null hat, da A?~? in ganz M* analytisch ist. 

Die Homologiegruppen stimmen mit den Bettischen Gruppen iberein, 
da H,(M") nach Voraussetzung keine Elemente endlicher Ordnung besitzt. 

3. Fir die Konstruktion des gewiinschten Holomorphiegebietes bendtigen 
wir noch einen gruppentheoretischen Hilfssatz. Bekanntlich gilt fiir jede 
endlich erzeugte abelsche Gruppe die Aussage : 

Jede abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden ist eine direkte Summe 
B=J@ T, wobei T die Gruppe aller Elemente endlicher Ordnung von B und J 
ein r-dimensionales Gitter mit r = Rang (B) ist®). 

Als triviale Folgerung hat man: 

Eine abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden, die kein von Null ver- 
schiedenes Element endlicher Ordnung enthélt, ist ein Gitter. 

Im folgenden werden im wesentlichen nur abelsche Gruppen mit unendlich 
vielen Erzeugenden betrachtet. B wird stets als abzihlbar vorausgesetzt. Haupt- 
aufgabe wird sein, torsionsfreie, abzihlbare abelsche Gruppen, die nicht frei 
sind, in ganz bestimmter Weise durch freie abelsche Gruppen auszuschépfen. 

Definition: Zine Folge von Untergruppen B,(v = 1, 2, . . .) einer abziihlbaren 
abelachen Gruppe B heift eine Ausschépfung von B, wenn 

(1) fiir jedes v die Gruppe B, in B, ,, enthalten ist, 

(2) B gleich der Vereinigung der B, ist. 

Setzen wir voraus, daB alle Untergruppen B, einer Ausschépfung von B 
freie abelsche Gruppen vom Rang r sind, so léBt sich die Einbettung von B, 

ty, 
in B,,, durch eine quadratische Matrix beschreiben. Ist t,= ( : eine Basis 
\ bor / 
von B,, dann ist t,= ,,,t,,,; dabei ist 21,,,— (A%,") eine r-reihige, nicht 
singulare, ganzzahlige quadratische Matrix. Mit dieser Bezeichnung gilt 

Hilfssatz 1: Hs sei B eine torsionsfreie, abzihlbare abelsche Gruppe vom 
Rang r. Dann existiert stets eine Ausschépfung von B durch r-dimensionale 
Gitter B, derart, daB fiir die Elemente 2°,* » der die Einbettung von B, in B,,, 
vermittelnden ganzzahligen Matriz A, ,, gilt: 


yr+2) =0 fir o<o PP - 


ve >0 fireoze’ o=1,...,r. 


Beweis: Wir kénnen annehmen, da8 B nicht frei ist, sonst ist nichts zu 
beweisen. Seien ¢,,...,t, r linear unabhaingige Elemente in B und B, die von 
ihnen erzeugte Untergruppe. B, ist ein r-dimensionales Gitter. Sodann gebe 
man sich eine Abzahlung J simtlicher Elemente von B vor, beginnend mit den 


®) Lineare Abhangigkeit in einer abelschen Gruppe B ist wie iiblich definiert. Wenn es 
in B ein System von r linear unabhangigen (d. h. nicht linear abhangigen) Elementen, 
aber kein System von mehr als r linear unabhangigen Elementen gibt, so heiBt die Zahl r 
der Rang von B, r = Rang (B). Wenn es keine Zahl r mit dieser Maximaleigenschaft gibt, 
so sagt man, B habe den Rang unendlich. Vgl. [1], Anhang I. 
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Basiselementen ¢,, . . .,¢, der Untergruppe B,. Die r-dimensionalen Gitter B, 
seien fiir 4 < v bereits konstruiert, und es gelte B,_, C B,. Dann streiche man 
in dem System J simtliche Elemente der Untergruppe B,. t sei das erste nicht 
gestrichene Element. Da B nicht frei ist, gibt es ein solches Element. Die 
Basiselemente von B, und das Element ¢ erzeugen eine B, umfassende freie 
abelsche Gruppe B,,,, die ebenfalls den Rang r hat. Damit ist eine nicht ab- 
brechende Folge von freien abelschen Untergruppen B,, die simtlich den 
Rang r haben, bestimmt. Ist ¢ ¢ B ein beliebiges Element, so ist es in der 
Abzahlung J nach endlich vielen Schritten gestrichen, d. h. es gibt eine natiir- 
liche Zahl yu, so daB t € B,. Die Folge { B,} bildet also eine Ausschépfung von B. 
Durch Anwendung unimodularer Transformationen werden sodann sukzessive 
in den B,, vy = 2, 3, . . ., neue Basiselemente eingefiihrt, so daB beziiglich dieser 
neuen Basen die Elemente der Ubergangsmatrizen %,,, nicht negativ sind. 
Dazu hat man nétigenfalls die vermége der Ausschépfung gegebenen Ubergangs- 
matrizen einer endlichen Anzahl von elementaren Spaltenumformungen zu 
unterwerfen. Man geht zweckmaBigerweise so vor: Zunachst werden die 2, ,, 
auf Dreiecksform gebracht (oberhalb der Hauptdiagonalen stehen nur Nullen), 
sodann werden durch Vorzeichenwechsel simtliche Elemente der Haupt- 
diagonalen positiv gemacht. Die Elemente der ersten o Zeilen in und links der 
Hauptdiagonalen seien bereits positiv (die Annahme ist richtig fiir ¢ = 1). 
Durch Addition geeigneter Vielfachen der (a + 1)-ten Spalte zu den voran- 
gehenden Spalten 1a48t sich dann jedes Element der (a + 1)-ten Zeile positiv 
machen. Dabei bleiben die o ersten Zeilen ungeandert, da die (¢ + 1)-te Spalte 
oberhalb der Hauptdiagonalen nur aus Nullen besteht. Damit ist Hilfssatz 1 
bewiesen. 


§ 2. Nachweis der Existenz 


1. Wir sind jetzt in der Lage, den Hauptsatz dieser Arbeit zu beweisen. 

Satz 3: Zu jeder beliebig vorgegebenen abzihlbaren, torsionsfreien abelschen 
Gruppe B existiert stets ein Holomorphiegebiet G im C™ (n> 1), dessen erste 
Bettische Gruppe B,(G@) zur vorgegebenen Gruppe B isomorph ist. 

Ist B eine freie abelsche Gruppe vom Rang r, so ist die Konstruktion 
von G sehr einfach: Man entferne aus dem Polyzylinder P:{\z,|<1,...,|z,|<1} 
r (n — 1)-dimensionale analytische Ebenen E, : {z= 2, |z,| < 1}, v=1,...,0; 
o=1,...,r.@:= P— U E, ist Holomorphiegebiet und hat nach Satz 2 die 


e 
gewinschte topologische Eigenschaft. Man kann fiir B,(@) auch direkt eine 
Basis aus r Elementen angeben. Ist B frei, aber von unendlichem Rang, so 
entferne man aus P eine Folge von analytischen Ebenen £, : {z, = z\”, |z,| < 1}, 
= 1,2,...; dabei mége die Folge {2} in der z,-Ebene gegen einen Rand- 
punkt des Kreises |z,|)< 1 konvergieren. G:= P— U E ist Holomorphie- 


gebiet. Fir seine erste Bettische Gruppe laBt sich ‘sofort eine abzahlbar 
unendliche Basis angeben. 

2. Wir werden fiir den Rest des Beweises von Satz 3 die abelsche Gruppe B 
stets als nicht frei voraussetzen. Die Idee, auf die sich die Konstruktion von G 
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stiitzt, l4Bt sich wie folgt beschreiben. Man schépft die vorgegebene abelsche 
Gruppe B gema8 Hilfssatz 1 durch eine aufsteigende Folge von freien abelschen 
Untergruppen B, aus. Zu dieser Folge von freien abelschen Gruppen B, wird 
sodann eine Folge von Holomorphiegebieten G, konstruiert, derart, daB 
B,(G,) zu B, isomorph ist. Die Konstruktion der Folge {G,} geschieht so, daB 
die G, gegen ein Grenzgebiet G konvergieren, dessen 1. Bettische Gruppe B, (@) 
zur vorgegebenen Gruppe B isomorph ist. Die Holomorphiegebiete G, bekommt 
man, indem man etwa aus dem Dizylinder’) D: {|z,| < 1, |z,| < 1} eine rein 
1-dimensionale analytische Menge F, herausnimmt. Die Zahl der irreduziblen 
Komponenten von F, ist dabei gleich dem Rang von B,. Im nichsten Schritt 
ersetzt man F, durch die 1-dimensionale analytische Menge F,,,. Es ist 
G,.,:= D— F,,,. Dabei ist entscheidend, daB die irreduziblen Komponenten 
von F,,, die irreduziblen Komponenten von F, mit wohlbestimmter Viel- 
fachheit approximieren. 

Es ist zweckmaBig, der Konstruktion einen einfachen Hilfssatz voraus- 
zuschicken. 

Hilfssatz 2: Es seien w(z,, 22) = 23 + Gn—1(%)Z,~? + *** + @o(z,) ein Polynom 
in z, und z, ohne mehrfache Faktoren, M das Nullstellengebilde von w(z,, 2.) und D 
der Dizylinder {\z,| < 1, |z_| < 1}. Der Durchschnitt A:= Dr\ M sei nicht leer, 
der Durchschnitt von M mit der Menge S: {\z,| < 1, |z,| = 1} set leer. Dann gibt 
es zu jeder e*-Umgebung 


Uys (A) := {(%, 2) € D: |p(%, 2)| < e*} 


eine in U,. (A) enthaltene Umgebung U (A) mit folgenden Eigenschaften: 

(1) Es gibt ein positives e < e*, so dab U,(A) in U(A) enthalten ist. 

(2) Der Durchschnitt des Ebenenstiicks E (2) : {z,= 2\°, |zq| < 1}, |z(?| < 1, 
mit U(A) besteht aus héchstens n punktfremden Kreisscheiben. 

(3) Der natiirliche Homomorphismus H,(D— U(A))— H,(D— A) ist ein 
Isomorphismus. 

Beweis: Es gibt im abgeschlossenen Dizylinder D héchstens endlich viele 
Punkte, die gleichzeitig Nullstellen von y(z,,z,) und Sui sind. Ihre 
z,-Koordinaten seien 2{),..., ®. Um die Schnittpunkte (z\”, 21), ..., 
(2, 24») des Ehbenenstiicks {z,= 2”, |z,|<1},4=1,...,1, mit M 
legen wir kleine abgeschlossene Dizylinder K,,: {|z.—2$}| < &, |2,—2\”| s 
S 5(e,)}. Dabei seien die ¢,> 0 so gewahlt, daB die Kreise |z,— z{}| < «,, 
x=1,...,%, in der z,-Ebene punktfremd sind. Die 6(e,) > 0 seien so be- 
stimmt, daB erstens die Kreise |z,— 2‘”| < d(e,) in der z,-Ebene punktfremd 
sind und zweitens die Wurzeln von py = 0 fiir z, aus |z,— 2\”| < d(e,) in die 


Kreise |z,—zf}| < 7 fallen. Es sei K: = U (Dr K,,). Dann ist D*:= D—K 
1°) Es geniigt, das Gebiet G im C? zu konstruieren. Das Holomorphiegebiet G x H 
mit H : {|z,| < 1,...,|z,| < 1} hat namlich die gewiinschte Eigenschaft im C* (n > 2): 
B,(Gx H) = B,(G) = B. 
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ein Gebiet mit trivialer 1. Homologiegruppe. Es sei A*: = D*/\ A. Die ana- 
lytischen Mengen A bzw. A* zerfallen in D bzw. D* in die gleiche Anzahl von 
irreduziblen Komponenten. Nach Satz 2 ist H,(D— A)~ H,(D*—A’*). 
T sei das Komplement der Kreise |z,—z\”| < 5(e,) beziiglich |z,| <1. Die 
Schnittpunkte von A mit dem Ebenenstiick {z,= 2, |z,| < 1}, 2 € 7’, sind 
simtlich einfach. d(z(”) sei die Minimaldistanz zweier solcher Punkte und 
r(z) die Minimaldistanz zur Menge S. Dann sind d,: = min a(z(”) und 
Met 
ro: = min r(z\) beide positiv. Es sei 9,> 0 und 99< 9’y: = rs a (ro + ; + ): 
2%¢ T je | 
Wir legen um jeden Punkt z(¢ A* auf der Ebene z,= 20 die Kreisscheibe 
V (2) : |za—z| < go. Es sei V: = do (2). Dann 14Bt sich die identische 
Abbildung i, von D*— A* homotop in eine stetige surjektive Abbildung 
i, : D*— A* + D*— V deformieren. Es sei U(A): = V U K, dann ist D*— V 
= D— U(A), also H,(D— A) = H,(D*— A*) =~ H,(D*— V) = H,(D— U(A)). 
Es ist klar, daB U(A) ein U,(A): |p(z, z,)| <e,¢ > 0, enthalt. Umgekehrt 
kann man bei Vorgabe von U,.(A) stets ein U(A) mit den gewiinschten Eigen- 
schaften finden, so daB U(A) c U,.(A). Man hat nur die K,, und 0, hinreichend 
klein zu wahlen. 


3. Zur Konstruktion der Folge {G,} werde zunichst angenommen, daB die 
vorgegebene torsionsfreie, abzahlbare abelsche Gruppe B den Rang r hat. 
Gema8 Hilfssatz 1 sei B durch freie abelsche Untergruppen B, vom Rang r 
‘ausgeschépft. Der Ubergang von einer Basis t, in B, zu einer Basis t,,, in 
B, ., vollzieht sich vermége der ganzzahligen, nicht singuléren Matrix %, , ,* 


n= 3 D bana 
= At? tana t et bass 


ee xe," Ybaaat eee + x* » tooie . 


Wir legen {G,} induktiv fest. 
Das Gebiet G, mége aus dem Dizylinder D: {|z,| < 1, \z.] <1} durch 
Herausnahme der analytischen Ebenenstiicke F,, {Pre = %— 





lal<1|,@=1,...,7, entstehen, Es sei: Fy: = U Fy G,:= F..%: 

= IT ¢,, . U,(F;) sei eine gemaB Hilfssatz 2 gewahlte Umgebung von F, in 
e_ ane 

D, U, ihre abgeschlossene Hiille in D. Wir setzen Gf: = D— U,. 


Es werde angenommen, die Gebiete G,, 1 <u < », seien bereits bestimmt. 
G, habe folgende Eigenschaften: 


(a) Es ist G,: = D—F,, F,: = UF F,, ist der in D gelegene Teil der 


v@° 
l-dimensionalen analytischen Menge utes Z) = 0}; dabei ist g,, ein 
Polynom in z,, z,, das die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfiillt. 
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(b) Die F,, sind irreduzibel in D. 

(c) F, ist zusammenhangend. 

Wir bestimmen wieder nach Hilfssatz 2 eine Umgebung U,= U,(F,) in D; 
es sei G¥: = D—U,. Bei der Konstruktion von U, treten in der z,-Ebene 
endlich viele punktfremde kritische Kreise |z,— 2‘?| < 6(e,) auf. Ihr Kom- 
plement beziiglich |z,|< 1 sei T,. Die Schnittpunkte von E (z\”) : {z,= 2”, 
\2q| < 1}, 2{ € 7,, mit F, sind einfach. H(z) - U,(F,) besteht aus endlich 
vielen clones Kreisscheiben V,, 

Bei Vorgabe dieser Daten aE G,,, und G¥,, wie folgt konstruiert: 
G,, soll wieder aus D durch Herausnahme von r in D irreduziblen 1-dimen- 
sionalen analytischen Mengen F,,,,,, entstehen, welche die Eigenschaften (a), 
(b), (c) haben; also G,,,:= D—F,,,,F,4,:= U F Uberdies sollen 


*+1,@° 
noch folgende Eigenschaften erfiillt sein: 

(d) F,,, besitzt eine e,,,-Umgebung U, 
mit U..., #8 U,(F,). 

(e) Ist 2{” = (2(”, 20}) € F,, -\ E(z”), 2 T,, und ist V,, die Kreisscheibe 

von F(z”) -\ U,(F,) mit 2? als Mittelpunkt, 9 = 1, ..., 7, so ist ae Schnitt- 
zahl") 8(F, 41,0 V,,.) = ag,tD, o=1, , fiir jedes ¢ = 1, 
Die nicht negativen ganzen Zahlen wt) (vgl. Hilfssatz 1) ‘dina far festes 9 
dabei genau die Elemente der g-ten Spalte von %,,,. Ist weiter U,,, 
= U,,,(F,.,) eine gemaB Hilfssatz 2 konstruierte Umgelagng, die in U.,,,(Fr+1) 
enthalten ist, so ist G*, ,: = D—U,,,. Die ¢,, y= 2,3, ?. ., sollen dabei eine 
monotone Nullfolge bilden. 

Alles laiuft also darauf hinaus, bei vorgegebenen 1-dimensionalen ana- 
lytischen Mengen F,, mit den Eigenschaften (a), (b), (c) neue 1-dimensionale 
analytische Mengen F,,,,, mit den Eigenschaften (a), (b), (c), (d), (e) zu kon- 
struieren. Wir werden diese Aufgabe in den letzten Abschnitten lésen (vgl. 
6, 7, 8). 

4. Nach Konstruktion bilden die J, eine absteigende Folge von ab- 
geschlossenen Teilmengen von D. Ihr Durchschnitt F: = NM U, ist nicht leer 
und abgeschlossenen in D. Es sei G: = D— F. Dann ist G= U GS. Es sei 


weiter D, der offene Kern des Durchschnitts aller G, mit u > ¥,D,:= N G 


(" 


F,.,) [vgl. (1) in Hilfssatz 2) 


| 


“2° 
Dann ist D,= D— UF F,. Es ist D,c D,,,, ferner U D,= G. Beweis: Ist 
eae 
21) — (26, 2{) € U D,, so gibt es ein ¥, so daB 2¢ D, = D— UF, F,,, also 


HE % 
2 ¢ UF, F,,. Es seien 2) = (2, 2), x = 1,..., &,, die Schnittpunkte von F,, 
mit coms Ebenenstiick 2 (z\) : {z,= 2, ier < Y, || < 1. Die 24), w= m%, 
haéufen sich nicht gegen 20, Andrerseits werden die Kreisscheiben V,,, : 
= E() - U,, die auf E (2) Umgebungen der 2) bilden, nach Konstruktion 





41) Die Schnittzah] zweier analytischer Flachen von komplementarer Dimension in 
bezug auf die durch die komplex-analytische Struktur induzierte Orientierung ist stets 
positiv, sofern F, (\ F, nicht leer ist. Vgl. [6], FuBnote 13. 
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der U, beliebig klein fiir » hinreichend groB. Also gibt es ein »,> v9, so daB 
f° ¢ Bi) nO, also 2\¢ U,, 2 ¢ NU,= F,z¢ D— F. Ist umgekehrt 


2 ¢ D— F, so ist 2 ¢ N U,,. Es gibt also ein », so daB 2 ¢ U,,, und damit 
auch 2¢0,, 42% Es ist F,c U, und U,,,cU,, also a | FC U,,. 
Folglich ist 2¢ UF, F,,, alo ME D— U U F,= Dy 2€U D,. 

2 


Zum Nachweis, daB G ein Holomorphiegebiet ist, benutet man zweckmafig 
die Darstellung G = U D, mit Dc D, ,,. Wir zeigen, daB jedes D, Holomorphie- 


gebiet. ist. Es war D, : - A 4,- D— UF. und G,: = D—F,,; dabei ist D 


das .Holomorphiegebiet ial < I, |z,| < fr “and F,, der in D gelegene Teil der 
Nullstellenmenge des Polynoms 9, (z;, 2;). Zunachst ist D, ein Gebiet. Dazu 
geniigt es zu zeigen, daB der Durchschnitt von D, mit jedem Ebenenstiick 
E (A): {2, = 2, |z| < 1}, || <1, zusammenhangend ist. Es seien 2 

= (2%, 2%) und 2 = (2, 20) aus E(z) -\ D,. Analog wie beim Nachweis 
der Inklusion U D,c D— F sieht man, daB 2 ¢ E(2) 0, und 2% 


€ £2 AT mit geeigneten »,, v,. Sei etwa »,< v, dann gilt wegen U,,c U, : 
a, 2 ¢z (2) ‘\ U,,. Dieser Durchschnitt besteht aus endlich vielen | punkt- 
fremden Kreisscheiben, folglich ist sein Komplement beziiglich E(z(%) zu- 
sammenhangend. 

Die G, sind Holomorphiegebiete, folglich auch D, als Durchschnitt von 
Holomorphiegebieten"*), dann ist aber nach einem bekannten Satz von 
-_Branxke-Stetn) auch G ein Holomorphiegebiet. 

Zum Nachweis, daB G die gewiinschte topologische Eigenschajft hat, benutzen 
wir die Gleichung G = U G? mit Gc GF, ,. Es war U,= U,(F,) eine Umgebung 


von F, mit U,> U.., und G* : = D—U,. Wir setzen noch G,: = D— U,. 
Es ist G,c G?,,C @, wegen U,,, c U,,,,¢ U,. Die 1. Bettische Gruppe B, (G,) 
von G,: = D— F, ist nach Satz 2 ein r-dimensionales Gitter. Die 1-dimen- 
sionalen noma al,,...,@!, seien Reprasentanten einer Homologiebasis von 
B,(G,). a}, bezeichne nach Bedarf den Zyklus und seine Homologieklasse. Ist 
af) = a }) EF, AV E(h) mit E(2): {z,= 2, |z| < 1}, A? € 7,, und 
vq die Kreisscheibe von F(z”) -\ U,(F,) mit . als Mittelpunkt, e=1,...,9, 

80 ) kann man den positiv orientierten Rand der V,, als Trager der a}, wahlen. 
Die oy ¢ bilden nach Hilfssatz 2 gleichzeitig ein freies Erzeugendensystem von 
B,(G,). Wir behaupten, daB sie fir v= 1,2,3,...;9=1,...,7 auch ein 
Erzeugendensystem von B, (@) bilden. Zunachst ist kein ganssahliges Vielfaches 
m(m + 0) eines a}, in G nullhomolog. Ware etwa ma), Rand einer 2-Kette 
6 in G, so ware der kompakte Trager von f* bereits in einem GX, v> ¥ 
hinreichend groB, enthalten und damit auch in G,,. Dann ware bereits in 


18) Vgl. [3], p. 74. 
18) Ist H ein Gebiet im C* und {H,} mit H,C H,,, eine Ausschépfungsfolge von H 
durch Holomorphiegebiete H,, so ist auch H ein Holomorphiegebiet. Vg]. hierzu [2]. 

















Holomorphiegebiete zu vorgegebener Bettischer Gruppe 351 


G,, mal,~ 0. Andrerecits ist «;, ols Zyklus in G,, einer ganzzahligen Linear- 
kombination der Se homolog. Das ist im Widersprach zur homologen Un- 
abhangigkeit der a! , in G,,. Ist weiter a! irgendein 1-Zyklus in G, so ist sein 
kompakter Trager in einem geeigneten G%., enthalten und damit auch in G,. 
In G,, und damit auch in G>G,, ist a! einer cee Linearkombination 
der a},,,@=1,...,7, homolog. Die Zyklen a}, sind auch Zyklen in G.... 
Wegen Bigenschaft (e) der F,,,,, bestimmt die Matrix %,,, genau die 
Homologierelationen zwischen den a}, und den a},, , in G,,, und damit auch 
in G. Man wahle dazu 2 ¢ T,-\ T,,, und betrachte den Schnitt des Ebenen- 
stiicks E (2) : {z, = 20, |z,| < 1} mit G, und G,,.,. 

5. Hat die vorgegebene abzahlbare, torsionsfreie abelsche Gruppe B un- 
endlichen Rang, so la8t sich die Konstruktion von @ wie folgt durchfihren. 
Man schépfe B durch freie abelache Gruppen B, vom Rang 1, aus. Wie beim 
Beweis von Hilfssatz 1 gehe man etwa von r linear unabhangigen Elementen 
aus. Die von ihnen erzeugte Untergruppe sei B,. Es ist r,= 1. Sind die B, 
mit B,_,c B, fir u < v bereits bestimmt, so streiche man in einer mit den 
Basiselementen von B, beginnenden Abzahlung J von B simtliche Elemente 
von B,. Sei ¢ das erste nicht gestrichene Element und B,,, die von den Basis- 
elementen t,,,...,¢,,, von B, und von ¢ erzeugte Untergruppe von B. Sind 
t und ¢,,,...,¢,,, linear abhangig, dann ist r,,,=—1,, und der Zusammenhang 
zwischen einer Basis von B, und einer Basis von B,,, kann nach Hilfssatz 1 
durch eine Dreiecksmatrix mit positiven Elementen in und unterhalb der 
Hauptdiagonalen beschrieben werden. Sind dagegen t,,, . . ., t,,,, ¢ linear un- 
ont so ist r,,,= 7,+ bs Als Basis von B,,, wahlen wir die Elemente 
Lote: = -g fur o=1,. —1; f+ 1,9 > = bo — b5 bya i.94,2 = b 

cattaaad sind bei ww Konstruktion von G,,, bei gegebenem G, 
(G, ist wie friber gewahlt) zwei Fille zu unterscheiden. G, erfiille wieder die 
Eigenschaften (a), (b), (c), und es sei G¥ : = D— U,, wobei U,= U,(F,) nach 
Hilfssatz 2 bestimmt ist. Ist dann r,,,= 1,, so andert sich an der bisherigen 
Konstruktion von G, , , gar nichts. Ist 7,,.= r, + 1,80 sind r, ,, in D irreduzible 
1-dimensionale analytische Mengen F,,,,,,0=1,...,1%,+1, gesucht, so daB 
mit F,.,:= U Frsie und G,,,:= D—F,,, die Rigenschaften (a) bis (d) 
erfallt sind. Ferner soll gelten: © 

(e’) Ist 2) = (20”, 2) €F, 7 E(2), 2 € T,, und ist V,, die Kreis- 
scheibe von B (2) A U,(F,) mit ” als Mittelpunkt, o=1,...,1,, 80 ist: 


1 fir o = 9 
8(F, 41,9 Vro) i 
1 firo =r, 
8(Fo+1.9,4.° Veo) 7 (5 far o = 1, eves /_— 1 J 
U,41= U,~+1(F,+;) wird nach Hilfssatz 2 wieder so bestimmt, daB U,,, C Dope 
gilt. Es ist G*,,:= D—U,,,. Die ¢,,» = 2,3,..., sollen eine monotone 
Nullfolge bilden. 


Math. Ann. 138 25 
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Wir setzen wie in Abschnitt 4G: = U G* mit G* c G#, ,. Der Nachweis, daB 


G@ Holomorphiegebiet ist, bleibt ungedindert. Auch am Nachweis der Isomorphie 
B,(@) = B andert sich nichts. Das System der genau wie dort gewahlten 


1-Zyklen «},,¥=1,2,...; @=1,...,7,, bildet ein Erzeugendensystem von 
B,(@); Zu erwahnen ist noch der Fall r,,,=7,+ 1. Wegen (e’) gilt in G,,, 
und damit in @: a} o~ of 1,9 fiiro =1,...,%,—1; ay,~ B41, + S441 


Das ist. aber fiir diesen Fall genau der Zusammenhang zwischen den Basis- 
elementen von B, und B,,,. 

6. Zum endgiiltigen Beweis von Satz 3 bleibt noch die Konstruktion 
1-dimensionaler analytischer Mengen F, ,,,, mit den Eigenschaften (a) bis (e) 
bzw. (e’) bei gegebenen 1-dimensionalen analytischen Mengen F,, mit den 
Eigenschaften (a), (b), (c). Wir nehmen zunachst wieder an: Rang (B) = r. 
Der Fall 9 = r ist gesondert zu behandeln; wir geben die F,,,v = 1, 2,..., 
direkt an. Es ist F,, die Ebene z,= 0. Ferner gilt nach (e): 


a: 0 firo =1,...,r—1 
ve) = e+) faro =r. 


Wir setzen A, ,,: =a * und bilden mit komplexen 6, + 0 


8(F ai V 


1 1 
Dabei sei stets 
1 1 


4 
Ae A = Lent) fiir y > 2. 

Die so definierte algebraische Funktion geniigt einer irreduziblen algebraischen 

Gleichung 9,,(z,, 22) = 0. Der Koeffizient der héchsten Potenz in z, ist dabei 1. 

F,, sei der in D gelegene Teil der durch y,, = 0 bestimmten analytischen Menge. 





Bei der Konstruktion der F,,,,,,@ = 1, ..., 7 — 1, sind zwei Faille zu unter- 
scheiden, je nachdem ob die 2* »), . . ., A°,* ) teilerfremd sind oder nicht. Wir 
erledigen zunachst den Fall, daB die 27+, ..., 4°, 0 =1,...,r—1, keinen 


gemeinsamen Teiler haben. Den Index (vy + 1) lassen wir weg, wenn keine 
Verwechslung eintreten kann. 
Pr1 (2s 2g) = O, - - -» Por (%» 22) = 0 


seien Darstellungen der F,,, . . ., F,,. Dann wird F,,,,,,0 = 1, ...-r— 1 durch 
folgende Gleichung bestimmt: 


(*) Pr +1, 0 (21 22) 2 = pte (2, 29) ° Dae |e )°...° pire (2, 2) — 8, +159 =0 

6, +19 0, komplex. 

F, ,, ist der in D gelegene Teil der Nullstellenmenge des Polynoms 9, , ,(z;, 22) : 

TT @. +1,.¢(@ z,). U,(F,) enthalt eine e-Umgebung U,(F,). Wir wahlen die 
e=1l1 


6, +1,1> ++ +> O4a,--1 und 6,,, 80 klein, daB F,,, in U,).(F,) enthalten ist. Dann 
gibt es stets eine Umgebung Ue. Weesk so daB Eigenschaft (d) erfiillt ist. 

DaB die Nullstellenmengen der Polynome 9, , ;,,(2, 22), @=1,...,7, mit 
S: {|z,| < 1, |z,|‘= 1} einen leeren Durchschnitt haben, ist auf Grund der 
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Wahl von ¢,(z,,2,) und wegen U,,,C U, klar. Ferner sind die , , ;,,(z;, 2) 
Polynome der Bauart 2} + a,—,(z,) z3-?+ . . . + @(z), a,(z,) Polynome in z,. 
Fir 9, ,;,, ist es bereits bewiesen, fiir die ibrigen Pr+t.¢ @ = 1,...,7— 1, folgt 
es aus (*). Also ist Eigenschaft (a) erfiillt. Eigenschaft (e) folgt unmittelbar 
aus (*). Eigenschaft (b) ergibt sich aus dem folgenden 

Hilfssatz 3: Im Dizylinder D: {\z,| << 1, |zp| << 1} seien m> 1 irreduzible 
analytische Mengen A, durch Gleichungen 


¥, (2% 2%) = 0, w= 1,. 


gegeben; dabei seien die y, in D holomorphe Funktionen. A: = va, sei Zu- 


enhiingend. Sind dann k,,...,k,, teilerfremde natiirliche Zahlen, so gibt 
es ein € > 0, 8o da fiir jede kompleze Zahl t+ 0 mit |\t| < ¢ die durch die Null- 
stellenmenge der Funktion 


Ye (2, 2): = ( iT vere «))- t 


in D definierte analytische Menge A (t) irreduzibel in D ist. 

Beweis: Es sei z™ ein gewohnlicher Punkt von A,, w= 1,...,m. Durch 
jeden dieser Punkte legen wir eine 1-dimensionale analytische Ebene £,, die 
jeweils in einer Umgebung U, von z™) nur den Punkt 2”) mit A, gemeinsam 
hat. Die U, seien punktfremd gewahlt. Fir hinreichend kleine ¢ (|t| < e) 
schneidet auch A (t) die Ebene £,, in U,, jeweils nur in isolierten Punkten, und 
zwar ist in U, die Schnittzahl s (A(t), Z,) = &,. Nach einem von K. Sremy 
bewiesenen Approximationssatz™) kénnen wir ¢ > 0 von vornherein so klein 
wahlen, daB jede irreduzible Komponente von A (t) fiir ¢ aus |t] < ¢ mit jeder 
der Ebenen £, in U, gemeinsame Punkte hat. Wir nehmen jetzt an, A (t) 
zerfalle fiir irgendein solches t+ 0 in die irreduziblen oa A, (t), 


x=1,...,p. Dann ist I: = 8(A,(t), Z,)>0 und ¥ 1) = &.. Da A, (t) 
a=1 

und A,,(t) stetig ineinander deformierbar sind vermége einer Schar, deren 

Elemente stets die Schnittzahlbedingung erfiillen, so folgt: [= 1%"), 

Folglich gilt also, wenn man setzt: 1, : = 1=1,k,= p-l, mit p> 1. Das 

ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit der k,, also muB A(t) fir ¢+0 aus 

\e] < ¢ irreduzibel sein. 





4) Der Satz lautet (vgl. [13]): In der zusammenhdngenden n-dimensionalen komplexen 
Mannigfaltigkeit X sei eine zusam fingende rein k-dimensionale analytische Menge A 
vorgegeben, es sei k < n. Je zwei irreduzible Komponenten von A mégen sich in-X in un- 
abhéngiger Lage befinden. In X seien weiter rein k-dimensionale analytische Mengen A,(j € J) 
gegeben, die zu A punktfremd sind. Die A, mégen keinen Haéujungspunkt in X — A, wohl 
aber einen Konvergenzpunkt auf A besitzen. Dann konvergiert die Folge der A, gegen A. 
Dabei heiBen zwei irreduzible, rein k-dimensionale analytische Mengen A und ‘A in X 
in unabhaingiger Lage, wenn in jedem Punkt z¢€ A/)\’A gilt: dim(A\’A) = dimA + 
+ dim’A — n. (Zur genauen Def. der Dimension einer analytischen Menge siehe [8].) 
Zwei rein (n — 1)-dimensionale analytische Mengen in X befinden sich stets in un- - 
abhangiger Lage, ebenso zwei punktfremde analytische Mengen in X. 
45) Vgl. [6], FuBnote 13. 
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354 Kart-Joser Ramsporr: 


Um Eigenschaft (c) einzusehen, betrachte man den Schnitt eines 
Ebenenstiicks H(z‘) : {z, = 2”, |z,|< 1},2¢7,, mit F,,. Es sei 2 
= (2, 2) ¢ F,,7\ (2) und V,, die Kreisscheibe von U,(F,)- E(z\”), die 
2) als Mittelpunkt hat. Es ist nach (e) s(F,,,,,,V,-) = 4’,+ » > O fiir oe = 1,. 

Die komplexen von null verschiedenen Zahlen 4,,;,,,5,41,0=1,...,r—1, 
seien bereits so gewahit, da8 die Eigenschaften (a), (b), (d), (e) auch fiir alle 
von null verschiedenen Zahlen df, ;, ., 67 4. ; mit |6%,. 1,¢|< |6,+1,.| und |b%,.1|< |6,4.| 
erfillt sind. Das ist nach Hilfssatz 3 méglich. Eine eventuelle weitere Ver- 
kleinerung der 4,,,,,,5,+; ist also erlaubt. Mit ihrer Hilfe laBt sich stets er- 





reichen, da8B samtliche Frese @ =1,...,7, einen gemeinsamen Punkt auf 
V,, haben. 
7. Haben die Elemente der r—1 ersten Spaliten von 2,,, jeweils die 
gréBten gemeinsamen Teiler d{’*+),..., d+), so setze man 
- 1 i 
ag ft): = dern eM o=l,... r:9=1,..,7—-LGI: = GF». 
tLoiai= ae+) t+1,9 our? =bare- 


Wenigstens eine der natiirlichen Zahlen d{’*” sei gréfBer als 1. Die bv ™ 
o=1,...,7, sind Basiselemente eines Gitters Boas mit B,c By.iC B, ,,. Es ist 


= Set» Bane @=@l,...f, 
o=1 


oder in Matrizenschreibweise: t, = H, +1 t, +1° 

Die Elemente der Spalten von Ma sind teilerfremd. Folglich lassen sich 
auf die in Abschnitt 6 beschriebene Art analytische Mengen P, +1,¢° @ =], r, 
konstruieren und damit auch die Gebiete Gas: 1:=D—- P,.. , und ae, +1: 
= D— U.P +:)- Ferner ist 


Lite= GY + ts. e= l, ones r,ae* 1) — ai 


Gesucht sind bei gegebenen analytischen Mengen mit den Eigenschaften 
(a) bis (e) neue analytische Mengen F,,,,, mit den Eigenschaften (a) bis (d) 
und der folgenden Eigenschaft 
(e") Ist 27+ 9 = Get), 2+) CF, A BGT), 24% T,,,, und ist 
V, +1,. die Kreisscheibe von E (2+?) 4 Uy 44(Fy a1) mit 2” +» als Mittelpunkt, 
o=1,...,7, 80 ist 
” det fiir ¢ = 0 
Ma = e 
Posie Vora ={5 firg +o. 


Die F r+ixg Sind gegeben durch irreduzible algebraische Gleichungen 
Pr +109 (2 29) =0 


_ 


Ist di’+ = 1, so setze man F,,;,,: = Fy+1,¢- 
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Ist de +>1, ferner z= f,41,9(%) die 2u $,41,¢=0 gehdrige algebra- 
ische Funktion, so bilde man die algebraische Funktion 
1 
22> fe+1,9\%) : ;= fe+1.¢(%) + b+ 1,6 * (z— 21) 5” 
mit komplexem by 41,9 0. 2 mit |z| < 1 sei dabei kein Verzweigungspunkt 


von hests¢(%)- Es sei y,+1,9(%, 2%) = 0 die zu f,,,,,(z,) gehdrige irreduzible 
algebraische Gleichung. Der Koeffizient der héchsten Potenz in z, kann wieder 
zu 1 normiert werden, da /,,,,,(z,) tiber keinem endlichen z, einen Pol hat. 
F,+1,, sei der in D gelegene Teil der Nullstellenmenge von 4, , ;,, (2, 2,). Wird 
b,+1,9% 0 hinreichend klein gewahlt, so erfillt F,,,: = U Preise die Eigen- 


schaften (a), (b), (d), (e’’). Auch der Zusammenhang [Eigenschaft (c)] laBt 
sich durch geeignete Wahl der 6,,,,, erreichen. Damit sind auch fiir diesen 
Fall die Gebiete G,,,:=D—F,,, und G¥,,:= D—U,,,(F,.,) mit 


G*,,c G*, , bestimmt. 


8. Es bleibt der Fall, daB die abelsche Gruppe B unendlichen Rang hat 
(vgl. Abschnitt 5). Ist r,,,— 1,, 80 konstruiere man F,,, wie in den vorher- 
gehenden Abschnitten 6 bzw. 7 angegeben. Ist r,,,=17,+ 1, so sind 7,,, 
analytische Mengen F,,,,,,.0=1,..-.,%4+1, gesucht, die neben den Eigen- 
schaften (a) bis (d) noch (e’) erfiillen. Wir setzen F,,,,,:= F,, firo=1,...,1, 
F,,, ist der in D gelegene Teil der Nullstellenmenge des Polynoms Por, (21) 22). 
Wir bilden 9, + 1,1,,,: = Pory— 9y 4 1,774,° Ov 41,794, 0 ko mplex. F,,1,,,, sei 
der in D gelegene Teil einer irreduziblen Komponente der Nullstellenmenge 
von %,+1,7,,,- Bei geeigneter, hinreichend kleiner Wahl von 4, , , ,,,, erfiillt 


Fo44:= U Foose die Eigenschaften (a) bis (e’). 
e= 
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Uber Partitionen 
Von 


G. J. Rieger in College Park, Maryland 


Wir bezeichnen mit p,(n) die Anzahl aller Darstellungen einer natiirlichen 
Zahl n als Summe von k natiirlichen Zahlen, wobei alle Darstellungen, die aus 
einer bestimmten durch alleinige Anderung der Anordnung entstehen, mit 
dieser als identisch betrachtet werden. Mit anderen Worten: p,(n) ist die 
Lésungsanzahl der Diophantischen Gleichung 


(0.1) M+ Mgt **'+m=n (lsnSngs--'Sn,). 
So ist z. B. p,(5) = 2, p,(6) = 3. Ferner ist p,(n) = 1 fiir jedes n und p,(n) = 0 
fiir jedes n < k. 
IsEKI hat 1940 
nt=t k fest 
(0.2) Px(n) = Hg- (1 + o(1)) na) 


bewiesen'), was 1942 von Gupta zu . 
1 jn—-1 1 [z+ (3) 
(0.3) ar (t_1) Se) Sy eal 


verscharft wurde*). Dieser letzteren Aussage entspricht die Entwicklung®*) 











n*-1 k(k—1) = 
(0.4) k!(k—1)! ( ae ») s 
— , k—1)(2@—2k 2 \ k=3, fest 
S pel”) Spr (1+ ie wo +O(n-*)) Gece ) 


Das Ziel dieser Note ist es, einige weiterfiihrende Satze iiber p,(n) zu be- 
weisen. 

1. Zunachst gilt in Verallgemeinerung von (0.2) und (0.4) 

Satz 1. Zs ist 


k (k —1) (k—3) + O(n-)) fewe am 





n*-1 ( 
Pe(™) = Frey: (1 a an 
Hilfssatz 1. Es ist 


Pe(®) = Py-s(n—1)+ Pe(mn—k)= LP py-y(n—1—ky). 
Oskusn-k 


n—-> co 


1) Vgl. [1], 52. 
*) Vgl. [1], 52. 
%) Die Konstante in O(..) hangt héchstens von k ab. 
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Beweis. Die Anzahl aller Darstellungen (0.1), wo mindestens ein n,= 1 ist, 
ist p,—,(m — 1); die Anzahl aller Darstellungen (0.1), wo alle n, > 1 sind, ist 
p,(n — k). Das beweist den ersten Teil ; der zweite Teil folgt daraus unmittelbar. 

Beweis von Satz 1. Wegen 





(1.1) P2(m) = [z] 

ergibt sich aus Hilfssatz 1 

(1.2) p(n)= pi(n—1—3y) = ("54 ]. 
0s3us5n-3 


| Fir k = 3 ist Satz 1 also richtig, und wir nehmen jetzt an, er sei schon fiir 
| k—1 bewiesen: 


(1.3) Pr—1(") = 


i 1 _2 , (k—1)(k—2)(k-4) 7 k= 4, fest 
| = Goes + r nt-3+ O(n*-4)) ae 


| Nach Hilfssatz 1 ist dann 


1 
Px (n) = C= = 


1.4 a = pee 
aay + 8=ne-98-@ (n—1—k)-*+ O(n!-9) ( 


Aus der Eulerschen Summenformel 





((n— 1 — ky)*-? + 





k>=4, "a 


n—-> Cc 


(1.5) Z,per~ [render Wrst s | (2 tah—$) rede 


ergibt sich, wenn /(z) ein Polynom vom Grade g 2 | ist. 


(1.6) by tw J Horan “G+ 01m» (m -> 00) . 


u=0 
Auf die erste bzw. zweite Summe von (1.4) wenden wir (1.6) mit 


f(z)=(n—1—k[Z] + b+ ke)’, g=k—2 bew. g=k-—3 


an und erhalten 








1 (a—1P-? | (n—1)-* 
P,(n) = Enea | k(k—1) t 2 . 
(k—1) (k—2)(k—4) (n—1)*-* L 
+ 4k(k—2) + O(nt-%)) 
1 k(k—1)(k—3 
= area (t+ “tts Ot), 


womit Satz 1 bewiesen ist. 
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Satz 1 14Bt sich auch so formulieren: 


a7) pal”) = Fema (n+ ag) A+ Om), 


1/k 
n—1+—(—> 
(1.8) nini= 3 EC) owsy. 


2. Wir wollen uns jetzt iiberlegen, wie die weitere Entwicklung von p,(n) 
aussieht. Wie man schon an den Fillen k = 2 und k = 3 sieht, kénnen gewisse 
Koeffizienten der Entwicklung von der Restklasse von n nach einem gewissen 
Modul abhangen. So folgt aus (1.1) 


(2.1) ps(n) —% = 0,4 far n = 0, 1 mod 2 
und aus (1.2) 

n? 0 1 a: 3 1 1 
(2.2) Pal") — 7-9 —FE>— sas 


fiir n = 0,1, 2,3, 4,5 mod6. 


DaB so etwas nicht nur beim konstanten Glied auftritt, zeigt der Fall k = 4; 
aus der bekannten Formel*) 


nso) i PES ]-[3] +3) 











ergibt sich 
o+3nt | —Ont+5 «. 
(2.3) Pa(n) — seg, = 0, Gy gp sii mn = 0, 1 mod 2. 
Satz 2. Es ist 
k 
1 
(2.4) P,(n) = (k— 1)! (ke — 2)! ~, Cyn (Mm) ¢ wre, 


wo die Koeffizienten c,,,(n) auBer von k und x héchstens noch von der Restklasse 
von n mod k! abhédngen. 

Mit anderen Worten: Durchlauft n eine Restklasse mod k!, so ist p,(m) ein 
Polynom vom Grade k — 1. 

Beweis (durch Induktion nach k). Wegen (1.1) ist Satz 2 richtig fiir k = 2, 
und wir nehmen an, er sei bereits fiir k — 1 bewiesen: 





1 k-1 
(2.5) Pr-1(”) as (k — 2)! (k — 3)! ~, Ga-3, 048) 2° -*~" (k = 3) 
mit 
(2.6) Cy—1,9(M) = Cy-y,,(m) fiir n = mmod (k—-1)!. 


Nach Hilfssatz 1 und (2.5) ist dann 
k-1 


2D Cy-1,2(n—1—kyp) - (n—1—kyp)*-1-". 


: z 
Oskusn-—-k v=1 


Pe(") = | Hie— Dt 


*) Vgl. [1], 51. 








[a a es 


a= @® me 


“= ocd 


PD 
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In der Summe iiber ~ summieren wir jetzt getrennt iiber die einzelnen Rest- 
klassen mod (k — 1)!: 





1 
(2.7) Pr(™) = Eire —g * 
k—1(—1)!-1 
“ Zz p Cy-1,+(n— 1—ko—k!a) -(n—1—ko—k!o)*"'~. 


v=1 e=0 Osktican—k—keo 
Wegen n—1—ko—k!o =n—1—ko mod (k—1)! und wegen (2.6) ent- 
steht aus (2.7) 


1 
(2.8) Px(") = Eye — Ht * 


k—1(k—1)!-—1 


x LL l-1,0(n—1— ke) Jy (n—1—ko—klo)*-1-", 
v=1 e=0 Oskicgn—k—keo 


Wir betrachten jetzt die Summe iiber o bei festem » und 9; unter der Substitu- 
tion 

(2.9) n—l—ko=m 

geht diese tiber in 





(m— kia)*-*-". 
Oskiogm—k+1 
Offenbar ist 
Zz (m + k! — k!a)*-1-"— 
Osktiogm+k!—k+1 
- Zz (m — k!a)*-1-"= (m + k!)*-1-". 
Oskiogm—k+1 
Daraus folgt: durchlauft m eine feste Restklasse mod k!, so durchlauft die 
erste Differenzenfolge der Summe iiber a eine arithmetische Folge der Ordnung 
k—1—vy. Die Summe iber o durchlauft also eine arithmetische Folge der 
Ordnung k — ¥; also ist 
k-v-1 
(2.10) p (m—kia)t-1-"= SY” by_,, -m*-"-*+ b,_,,,-,(m), 
Oskiogm—k+1 4=1 
wo die b,_,,, nur von k, k—yv und A, dagegen 6,_,,,-,(m) nur von k, k—v 
und von der Restklasse von m mod k! abhangt: 


(2.11) by», x-»(™m) = Dy_,, n-»(m’) fiir m = m' mod k! . 
Setzt man (2.10) mit (2.9) in (2.8) ein, erhalt man 


1 k-—1(k—1)!-1 
Pel”) = E—HrE— Hi >, ~ Cy-1,.(n —1— ke) x 


k-,* 
x de Dy," (n—1—kg)*-*-* 
A=0 


1 k—1(k—1)!—-1 k-» 


-G-yeaH, =, * oie teelm—1— ke) a -1,4 





k-—v-A 


x L (—1)*(1+ ke) r a ‘) nt-r-A-a. 


a=0 
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Ersetzen wir « durch x vermége x = v + A + a, so folgt (2.4), wenn wir 
(k-1)!-1 
, Cux(n) = k(k— 1) a atta. *™ 
(2.12) re Om 
X Cp—ayo( — 1 — eg) By— ya (—1-7-4(1 + key? ( 


setzen. Wegen (2.6) und (2.11) haben die c,,(m) die behauptete Eigenschaft, 
womit Satz 2 bewiesen ist. 

3. Fir ein Polynom /(x) vom Grade g laBt sich die Eulersche Summenformel 
(1.5) auch so schreiben: 


ae 


x—wv—A 


t g 
(3.1) E ie) = FF Ge-v—je-neay, 
tT=1 A=0 “° 
wo 
t 
By=1, B= zZ, (-%)—f-90)= | f(a) dz 
0 


gesetzt wurde und wo B, die A-te Bernoullische Zahl bedeutet (A > 2). Mit Hilfe 
von (3.1) kann man die linke Seite von (2.10) berechnen und damit die 5,_,,, 
durch die Bernoullischen Zahlen ausdriicken. Dazu haben wir offenbar in (3.1) 


crn a 


zu wahlen. Wegen 





A-1 
f@-Y(t) = eon (HT, (k—»—0))(n—1— be) 


ergibt sich 


(kh -* By 
br-2a= (k—w)ar a 


&- 
(kh -* By 
b,-»,2-»= — £ en (aT (k—»—0)) x 


x fo —1— ae lca. | 


Setzen wir das in (2.12) ein, so sind damit die c,,(n) mit Hilfe der Bernoullischen 
Zahlen durch die c,_, ,(n) und durch die Restklasse von n mod k! ausgedriickt. 
Damit sind itiber (2.12) hinaus alle c,,(n) berechnet. 

4. Wir sind auch in der Lage, die rechte Seite von (0.3) und (0.4) betrachtlich 
zu verscharfen : 

Satz 3. Fiir beliebiges k => 4 und beliebiges n gilt 


oe 


(k— v— 8) 








1 
Px(™) S FE (n+ ri 
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Fir reelles « >1 betrachten wir die Funktion y = z*. Fir die im Zu- 
sammenhang mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung durch 


(x + t)*— a*= ta(x + t6)-? 


im Falle ¢ > 0 eindeutig festgelegte reelle GréBe 0 = 0,(z,t) beweist man 
leicht : 

Hillssatz 2. Fiir x21, t>0, 022 gilt 0,(z,1) 2. 

Beweis von Satz 3 (durch Induktion nach k). Wegen (2.3) ist Satz 3 richtig 
fiir k = 4 und beliebiges n. Wir nehmen jetzt an, Satz 3 sei schon bewiesen 
fiir k — 1 und beliebiges n (k = 5): 


1 (& — 1) (k—4) \F-2 
(4.1) Pe-1(™) S GHie—DHi (n+ 4 , 





Es ist zu zeigen, daB dann Satz 3 auch fiir k und beliebiges n gilt; und das 
geschieht durch Induktion nach n. Zu diesem Zweck machen wir die zusatzliche 
Annahme, daB Satz 3 auch schon fiir p,(n — k) bewiesen sei: 


! k (k—3) \*-1 
(4.2) PM—M Sage (m—k +). 


Aus Hilfssatz 1, (4.1) und (4.2) folgt dann 





1 (k—1) (k—4) \F-2 | 

42 Pr(m) S E—esm (*+ 4 ) . 

(4.3) pg BR 3)F1 
o—5+ *8=ay", 


1 
+ te—p 


die rechte Seite von (4.3) ist aber 


ot k(k—3) \t-1 
= tren! (n+ ="; ) , 


wenn man Hilfssatz 2 mit 


k(k—3) 


z=n—k+ r ; 


t=k, a=k-—1 
anwendet. Also unter Voraussetzung der Giiltigkeit von Satz 3 fiir k — 1 und 
beliebiges n hat sich ergeben, daB aus der Giltigkeit von Satz 3 fiir k und n — k 
die Giltigkeit von Satz 3 fiir k und n folgt. Das ist bereits der Induktions- 
schritt beziiglich n; es ist jetzt nur noch zu zeigen, daB Satz 3 fiir k und die, 
kleinsten positiven Reste mod k als Werte fiir n gilt. Fiir diese Zahlen, nimlich 
n=1,...,k ist aber p,(m) <1, also Satz 3 trivialerweise giiltig’ Damit ist 
Satz 3 bewiesen. 
Aus p,(n) = 1, (2.1), (2.2) und Satz 3 ergibt sich 
Satz 3. Fiir beliebige natiirliche Zahlen k und n gilt 
k(k—3)\*-1 
= ) , 


1 
Py (n) Ss RED = +], 


Eine entsprechende Verscharfung der linken Scite von (0.3) erfordert ein 
wenig mehr Aufwand, ist aber mit den hier verwendeten Hilfsmitteln méglich. 
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5. Neben der Lésungsanzahl p, (n) von (0.1) ist auch die Lésungsanzahl ¢, (n) 
der Diophantischen Gleichung 


(5.1) M+**'+m=n (lS m,< +++ < _m,) 
von Interesse. Setzen wir in (5.1) 


erhalten wir 


k 
m+ +++ m=n—(9) (lsonS-++-Sn,), 


qu(") = Px (n—(5)). 


womit alles auf das Frithere zuriickgefihrt ist. 


also 
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Uber die Multiplikatorensysteme zur Gruppe der ganzen 
Modulsubstitutionen n-ten Grades 
Von 


Utricn CuristiAn in Princeton N. J. 


Die verallgemeinerte obere Halbebene 8, bestehend aus allen n-reihigen 
komplexen symmetrischen Matrizen Z = X + i Y mit positivem Imaginarteil Y, 
wird durch die Substitution 


Z*= U'ZU +8 


eineindeutig und analytisch auf sich abgebildet; hierbei bedeutet U eine 
n-reihige unimodulare Matrix, U’ ihre Transponierte und S eine n-reihige 
symmetrische Matrix mit ganzrationalen Elementen. Die Gesamtheit dieser 
At bildungen stellt die Gruppe der ganzen Modulsubstitutionen n-ten Grades 4 
dar. Es sei F(Z) eine in 8 holomorphe nicht identisch verschwindende Funktion, 
die den Bedingungen 


F(U'ZU + 8) =1(U, 8;Z) F(Z) 


fiir alle Elemente aus A geniigt. Die Symbole J(U, 8S; Z) bezeichnen hierbei 
Einheiten, das hei®t in 8 holcmorphe Funktionen ohne Nullstellen. Die Ge- 
sa mtheit der Funktionen J(U, S;Z) heiBt das zur Funktion F(Z) gehérige 
M ultiplikatorensystem. Es ist durch F(Z) eindeutig bestimmt. Zu zwei ver- 
sc hiedenen Funktionen F(Z) gehéren im allgemeinen verschiedene Multi- 
p likatorensysteme. Die Aufgabe besteht darin, alle méglichen Multiplikatoren- 
systcme anzugeben und in geeigneter Weise zu klassifizieren. Dieses Problem 
wird fiir n > 3 vollstandig gelést. 

Im folgenden werden Matrizen mit groBen lateinischen Buchstaben be- 
zeichnet. Der obere Inde x (a, b) in M‘*-”) driicke aus, daB M eine Matrix von 
a Zeilen und 6 Spalten ist. M bedeute dasselbe wie M‘*-®. Die Symbole M’, 
SpM, Det M benutzen wir fiir Transponierte, Spur und Determinante einer 
Matrix M(®; es werde S @([C@.%]=—C’SC definiert. Eine symmetrische 
Matrix S nenne man positiv bzw. nicht negativ, wenn die quadratische Form 
S{x] fiir alle n-reihigen reellen Spalten + + 0 positiv bzw. nicht negativ ist. 
m,, seien die Elemente und m,,,= m, die Diagonalelemente einer Matrix M. 
Eine Matrix @ hei®e ganz, wenn ihre simtlichen Elemente, und halbganz, 
wenn die Zahlen g, und 29,, ganzrational sind. Unter einer unimodularen 
Matrix verstehen wir cine ganze Matrix U @ der Determinante + 1. 


Math. Ann., 138 26 
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Kapitel I. Multiplikatoren- und Exponentensysteme 
§ 1. Grundbegriffe und Probleme 
Es sei 8 eine k-dimensionale komplexe analytische Mannigfaltigkeit und 
A eine Gruppe eineindeutiger holomorpher Abbildungen von 8 auf sich. Unter 


einer Form zur Gruppe A oder kurz Form verstehen wir eine in 8 holomorphe 
nicht identisch verschwindende Funktion F(Z), welche den Bedingungen 


(1) F(@Z) = 1(0; Z) F(Z) (9 € A) 


geniigt. Hierbei bezeichnet Z den variablen Punkt in 8 und J(@; Z) fiir jedes 
feste @ ¢ A eine Einheit, das bedeutet, eine in 8 holomorphe Funktion ohne 
Nullstellen. Die Klasse der durch F(Z) eindeutig bestimmten Einheiten J (9; Z) 
heiBt das zu F(Z) gehérende Multiplikatorensystem. Zu verschiedenen Formen 
gehoren im allgemeinen nicht dieselben Multiplikatorensysteme. Der Vielzahl 
der Formen entspricht eine Gesamtheit von Multiplikatorensystemen, die wir 
die zur Gruppe A gehdrenden Multiplikatorensysteme oder einfach die Multi- 
plikatorensysteme nennen. Ein Multiplikatorensystem ist also das zu einer 
gewissen Form F(Z) gehérende Multiplikatorensystem. 

Zwei Formen F,(Z) und F,(Z) erklare man als dguivalent, wenn eine 
Beziehung 
(2) F,(Z) = K(Z) F,(Z) 


mit einer Einheit K (Z) besteht. Sind I,(@;-Z), 1,(@; Z) die zu F,(Z) bzw. F,(Z) 
gehérenden Multiplikatorensysteme, so ergibt sich aus (1) und (2) der Zu- 
sammenhang 


(3) 1,(@; Z) = K(@Z) K-(Z) 1,(0; Z) (O€A). 


Wir abstrahieren von den Formen F,(Z), F,(Z) und nennen zwei Multiplika- 
torensysteme J,(@; Z), I,(0; Z) dquivalent, wenn die Gleichung (3) mit einer 
passenden Einheit K (Z) erfiillbar ist. Sowohl die Formen als auch die Multi- 
plikatorensysteme fassen wir in Klassen untereinander aquivalenter zu- 
sammen. 

Fir die Theorie der im Raume § definierten Formen zur Gruppe A ist 
wichtig, samtliche zu 4 gehérenden Multiplikatorensysteme und ihre Ein- 
teilung in Klassen untereinander aquivalenter anzugeben. Dieses gelingt, 
wenn man aus jeder Aquivalenzklasse einen Reprasentanten, etwa das Multi- 
plikatorensystem J,(9;Z) kennt; denn dann bekommt man die anderen 
Multiplikatorensysteme J,(@;Z) derselben Klasse durch die Formeln (3), 
wobei K(Z) iiber die Einheiten in 8 lauft. Ferner ist von Interesse, welche 
Formen F(Z) dasselbe Multiplikatorensystem haben. Wieder geniigt es, die 
Antwort fiir einen bestimmten Reprasentanten aus jeder Aquivalenzklasse zu 
wissen, weil vermége (2) die Formen F,(Z) mit dem Multiplikatorensystem 
I,(9;Z) in die Gesamtheit der Formen F,(Z) mit dem Multiplikatoren- 
system J,(@;Z) iibergehen. Es handelt sich also darum, aus jeder Klasse 
untereinander dquivalenter Multiplikatorensysteme in médglichst einfacher 
Weise genau einen Reprasentanten anzugeben. Dieses Problem ist eng verwandt 








nn) 
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mit der Frage nach allen Systemen von Einheiten Z(@; Z) (O ¢ A), die in der 
Form 


(4) D(@Z)D-(Z) = E(0; Z) (0 € A) 


durch eine von @ unabhangige Einheit D(Z) ausdriickbar sind. 

Bei einer einfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeit 8 sind die Aus- 
driicke 

D(Z) = e27iM (Z) : 

mit einer holomorphen Funktion M(Z), simtliche Einheiten. Die Funktion 
M (Z) ist durch Vorgabe von D(Z) bis auf eine ganzrationale additive Kon- 
stante eindeutig bestimmt. Wir schreiben die Multiplikatorensysteme in der 
Gestalt 
(5) 1(6; Z) = &*O%) (@¢€4), 


nennen die Funktionen J(@; Z) das zur Funktion F(Z) gehérende Exponenten- 
system und die Gesamtheit der Exponentensysteme die zur Gruppe A gehérenden 
Exponentensysteme. Zu beachten ist, daB bei jedem Exponenten J (@; Z) eine 
ganzrationale additive Konstante willkirlich bleibt. Setzen wir noch 


K(Z) aie e22tL(Z) | E(@;Z) =< e22iN(0;Z) , 
so ergeben die Gleichungen (3), (4) die Relationen 


(6) J,(O; Z) = L(0Z) — L(Z) + J, (9; Z) (9 € A) 
bzw. 


M(@Z)— M(Z) = N(O;Z) (O¢€ A). 


Das Kongruenzzeichen bedeutet, daB beide Seiten sich nur um eine ganz- 
rationale additive Konstante unterscheiden. Zwei Exponentensysteme J, (9 ;Z) 
und J,(@; Z) sind dquivalent, wenn die Kongruenz (6) mit einer passenden 
in 8 holomorphen Funktion L(Z) gilt. Die Auffindung eines Reprasentanten 
aus jeder Aquivalenzklasse von Multiplikatorensystemen ist mit der Angabe 
eines Elements aus jeder Klasse aquivalenter Exponentensysteme identisch. 


Letzteres fiihrt auf die Untersuchung gewisser Differenzengleichungen. 


In unserem Falle ist 8 die k= aieth -dimensionale verallgemeinerte 


obere Halbebene, bestehend aus allen komplexen, symmetrischen Matrizen 
Z™) = X + iY mit positivem Imaginarteil Y und A die Gruppe der ganzen 
Modulsubstitutionen n-ten Grades 


Z*=Z(U)+S8; 


hierbei bedeuten U™ eine beliebige unimodulare sowie S™ eine ganze symme- 
trische Matrix. Die Multiplikatoren- und Exponentensysteme schreiben wir 
in der Form I(U, 8S; Z) bzw. J(U, 8; Z), und die Gleichungen (1), (5) nehmen 
die Gestalt 


(7) F(Z(U] + 8) =1(U, 8; Z) F(Z) 
bzw. 
(8) 1(U, S; Z) = e&*#IW, 8:2) 


26* 
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an. Die Aufgabe, aus jeder Klasse aquivalenter Multiplikatorensysteme einen 
Repriasentanten anzugeben, wird fiir n = 3 gelést. 


§ 2. Relationen 


Nicht jede Menge von Einheiten J(@; Z) (O € A) kann ein Multiplikatoren- 
system sein. Sind naimlich 0,, 0, zwei Abbildungen aus A, so erhalt man 
gemaB (1) die Gleichungen 

F(0,0,Z) = 1(0,0,; Z) F(Z) = 1(O,; O,Z) 1(O,; Z) F(Z) 
und hieraus 
(9) I(0,0,; Z) = 1(O,; O,Z) 1(0,; Z) (O,, O,¢ A). 


Diesen Relationen miissen simtliche Einheiten eines Multiplikatorensystems 
geniigen. In der Schreibweise der Exponentensysteme nehmen die Formeln (9) 
die Gestalt 


(10) J (0,0,; Z) = J(O,; O,Z) + J(O,; Z) (O,,0,¢A) 
an. 
Kapitel II. Differenzengleichungen 
§ 1. Das Problem 


Es sei 8 eine komplexe analytische Mannigfaltigkeit und A eine Gruppe 
eineindeutiger holomorpher Abbildungen von § auf sich. Jedem Element 
O « A werde eine in 8 holomorphe Funktion N (9; Z) zugeordnet. Wir fragen, 
fiir welche Systeme von Funktionen N(9;Z) (9 ¢ A) die Differenzenglei- 
chungen 
(11) M (OZ) — M(Z) = N(O;Z) (0 € A) 
eine in 8 holomorphe Lésung M (Z) besitzen. Bei Bestehen der Gleichung (11) 
folgt fiir irgend zwei Elemente 9,, 9,¢ A durch Umrechnung 
N(0,0,; Z) = M(O,0,Z) — M(Z) = M(0,0,Z) — M(@,Z) + M(O,Z) 

Die Bedingungen 

sind also fiir die Lésbarkeit der Differenzengleichungen (11) notwendig. Ob sie 
geniigen, untersuchen wir fiir den Fall, daB 8 die verallgemeinerte obere Halb- 
ebene und A die Gruppe der ganzen Modulsubstitutionen n-ten Grades ist. Das 
Differenzengleichungssystem lautet dann 

(13) M(Z(U) + 8S) —M(Z) = N(U, 8;Z), 

und die Formeln (12) nehmen die Gestalt 


(14) N(U,U,, S,[U,] + S;Z) = N(U,, 8,;Z(U,] + 8) + N(U,, 8,32) 


an. Hauptziel dieses Kapitels ist der Beweis von 
Satz-1: Die Relationen (14) sind fiir die Lisbarkeit der Differenzengleichungen 
(13) notwendig und hinreichend (n +- 2). 
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Sowohl zum Beweise von Satz | als auch fiir die spiter folgende Unter- 
suchung der Exponentensysteme erweist es sich als niitzlich, zuerst das 
Differenzengleichungssystem 

M(Z + 8)— M(Z) = N(E, 8; Z) 
zu betrachten. Z bedeutet dabei die Einheitsmatrix. Hierfiir ordnen wir die 
Variablen zu einer Spalte z an, deren Zeilenzahl eine beliebige natiirliche 
Zahl m sein kann, bezeichnen mit 8 = 8(%) die Gesamtheit aller Punkte 
z= 2x + ty, fiir welche der Imaginarteil y in einem vorgegebenen Bereich 9 
des m-dimensionalen reellen y-Raumes liegt und schreiben die zu untersuchen- 
den Differenzengleichungen in der Form 


(15) G(z + s) — G(z) = H(s, z); 

8 bedeutet hierbei eine ganze m-zeilige Spalte. Die Beziehungen (12) lauten jetzt 
(16) H (8, + 8; 2) = H(8,;z + 8,) + H(s,;2z). 

Es gilt 


Satz 2: Ist J} eine offene konvexe Pyramide, so sind die Relationen (16) fiir 
die Lésbarkeit der Differenzengleichungen (15) durch eine in 8(%) holomorphe 
Funktion G(z) notwendig und hinreichend. 

Die Gesamtheit der reellen symmetrischen Matrizen Y >0 bildet eine 
konvexe Pyramide, und Satz 2 laBt sich daher auf die verallgemeinerte obere 
Halbebene 8 anwenden. Fiir » = 1 besteht die unimodulare Gruppe nur aus 
den Elementen +1, so daB Satz 1 aus Satz 2 folgt. Im weiteren kann somit 
n = 2 vorausgesetzt werden. Wegen der Gleichungen (14) erfiillen die Funk- 
tionen N (Z, S; Z) die Bedingungen (16), sind gemaB Satz 2 in der Gestalt 


(17) G(Z + S)— G(Z) = N(E, 8; Z) 
darstellbar. Diese Gleichungen (17) bleiben richtig, wenn man zu G@(Z) eine 


beliebige in 8 holomorphe Funktion mit den Perioden S addiert. Um die 
Differenzengleichungen (13) zu lésen, machen wir daher den Ansatz 


M(Z) = G(Z) + P(Z) 


mit einer in 8 holomorphen Funktion P(Z), welche die Periodizititseigenschaft 


(18) P(Z + 8)— P(Z)=0 
besitzt, und haben nunmehr die Gleichungen 

(19) P(Z(U}) — P(Z) = QU; 2) 
mit 


Q(U; Z) = N(U, 8; Z)—G(Z[U] + 8) + G(Z) 
durch eine geeignete Funktion P(Z) zu befriedigen. Hierzu muB man als erstes 
zeigen, da die Funktionen Q(U;Z) wohldefiniert, d.h. von S unabhangig, 
und ferner die von (18), (12) herriihrenden notwendigen Relationen 
(20) Q(U;Z + 8) = Q(U; Z) 
bzw. 
(21) Q(U, U2; Z) = Q(U2; Z[U,]) + Q(U,; Z) 
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richtig sind. Vermége der Beziehungen (14), (17) ergibt sich aber tatsachlich 


Q(U; Z) = N(U, S;Z) —G@(Z[U] + 8) + G(Z) = N(U, 8;Z)— 
— N(E, 8; Z(U])— G(Z[U]) + G(Z) = N(U, O; Z) — G(Z[U}) + G(Z), 


Q(U;Z + 8)=N(U,0;Z + 8)—G(Z[U] + S[U}) + G(Z + 8) 
= N(U,0;Z2 + 8) + N(E, 8; Z)— N(E, S[U); Z[U}) — G(Z[U]) + G(Z) 
= N(U, 8[(U); Z)— N(E, S[U]; Z[(U}) — G(Z[V]) + G(Z) 
= N(U,0;Z)— G(Z[U]) + G(Z) = Q(U; Z), 
Q(U, U,; Z) = N(U,U,, O; Z) — @(Z[U, U,)}) + G(Z) 
= N(U,,0;Z[(U,)}) — G(Z[U, U,)}) + G(Z[U,]) + N(U,,0;Z) — @(Z[U,)) + 
+ G(Z) = Q(U,; Z[U,]) + Q(U,; Z) . 
Satz 1 ist damit zuriickgefiihrt auf den Beweis von 
Satz 3: Fiir die Lésbarkeit der Differenzengleichungen (18), (19) sind die 
Relationen (20), (21) notwendig und hinreichend (n = 3). 


§ 2. Beweis von Satz 2 


Die linken Seiten der Gleichungen (16) andern sich bei Vertauschung von s, 
und s, nicht. Daraus folgt 


A(8,;z) + H(8,;z + 8) = H(8,; z) + H(8,;2z + 8), 
also insbesondere 
(22) H,,(z) + H,(z + e,) = H,(z) + H,(z + e,) (u.vy=1,...,m), 
wobei e, die u-te Einheitsspalte von m Zeilen bezeichnet und H,,(z) = H (e,;z) 


gesetzt wurde. Unter-alleiniger Benutzung der Relationen (22) werden wir 
die m Differenzengleichungen 


(23) G(z + e,) — G(z) = H,,(z) (= 1,..., m) 


durch eine in 8(%) holomorphe Funktion G(z) lésen. Diese erfillt die Glei- 
chungen (15) auf Grund des Zusammenhangs (16). 

Hilfssatz 1: Jede in der komplexen w-Ebene holomorphe Funktion E(w) 
gestattet eine Darstellung 


D(w + 1)— D(w) = E(w) 


mit einer in der w-Ebene holomorphen Funktion D(w). 
Dieser Hilfssatz ist bekannt [1, 4, 5, 6] und wird hier nicht bewiesen. 
Hilfssatz 2: Es sei Q eine offene Punktmenge des reellen m-dimensionalen 
y-Raums; in 3(%) seien m holomorphe Funktionen H,(z), ..., H,(z) erklért. 
% lasse sich durch eine monoton wachsende Folge offener Bereiche J, (t= 1,2,...), 
welche die Eigenschajt besitzen, daB in 3 (%,) eine holomorphe Funktion G,(z) mit 


(24) G,(z + e,) — G,(z) = H, (2) (u= 1,..., m) 


existiert, ausschépfen. Dann sind die Differenzengleichungen (23) durch eine 
in 3(%) holomorphe Funktion G(z) lésbar. 
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Beweis: Man wahle eine Folge kompakter Bereiche 8, des y-Raums, so daB 
R.CBp KCK +1(7 = 1,2,...); VUR=B 
gilt. Die in 8(%,) erklirte Funktion 
P, (2) = G41 (2) — G, (2) 


hat auf Grund von (24) die Perioden e¢,,...,¢,, und léBt sich daher in eine 
m-fache Fourierreihe entwickeln. Wegen der Kompaktheit von 8, konvergiert 
diese Fourierreihe in 8(R,) gleichmaBig. Folglich ist P,(z) die Summe einer 
fiir alle komplexen Vektoren. z hclomorphen endlichen Partialsumme Q,(z) 
und eines Restes R,(z), welcher der Abschatzung 


IR, (2)| <= (2 €B(8,)) 
geniigt. Der Grenzwert 


e-1 
G(e) = lim (4.0)— z 04(2) 
e-> oc o=l 
existiert auf jedem der Bereiche 8 (,) (t = 1, 2, . . .) gleichmaBig und stellt in 
U B(R,) = BB) 


eine holomorphe Funktion dar. Die Partialsummen Q,(z) haben die Perioden 
€;, - - +» m3; aus den Formeln (24) ergeben sich somit die Gleichungen (23) fir 
die hier konstruierte Funktion G(z). 

Von zwei l-zeiligen reellen Vektoren p, g wollen wir sagen, daB p > q ist, 
wenn p— q positive Komponenten hat. 

Hilfssatz 3: Falls J das Intervall a < y < 6 darstellt und die Relationen (22) 
gelten, ist das Differenzengleichungssystem (23) in 8(%) lésbar. Dabei bedeuten 
a, b Vektoren, deren m Komponenten reell oder unendlich sind. 

Beweis: Es sei 


-() CC) <0) eC) eC) 


a<c<d<b 
und ©,,(1 < 4 < m) die Menge aller Vektoren y, die den Ungleichungen 
t.<y,<d,(v=1,...,4); a<y,<5,(y=u+1,...,m) 
geniigen. Wir wollen in $(,) eine holomorphe Funktion G,(z), welche die 
Differenzengleichung 
G, (2 + &) — G, (2) = A, (2) 
lést, konstruieren. Unter Benutzung des Mittag-Lefflerschen Satzes bestimmen 


wir in der komplexen w-Ebene eine meromurphe Funktion C(w) mit den 


Hauptteilen 
1 
im 


(25) 





(y=1,2,...). 
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Der Ausdruck 
E(w) = = + C(w) — C(w + 1) 

ist ganz, gestattet also nach Hilfssatz 1 eine Darstellung 

E(w) = D(w + 1)— D(w) 
mit ganzem D(w). Folglich hat 

A(w) = C(w) + D(w) 

die in (25) angegebenen Hauptteile ; ferner gilt 
(26) A(w + 1)—A(w)=—. 
Auf dieselbe Art erhalten wir eine meromorphe Funktion B(w), deren Haupt- 
teile durch 
(27) 
gegeben sind und fiir die 
(28) B(w + 1)— B(w) = 


ay (y =0,1,2,...) 
2 
w 
ist. Bei reellem ¢ > 1 bedeute 2% den Polygonzug 

—t + id,,t + id,,t + ic,,—t + ie; 
% die Strecke von —t + ic, nach —t + id,; ferner G(t) das Rechteck 

= %+ ty,,—t<2a<t—l,g<y,<d, 

und $/(¢) das Rechteck 

m= 4+ ty,,—t<24< t,q< y,<d, 
in der z,-Ebene. Dann liefert der Cauchysche Integralsatz 








(29) Hy()= guy f Ae) dy (€ 90), 2 €B(G)). 
Die Summe ee 
(30) F(t; z) 


“aai( {46-9 Hy, (u, 2, . . «5 Zn) dU + [ Bw) Biluay 4) de) 


erweist sich fiir z, € 9 (t), z € 8(&,) unter Benutzung von (25), (27) als holomorph, 
und aus (26), (28) bis (30) folgt 
(31) F(t;z+¢)—F(t;z)=A,(z) (&¢€ G(t),z¢€8(S)). 
Weil die Differenz 

F(2;2)—F(ts2)=P(2)  (¢>1,4€9N9(2),2 €B(E)) 


die Periode e, hat, laBt sie sich auf den Bereich 8({,)) holomorph fortsetzen ; 
daraus ergibt sich die holomorphe Fortsetzbarkeit der Funktion 


G, (z) = F (2; z) 
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auf 3 ({,), und gemaB (31) ist 
G, (2 + &) — G, (2) = A, (2) (z €8(&,)). 


Aus (30) lesen wir noch eine Eigenschaft von G,(z) ab, die wir spiter bendtigen. 
Hat namlich H,(z) in einigen der Variablen z,, . . ., z,, die Periode 1, so auch 
die Funktion G, (z). 

Unter der Annahme, da8 wir in $(£,,) bereits eine holomorphe Funktion 
G,,(z) mit 


(32) G,,(z + e,) — G,,(z) = H,(z) (w= 1,..., gs) 


gefunden haben, beweisen wir fiir den Fall 4 < m die Existenz einer in §(f,,,,) 
holomorphen Funktion G,,,,(z), welche die Bedingungen 


(33) G,41(2 + €) — G4 (2) = A(z) (v=1,...,@+1) 
befriedigt. Wir bilden 
(34) K (z) = H,41(z) — G,(z + €,41) + G,(z) (z €8(E,)) 
und leiten aus (22), (32) die Periodenrelationen 

K(z + e,)— K(z)=0 (w= 1,..., m) 


her. Nun lésen wir nach der friiheren Methode in 3(£,,,) die Differenzen- 
gleichung 


(35) F(z + 441) —F(2) = K(2) ; 
gemaB unserer Anmerkung ergibt sich zusatzlich 
(36) F(z + e,)—F(z)=0 (m= 1,...,p)- 
Wegen (32), (34) bis (36) erfiillt 
G,,41(2) = G,(z) + F(e) 


die Beziehungen (33). Induktiv haben wir also die Differenzengleichungen (23) 
in 8({) gelést, wobei T= F,, das Intervall c < y < d bezeichnet. 

Strebt c fallend gegen a und d wachsend gegen 6, so durchlauft ¢ eine 
monotone Folge offener Bereiche, die 2} ausschépfen. Auf Grund von Hilfs- 
satz 2 ist Hilfssatz 3 bewiesen. 

Hilfssatz 4: Es seien a, b wie in Hilfssatz 3 erklirt, R eine m-reihige reelle 
Matrix mit nicht verschwindender Determinante, J} der Bereich a< R-y< b 
und die Bedingungen (22) erfiillt. Die Differenzengleichungen (23) sind dann 
in 8 (Q) lésbar. 

Beweis: Die Richtigkeit des Hilfssatzes 4 wird zuerst fiir alle Matrizen 


(37) R = (ry, . «5 Ty Cpe ay + + +> Om) (O9stsm) 


mit rationalen Spalten r,,...,7, durch Induktion nach t gezeigt. Bei t = 0 
ist R die Einheitsmatrix, es liegt also der in Hilfssatz 3 behandelte Sachverhalt 
vor. Jetzt sei t > 0 und die Behauptung fiir tr — 1 statt 1t beseits bewiesen. 
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Um die Giiltigkeit von Hilfssatz 4 fiir t darzulegen, beachten wir zunachst, daB 
wegen (Det R) + 0 die Determinante des t-reihigen linken oberen Kastchens 
von R ungleich Null ist. Unter geeigneter Numerierung der Vektoren 
T,,..+, 7, sowie der Zeilen yon a, 6 verschwindet folglich die t-te Komponente 
der Spalte r, nicht. Wir fiihren den positiven Hauptnenner g von r,, den Vektor 


8; 
8= on=(' ) 
85 


die Matrizen 





hf a 
U = B-8 = (6, . . . €.— 3) Jes Cpa ys ++ +2 Om)» 
(38) i) ae aes Yee © 
die Variablen 
(39) w= T-1z 
sowie die Funktionen 
(40) K,(w)=H,(Tw) (wt; p=1,...,m), 
to lal -— &i— |sal 
(41) K,(w) =~ (signs,) ~ a(t +2 Beat 8:€, + —g—& + valle 
A+¢r er 


\se|—1 


+ (signs,) S” a,(Tw + olen + ae, 
ao=0 
ein; durch elementare Rechnung leiten sich aus (22), (39) die Relationen 


(42) K,,(w) + K,(w + e,) = K,(w) + K,(w+e,) (u,v =1,...,m) 
her. Der Imaginarteil 
v= T-ly 

von w durchlauft den Bereich 

U-'a< (T-18)-1v < U-1b, 
falls y in 

a<Ry<b 
variiert. Weil 
T?S= (fy oe ofhrew Cer Cpe ar sss €m) 

rationale Spalten /,,...,/,-, hat, wird die Induktionsvoraussetzung an- 
wendbar; es folgt auf Grund von (42) die Existenz einer holomorphen Funktion 
L(w), welche die Bedingungen 

L(w + e,) — L(w) = K,,(w) (u=1,...,m) 
erfallt. Fir 


F(z) = L(T-2) (z €8(B)) 
gehen diese Gleichungen gemaB (38) bis (41) in 
(43) F(z + e,) —F(z) = H,(z) (u+t;u=1,...,m), 
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F(z + s) — F(z) 
i—1 


m \sal—1 
"-. en 2, H, (* 2 8% 8,€, + ao e,+ va) + 
= = e= 
Ader 


err 
\@e|—1 


+ (signs,) p H, (z “i be e, + e,) 





2 


tiber, woraus sich unter Benutzung der trivialen Identitat 
F(z + 8) — F(z) 
m 
= 2 
A=l1 o=0 e=1 
Aer er 





\sa| —1 v=§ | 
. 83 — |8, 
(sign s,) 5 \F ‘ + J 809+ 8,€, + Aa let €,+ oe,+ “)- 


+ F(z + 8,e,) — F(z) 





e=1 


A=1 : 
om | 
a + J 8 €,+ 8,¢, + MOM e+ ° 
e+r 





die Beziehung 
h-1 

(44) F(z + he.) —F(z) = 3d H,(z + ce,) (z €8(B)) 
o=0 


ergibt; hierbei wurde h = |s,| gesetzt. h ist positiv, da die t-te Komponente des 
Vektors r, nicht verschwindet. 
Zufolge der Formeln (22), (43) besitzt 


(45) M (z) = H,(z) — F(z + e,) + F(z) (z €8(B)) 
die Perioden e,,(u +1; = 1,...,m). Aus (44) bekommen wir 
M (z + he,) = M(z) (2 €8(B)), 


also die Méglichkeit einer Fourierschen Entwicklung 


M (z) = x ae ee Oe ee i h * Zz ef**7 ** M, (2) : 
Die auf 8(%) holomorphen Summen | 
M,,(z) = E Parealt ‘yh ehens a) Core (7 =0,...,4—1) 
haben die Perioden e,,.. ., ¢,,. Wahit man nun gemaB Hilfssatz 1 in-der kom- 
plexen u-Ebene ganze Funktionen D,(u), ..., D,~,(u) mit 


-n 
D,(u+1)—D,(uy=e "8" = (n= 90,.-.,k—1), 


so geniigen die Ausdriicke 


h-1 
N(z) = & Pale) M,,(2) (z €8(B)) 
den Bedingungen : 
N(z + e,) — N(z) = M(z), N(z + e,) — N(z) =0 (ut; u=—1,...,m), 


und 


G(z) = F(z) + N(z) 
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befriedigt das Differenzengleichungssystem (23). Damit ist Hilfssatz 4 fir 
rationale Matrizen R bewiesen. 

Die reellen Matrizen R kénnen wir jetzt ganz leicht erfassen. Es seien 
a,, b, (A= 1, 2,...) gegen a bzw. b strebende Folgen von Vektoren, R, nicht 
ausgeartete rationale Matrizen mit 


lim R, = R , 
A— co 
%, das Gebiet 
a,< Ry'y<b, Ee) Bebe 


Bei passender Wahl der Folgen a,, b,, R, erreichen wir 

WCB, UB=B, 
und Hilfssatz 4 folgt wegen Hilfssatz 2 aus der Lésbarkeit der Differenzen- 
gleichungen (23) in jedem der Bereiche 8(%,) (A = 1, 2, ...). 


Hilfssatz 5: Die Differenzengleichungen (23) lassen sich unter Voraussetzung 
von (22) in 3 (%) lasen, wenn J durch 


y= Rta<t<b 


definiert ist. Dabei bedeuten a, b, t Vektoren yon | Zeilen (l => m), deren Kom- 
ponenten reell oder unendlich sind. R(™>") stellt eine reelle Matrix vom Range m dar. 
Beweis: Wir wenden Induktion nach h = | — m an. Fiir h = 0 liegt der in 
Hilfssatz 4 genannte Sachverhalt vor. Ist A >0,-wahlen wir eine l-spaltige 
reelle Zeile d, so daB die Matrix 
R 
(<) 


den Rang m + | hat, und eine komplexe Variable w = u + iv; ferner bendtigen 


wir den durch 
(%)=(3)e, a<t<b 


erklirten (m+ 1)-dimensionalen reellen Raum ¢&. Nunmehr haben wir 
1—(m + 1) = h—1. Die (m + 1) holomorphen Funktionen 


K,,(z, w) = H,(z) (u = 1, ..., m); Kyi (z, w) = 0 (2) € ¢) 


geniigen in allen m + 1 Variablen (z, w) Relationen der Gestalt (22). Folglich 
sind die Differenzengleichungen 


(46) G(z + ew) —G(z, w) = H,(2) (u= we .,m;(¥) eS), 
G(z, w + 1) —G@(z, w) = 0 ((%)<s) 


nach Induktionsvoraussetzung durch eine holomorphe Funktion G(z, w) 
lésbar. Mit Hilfe der Fourierschen Entwicklung 


Gz, w) = "SF G,(z) exiew ((2)< s), 


e=-— 








-_-~ 


ao 2 @ 


= 7 
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des Eindeutigkeitssatzes fiir Fourierreihen und der Formeln (46) ergibt sich 
jetzt 
G,(z + e,) — Ga(z) = H,(z) (u=1,...,m;z€B(B)). 
Beweis von Satz 2: Man schneide die Pyramide 3}, deren Spitze im Punkte a 
des y-Raumes liege, mit der Einheitshyperkugel 


€:(y—a)'(y—a)=1, 


wahle auf J} ~ € eine iiberall dichte abzihlbare Punktmenge P, derart, daB die 
ersten m der von a nach p, weisenden Vektoren 


= Pp—@ (o = 1,2,...) 
linear unabhangig Bind, und bilde die Matrizen 
Rt™,0) = (1, Te, . . -, Te) (o=m,m+1,...). 
Die monoton wachsende Folge der Pyramiden 
B.: y= Rt, te >0 (o = m,m+1,...) 
schépft 9% aus. Also ist Satz 2 auf Hilfssatz 2 und Hilfssatz 5 zuriickgefiihrt. 


§ 3. Vorbereitende Uberlegungen zum Beweis von Satz 3 


Auf Grund der Periodizitatsbedingungen (20) sowie der Holomorphie lassen 
sich die Funktionen Q(U; Z) in Fourierreihen 


(47) Q(U;Z) =X a(U, T) e&*8r (rz) 
T 


entwickeln; 7’) durchlaiuft alle halbganzen symmetrischen Matrizen. Die 
Gleichungen (21) sind wegen Sp(7'Z[U]) = Sp(7'[U’}Z) mit den Relationen 
(48) a(U,U,, T) = a(U,, T[U;-"]) + a(U,, T) 

zwischen den Koeffizienten dieser Fourierreihen identisch. Der Forderung (18) 
Rechnung tragend, setzen wir auch 


(49) P(Z)= yo b( 7’) e27#8P (TZ) , 
T 


wobei wieder iiber alle halbganzen symmetrischen Matrizen 7 summiert 
wird. Um die Differenzengleichungen (19) zu lésen, miissen dann die GroBen 
b(7') so bestimmt werden, daB die Beziehungen 


(50) b{T [U'~*}) — b(T) = a(U, T) 

gelten und die Fourierreihe (49) in der verallgemeinerten oberen Halbebene § 

konvergiert. Offenbar geniigt es, die beiden folgenden Sonderfiille zu betrachten. 
Positiver Fall: a(U,T)=90 (720), 
Nicht positiver Fall: a(U,T)=0 (T]=]>0). 


Satz 3 ergibt sich nun aus den folgenden Aussagen. 
Satz 4: Im positiven Falle sind die Relationen (48) notwendig und hinreichend 
fiir die Lésbarkeit des Gleichungssystems (50) durch geeignete Zahlen 6(T) mit 
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b(T) = 0(T & 0). Konvergieren alle Fourierreihen (47) in der verallgemeinerten 
oberen Halbebene 3, dann lassen sich die b(T) so wihlen, daB auch die Fourier- 
reihe (49) in 8 konvergiert (n = 2). 

Satz 5: Im nicht positiven Falle ist das Gleichungssystem (50) dann und nur 
dann durch Zahlen b(T'), fiir welche die Fourierreihe (49) konvergiert, lésbar, 
wenn die Relationen (48) bestehen und die Fourierreihen (47) in der verallgemei- 
nerten oberen Halbebene 8 konvergieren. Die b(T') (T 20) sind eindeutig be- 
stimmt (n = 3). 

Zum Beweise dieser beiden Satze bendtigen wir einige Tatsachen, die zu- 
nachst hergeleitet werden. 


§ 4. Unimodulare Matrizen 


Man definiere 


A®) = (4,59) P4 a,x: vy = l (v= 1, ees n), Qs ix = i. Qi: op = 0 sonst 
BO = (Bie op) : Oecoe= 1 (ve 6, 059 = 1, ...,%)s Brserece = Oars = I, 
(51) ‘x rE ial hdd mye mime («+ x) 
B.x:94.= 0 sonst 
a _ (C.:»n) Cos yy = 1 (vt;¥= Bye cep n),C,:..= —1,¢,;,,= Osonst 


Diese Matrizen sind unimodular, und KrRonECKER [8] bewies 
Hilfssatz 6: Die Gruppe 2 der n-reihigen unimodularen Matrizen wird durch 
die Elemente 
Ajs, By, ..-, Bin 


erzeugt (n => 2). 
Wir verstehen unter 22, die Gruppe aller unimodularen Matrizen der Form 
E® 0 
Um) — o, uy-n) 


Der Buchstabe £ bezeichnet die Einheitsmatrix. 
Hilfssatz 7: Die Elemente 


Bagh @ 6 + 2b, . op BES = |b, oo 1g Bs Met aco nk Beeues tt > + +t Beene 


erzeugen {2,(n = 2). 
Beweis: Es ist 
E 0 E 0\(/(£ 
hes (v, v,) = (v, 4 (0 a) 


Wendet man (51) auf den ersten dieser Faktoren und Hilfssatz 6 auf U, an, 
so folgt die Behauptung. 

Eine unimodulare Matrix U heibe von endlicher Ordnung, wenn Ut= E fiir 
irgendeine ganze Zahl t + 0 gilt. Eine Inversion werde durch U?= E erklart. 
Als Beispiele fiir Inversionen nehme man die Matrizen B,,, und C,,. 

Hilfssatz 8: Die Gruppe 2, ist durch endlich viele Inversionen erzeugbar 
(n= 1). 








wz 
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Beweis: Da die Elemente B,, Inversionen sind, braucht man nach Hilfs- 
satz 7 nur zu zeigen, daB die Matrizen A,, («= r+1,...,n;x=1,...,n) 
sich als Produkt von Inversionen darstellen lassen. Letzteres ergibt sich aus 


A,.= C,(C,A,,), C? = E, (C,A,,)®*= E£,C,€ Q,(¢ce—r+1,...,n;x%=1,...,n). 
Hilfssatz 9: Jede unimodulare Matrix U™ gestattet eine Zerlegung 


mit 
WY? 0 
Wo = (, st OB 


Die Symbole P,, P, bezeichnen gewisse Produkte der Matrizen 
AZ (c= 1,...,n;4=2,...,), Bul. =2,....") (wn 22). 


Beweis: Es sei 


gi » ) 


g= (n- 1,1) 


die erste Spalte der Matrix U, d der gréBte gemeinsame Teiler der Elemente 
von g, und 
d 
dy 1,2) _. 0 
0 
Dann existiert eine unimodulare Matrix V{"—", fiir welche die Beziehung 
J2= Vid, 


besteht, sowie eine unimodulare Matrix W‘”), deren erste Spalte 
9 
(7) 


Ww, 0 
0 E«-2® 


ist. Setzen wir nun 


PO — ( 


10 


“9 7s ( 


), P= WoPAU, 


so liegen beide Matrizen P}, P3 in 2,; auf Grund von Hilfssatz 7 sind P,, P, 
Produkte der in Hilfssatz 9 angegebenen Art. 


Hilfssatz 10: Zu jeder ganzen Matrix G™ mit verschwindender Determinante 
gibt es eine unimodulare Matrix D™), so daB die Summe 


D+ wG 


bei allen ganzen Zahlen u unimodular ist (n = 1). 


Beweis: Wegen DetG = 0 kénnen wir zwei unimodulare Matrizen U, V 
finden, fiir die das Produkt UGYV in und unterhalb der Hauptdiagonalen 
Nullen hat. Mit D = U-! V-" wird 


+ Det(D + wG) = Det(E + wp UGV)=1. 
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Nachstehende Relationen zwischen unimodularen Matrizen dienen den 
spateren Betrachtungen. 


(52) C?=E (n21), 
(53) Bi, = E (n 22), 
(54) A,, = A,,[B,.] (n 2 2), 
(55) C, = C,[B,x] (n 22), 
(56) C,= A,, An A,, Bx (n 2 2), 
(57) Ay, = Aj, [B,x] (n 23), 
(58) (B,, Ba) = £ (n 23), 
(59) B,,.(C,] = B,. (n 23), 
(60) A,,Aj, Ay Ay, A,. = EB (n=>3), 
(61) Aj, A§, = Af, Af, (n 2 3), 
(62) Aj, Af, = Af, A%, (n 23), 
(63) At, W Af, = W A’, W- AS, W (n 2 3). 
In diesen Gleichungen bedeuten die Indices 1, x, A, sofern sie auftreten, von- 
einander verschiedene der Nummern I, . . ., n und die Exponenten a, f irgend- 
welche ganze Zahlen. Die Matrix W hat die Gestalt 
wm = “+ oie) , 


§ 5. Quadratische Formen 


Im Raume & der reellen symmetrischen Matrizen S™ betrachte man die 

Bereiche 
6:S20, €:S8>0, 
die abgeschlossene Minkowskische Pyramide [9, 12] M sowie die mit Hilfe der 
Ungleichungen 
SpS s Sp(S[U}) (U €Q) 

definierte Pyramide J. Dabei bezeichne 22 wieder die Gruppe der unimodularen 
Matrizen U™. Bekanntlich [9, 12] liegt die Minkowskische Pyramide M in ©, 
und da es zu jedem S 2 0 eine unimodulare Matrix U mit 


Sp(S[U]) < Sps 
gibt, folgt Bc S. Fir die Gebiete 


N=MNAT, Q=PNE 
wies Barty [2] die Existenz einer endlichen Menge ¢< 22 nach, so daB 
U 
(64) Qc yey lV) 
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gilt. Nur endlich viele der Bereiche N[U] (U € 2) grenzen an MN [9, 12]. Ist 
daher der Durchschnitt 





Q[U]nQ 
nicht leer, so muB U einer endlichen Menge u C Q angehéren. Ahnlich wie in der 
Reduktionstheorie der positiven quadratischen Formen [9, 12] fiir die Min- 
kowskische Pyramide M zeigt man 

Hilfssatz 11: Hine Matrix S € R liegt dann und nur dann in der Pyramide T, 
wenn die Ungleichungen 

SpS s Sp(S[U}) (U €u) 
gelten (n = 2). 

Hilfssatz 12: Hs gibt eine endliche Menge v € 2 mit folgender Eigenschaft. 
Sind zwei Matrizen S, T € Y durch eine unimodulare Matrix ineinander trans- 
formierbar, so besteht eine Beziehung 

T = S[U} (U €) (n2 2). 

Beweis: Auf Grund der Konvexitét der Pyramiden $, Q ist J die Ab- 

schlieBung von Q im Raume &, nach (64) also 


Bc ae MV). 
Diese Formel erlaubt es, S, 7’ € M anzunehmen. Jetzt haben wir 


(65) s=() or T=(5 pad i (Det S,) (Det T,) +0. 
GemaB Voraussetzung gilt 

(66) T= S[(W), 

wobei W eine gewisse unimodulare Matrix bedeutet. Aus (65), (66) folgt 


wer=(t* on), T= 810.1. 


Die Kastchen S,, 7, sind nach Minkowski reduziert. Fir U, kommen daher 
nur endlich viele Méglichkeiten in Frage. Da S bei Transformation mit 
£0 
00) 
in T ibergeht, erkennt man die Richtigkeit von Hilfssatz 12. 
Hilfssatz 13: Fiir eine Matrix S™ > 0 und geniigend kleines positives p) ist 


S—pE>0 2 (n2=1). 


Um = ( 


Beweis: Variiert die reelle Spalte z+") auf der Einheitshyperkugel x’ z = 1, 
so besitzt die quadratische Form S{z] ein positives Minimum qg. Jede Zahl p 
des Intervalls 0 < p< q befriedigt die Ungleichung 


S—pE>0O. 


Hilfssatz 14: Hine positive reelle symmetrische Matrix S™ lat sich stets in 
der Gestalt 
S=v,U,U;, +--+ +0,U,Uj; (v,= 0; UME Q;yH=1,...,h) 
Math. Ann., 138 27 
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schreiben. Bei rationalem S kénnen die Parameter v, rational gewihlt werden 
(n= 1). 
Beweis: Es sei U1 die konvexe Pyramide, bestehend aus allen Matrizen 


S=0,U,Uj+-+-+,U,U, (v,20; U,€2; 4 =1,..., 4; h=1,2,3,...), 
% die AbschlieBung von U in R, ferner RdS der Rand von © in KR. Wir wollen 
(67) RdScB 


nachweisen. Durchlauft G alle ganzen Matrizen, deren Determinante ver- 
schwindet, und p sémtliche reellen Zahlen, dann liegen die Produkte 


S = p'G@' 


in Rd@ dicht. Wegen der Abgeschlossenheit des Gebiets B reicht es deshalb 
aus, die Formel 

PaAeS 
fiir die Gesamtheit der oben angegebenen Matrizen pG@ zu zeigen. Hierzu be- 


zeichne man mit yu einen ganzen Parameter, bestimme die Matrix D wie in 
Hilfssatz 10 und bilde die Ausdriicke 


u-*p?(D + wG@) (D+ u@’) = p(G + wD) (G+ wD’) (u +9). 


Letztere liegen in U; ferner haufen sie sich gegen den Punkt p*GG’. Damit 
ist (67) als giiltig erkannt. (67) und die Konvexitaét von U ziehen Gc B, also 
€c@ nach sich. Benutzen wir die Tatsachen, daB ¢ eine offene Punktmenge, 
G aber die AbschlieBung der konvexen Pyramide U ist, so ergibt sich [Cc U. 
Jede Matrix S¢& gestattet folglich eine Summendarstellung der in Hilfs- 
satz 14 angegebenen Art. In dieser lasse man alle Summanden mit v, = 0 fort, 
fiihre die Maximalzahl r der linear unabhingigen unter den Matrizen 
U,Uj,..., U,U;% ein und wahle eine Indizierung, bei der die Produkte 
U,Uj,..., U,U} nicht linear voneinander abhangen. Indem Wir jetzt simt- 
liche Parameter ein wenig andern, kénnen wir v,,,, ..., 0, rational machen. 
Fir rationales S sind dann »,,...,v, von selbst rational. Das vollendet den 
Beweis von Hilfssatz 14. 
Hilfssatz 15: Zu jeder rationalen symmetrischen Matrix S™ vom Range r 
gibt es eine unimodulare Matrix V™, welche S in die Gestalt - 
sp 0 
S{V] =(9" 9) 
transformiert (n = 1). 
Beweis: Ist Det S = 0, so existiert eine unimodulare Matrix U, deren letzte 
Spalte g die Gleichung Sg = 0 erfiillt. Mithin hat man 
S¢-» 0 
0 i) ; 
Im Falle Det S,= 0 wende man dasselbe Verfahren auf S, an usf. 
Es bedeute S eine reelle symmetrische Matrix. Unter der Einheitengruppe 
A(S) von S verstehen wir die Gesamtheit aller unimodularen Matrizen U™) mit 


S[U]=( 


S[U]=8. 








-_ 3 be fe Se 
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Hilfssatz 16: Die symmetrische Matrix S® sei rational und nicht negativ. 
Dann wird die Einheitengruppe A(S) durch Elemente endlicher Ordnung er- 
zeugt (n = 1). 

Beweis: Aus 


folgt 


T = 8[V} (V €Q) 


VA(T) V-= A(S). 
Die Gruppen A(S), A(T’) sind daher isomorph, und wegen Hilfssatz 15 kénnen 


wir 
8=(o" 9): 
(68) 8, >0 
voraussetzen. Jetzt zerspaltet sich jede Matrix U ¢ A(S) in der Form 
U = WW, WP= (5° 2), WP, 
(69) U,¢ A(S,) . 


Vermége (68), (69) besitzt U, endliche Ordnung (9, 12]. Hilfssatz 8 besagt, daB 
W, Produkt von Inversionen ist. 

Die Vielzahl der halbganzen symmetrischen Matrizen S® = (s,,), deren 
Elemente den Ungleichungen 


(70) rn | Pp 
(71) 28,4] S 8+ 8 (x + A;x,A=1,...,n) 


geniigen, heiBe A. Die Menge G umfasse alle halbganzen symmetrischen 
Matrizen, die nicht in 2 liegen. Offenbar hat keine Matrix S ¢ 2% negative Spur. 


Man setze k = seth und bezeichne mit o eine positive reelle Zahl. Dann 


liefert ein einfaches Abzaihlen unter Ausnutzung der Formeln (70), (71) das 
folgende Ergebnis. 
Hilfssatz 17: Fiir héchstens (20 + 1)* verschiedene der Matrizen S¢ YU ist 


« SpSso (n21). 
Wir erklaren a als die Gesamtheit, der in (51) definierten Matrizen 
A;,(t + *; t, * = 1, ..., m) sowie ihrer Inversen. 
Hilfssatz 18: Jedem S ¢ DG kinnen wir eine Folge halbganzer Matrizen 
S™(S) ERB (v= 0,1,2,...) 
zuordnen, welche nachstehende Bedingungen erfiillt. 
a) 8,(8) = 8, 
b) 8,.,(8) = 8,(8) (W,(S)] (W,(S) € a; ¥=0,1,2,...), 
e) SpS,,,(S) < SpS,(S) (vy = 0,1, 2,...). 


27* 
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d) Es seien o, t zwei ganze Zahlen mit o < t. Laufen S iiber B und v von 0 bis + 00 
unter den Nebenbedingung 


SpSsr, SpS,(S)=c, 


so sind héchstens 4n*(t—o + 1) der Matrizen S,(S) einander gleich (n = 2). 

Beweis: Man betrachte die Teilmenge €c G, bestehend aus allen halb- 
ganzen Matrizen, die ein negatives Diagonalelement haben. Fiir S ¢ G, S ¢€ 
gelten die Ungleichungen (71) nicht simtlich; bei passender Wahl der Indices 
B, » folgt daher 





2\8,+| > 8+ 4» 
d. h. wenigstens eine der beiden Matrizen S[A,,], S[A,,"] liegt in €, und ihre 
Spur ist kleiner als Sp S. Zu jeder Matrix S ¢ G, S ¢ € gibt es also ein Element 
W(S) € a mit 
Sp(S[W(S)]) < SpS, S[W(S)]}Ec. 

Natiirlich kénnen zwei Matrizen S[W(S)], T7[W(7)] auch dann iiberein- 
stimmen, wenn S, 7’ verschieden sind. Die Anzahl der untereinander gleichen 
Matrizen S[W(S)] iibersteigt jedoch nicht die Anzahl a = 2(n*—n) der 
Elemente von a. Den Matrizen S Rechnung tragend, welche von vornherein € 


angehoren, addieren wir zu diesen a Méglichkeiten noch eine weitere Méglich- 
keit und erhalten die Abschaétzung 


a+1=2(n?—n)+1< 2n?. 


Damit ist die Untersuchung auf S ¢ € zuriickgefiihrt. 
Fiir eine Matrix S ¢ €, deren erstes Diagonalelement s, negativ ist, definiere 


man 
S,(8) = S[Ax (v=0,1,2,...), 


wobei das Vorzeichen im Expqnenten so bestimmt werde, daB SpS,(S) bei 
wachsendem vy monoton fallt. Es sei S eine feste halbganze Matrix, s,< 0. 
T laufe iber € und yu von.0 bis + co enter den Nebenbedingungen 


£<0, Sp7sr, SpS,(T)=c. 
Aus 


(72) S,(T) = S,(S) 
folgt 7’ = S[A¢,] mit einer gewissen ganzen Zahl o. Ferner gilt 
o= SpS,(T) < Sp7T st. 


Die Anzahl der Matrizen 8,(T), die der Gleichung (72) geniigen, ist also 
héchstens so groB wie die Anzahl } der ganzen g, fiir welche die Ungleichung 


oS SpS[4f,] St 
besteht. Als Funktion von ¢ betrachtet, stellt 


SpS[4§.] = #07+ °° 





-_~ ff =a 


= > 
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eine Parabel dar. s, ist ganz und negativ, also s, [ —1.-Daraus ergibt sich 
bs 2(tr—o +1). 
Um den Fall s,, . . ., 8,-;2= 0; 8,< 0 (A > 1) au erledigen, setzen wir 
S,(8) = S[Aj#’) ’ 
machen bei festem / die vorigen Uberlegungen und bekommen wieder die Ab- 
schatzung 2(t— o + 1). Im ganzen bendtigen wir n Matrizen aus a, namlich 
A,,, Ag, “9 Ay *. 
Dieses gibt einen Faktor n. Hinzu kommen die friiher genannten 2n*, so daB 


héchstens 

4n*(t—o + 1) 
der Matrizen S,(S) unter den in d) genannten Voraussetzungen einander 
gleich sind. 


§ 6. Fourierrethen 
In diesem Paragraphen wird die Konvergenz gewisser Fourierreihen 
untersucht. 
Hilfssatz 19: Dann und nur dann konvergiert die Fourierreihe 


bs d(T) e2*tSp(TZ) 
T20 


fiir Z € 8, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl p eine Konstante c,(p) > 0 gibt, 
derart dap die Abschitzungen 
(73) |d(7)| < c (p) e? ?* 
bestehen; 7’) durchliuft stimtliche nicht negativen halbganzen symmetrischen 
Matrizen (n = 1). 

Beweis: Die in Hilfssatz 19 genannte Fourierreihe ist genau dann konvergent, 
falls sie absolut konvergiert, d. h. 


(74) d |d(7)| e—*as8ntt¥) (¥ >0) 
T 


20 
einen Grenzwert besitzt. Auf Grund von Hilfssatz 13 gilt bei hinreichend 
kleinem positiven p die Ungleichung 

22Y—pE>0O. 
Folglich besteht die notwendige und hinreichende Bedingung fir die Kon- 
vergenz der Reihe (74) darin, daB 


(75) » |d(T)\e— 77 
T20 


einen Limes 1(p) hat. p bedeutet hierbei eine beliebige positive reelle Zahl. Die 
Konvergenz von (75) zieht (73) mit c,(p) = l(p) nach sich. Nehmen wir um- 
gekehrt die Richtigkeit von (73) an. Jetzt wird (75) durch 


a (§) oe" 
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und dieses vermége 7' € 2 sowie Hilfssatz 17 von der konvergenten Reihe 


¢ () E eo +1)te 


o=0 
majorisiert. Somit konvergiert (75). 
Hilfssatz 20: Die Fourierrethe 
E a(ryeassorn 
TE0 


konvergiert dann und nur dann fiir Z ¢ 8, falls es zu jeder unimodularen Matrix 

U™ und positiven reellen Zahl p eine Konstante c,(U, p) >0 gibt, so daB die 

Ungleichungen 

(76) y+ (d(T) S¢,(U, p)e™ (u=0, +1, +2,...) 

Sp(T(U))=«# 

gelten. Zu summieren hat man iiber die halbganzen Matrizen T = 0(n = 1). 
Beweis: Unsere Fourierreihe ist genau dann konvergent, wenn sie absolut 

konvergiert, d. h. 


(77) Z [d(T eta80e77» 

TL0 
fir Y € € einen Grenzwert hat. Die Gesamtheit der Matrizen 
(78) Y= R, 


mit einer reellen Zahl g > 0 und rationalen symmetrischen Matrix R™ > 0, 
liegt im Raume € dicht. Daher kann man die Konvergenzuntersuchungen auf 
diese Matrizen (78) beschrinken. Wir tragen (78) in (77) ein und bekommen die 
Summe 

(79) 5 ( x (d(T )\e oy 


4 | Sp(TR)=4 
T20 


erstreckt iiber alle rationalen Zahlen A, welche, mit dem Hauptnenner der 
Elemente von R multipliziert, eine ganze Zahl ergeben. Hat die Reihe (79) einen 
Limes 1(R, q), 80 besteht die Ungleichung 


(80) + |a(T)| Seg(R, g) e” 
8p(TR) = 4 
Tz0 


mit der Konstanten c,(R, q) = 1(R, q). Nehmen wir umgekehrt an, daB die 


Abschatzungen (80) fiir gewisse positive Werte c,(R,q) sowie die friher er- 
klarten-R;q, A erfillt sind. Dann ist der konvergente Ausdruck 


a(R. 3) Te B+ (R29) Der 
azo 1<0 


- Majorante der Summe (79), letztere demnach konvergent. Die Ungleichungen 
(80) erweiéen sich als notwendig und hinreichend fir die Konvergenz der be- 
trachteten Fourierreihe. 








_- © —™ Mma Oe 
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Die Abschatzungen (80) gelten bei R = R, + R, sowie allen q, A, falls sie far 
R, und R, richtig sind, Aus Sp(7'R) =A folgt nimlich Sp(T'R,) < + oder 
Sp(T'R,) < +, also 
aS (da )s2 ( S (|d(T)\ + - x, we) 


Sp(TR) =a xg 4 | SP(TRy =» p(TR,) =-* 
Tz0 2 Tz0 Tz0 
S (¢,(R,, 2q) + (Ry, 2q)) 2 e** = ¢,(R, q) e@* 
aS 
2 


mit 
€3(R, q) = (¢,(R,, 2q) + ¢(Ry, 2g) 2 ee ; 
e 


die hierbei auftretenden rationalen Summationsindices /4, x, 9 besitzen be- 
schrankte Nenner. Aus dieser Uberlegung und Hilfssatz 14 folgt das Bestehen 
der Ungleichungen (80) fiir alle rationalen Matrizen R > 0, falls sie bei simt- 
lichen Matrizen 

(81) R=vUU' 

gelten. U durchlauft dabei 2, v die positiven rationalen Zahlen. (81) in (80) 
eingesetzt, liefert mittels der Substitutionen 


A , 
B= P= 4, ¢(U, p) = c(vUU’, g) 
die Ungleichungen (76). 


§ 7. Beweis von Satz 4 

Die Lésbarkeit des Gleichungssystems (50) zieht 
(82) a(U, T)=0 (U’€ A(T)) 
nach sich. Zum Beweise von Satz 4 leiten wir jetzt diese Formeln (82) aus den 
Relationen (48) her. U,= U,= £ in (48) eingetragen, ergibt a(Z, 7) = 0. Far 
ein Element endlicher Ordnung U mit 

Ut= EF, t+0, U’'€ A(T) 
bekommen wir 

a(U, T)=t"a(E£, T)=0 
und wegen Hilfssatz 16 und (48) die Behauptung. 

Man nenne zwei symmetrische Matrizen aquivalent, falls sie sich durch eine 
unimodulare Matrix ineinander transformieren lassen, wahle aus jeder Klasse 
aquivalenter nicht negativer halbganzer Matrizen einen Reprasentanten S und 
fiihre die Zahlen 
(83) 6(S[V'-*}) = a(V, 8) (V €2) 
ein; diese sind auf Grund der Beziehungen (82) wohldefiniert. Es sei 7' eine 
beliebige halbganze symmetrische Matrix, 7 = S[V'-"), ferner U ¢ 2. Aus 
(83), (48) folgt 
b(T[U’-*}) — 6(T) = a(VU, 8) —a(V, 8) =a(U, T). 
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Damit haben wir das Gleichungssystem (50) gelést. 
Hilfssatz 21: Liegen sidmtliche Repriisentanten S in der friiher erklarten 
Pyramide J, so konvergiert die Fourierrethe 
E o(T) ensener 
T20 
fiir Z €8 (n > 2). 
Beweis: Gehért die Matrix T = T, nicht zu J, dann gibt es nach Hilfssatz 11 
eine unimodulare Matrix U,¢ u mit 
T,= T,[U,], Sp7,< SpT,. 
Im Falle T, ¢ D bestimme man ein U, € u, derart daB 
T,= T,[U,], SpT,< SpT, 
gilt. So fortfahrend erhalt man eine Folge halbganzer symmetrischer Matrizen 
T,, T;, Ts, ..., welche den Bedingungen 
T,= T,-11U. -1), U,-1€u (y7=1,2,...), 
(84) SpT,< SpT,-: (y7 = 1,2,...) 


geniigen. Das Verfahren bricht ab; denn da die Spur einer halbganzen Matrix 
ganz ist, bekommen wir vermége der Ungleichungen (84) nach héchstens 
SpT' Schritten eine Matrix 7,¢ $. Hilfssatz 12 lehrt die Existenz einer uni- 
modularen Matrix U, mit 





Tras:= T,(U,]=8 (U,€ »). 
Nun wird 


T = 8(Uj;)Uj,2,...U05"), 
gem4B (83), (48) also 


A 
(85) b(T) = 2 Un» T+) - 
y= 


Aus der Konvergenz der Fourierreihen (47), Hilfssatz 19 und (84) schlieBen wir 
die Abschatzungen 


BP P 
as, Tredlsa(ejet "' saq(Z)er” = (n= 0,1,..., A). 


Hierbei konnte c, (3) von 7 unabhangig gewahlt werden, weil die Matrizen U,, 
in der endlichen Menge up liegen. Somit haben wir wegen (85) die Un- 
gleichungen 


b(T)| <e, (3) (4+ hyerr a(Z) (1+ SpT)e2?? < c(p) er SP? 


fiir eine passende Konstante c,(p). Durch nochmalige Benutzung von Hilfs- 
satz 19 folgt die Behauptung. 
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§ 8. Beweis von Satz 5 
Gegeben seien eine halbganze symmetrische Matrix 7 20 und eine 
unimodulare Matrix U™. Mit p(U, 7) bezeichne man die Gesamtheit der 
Folgen (V,, 7,), welche den nachstehenden Bedingungen geniigen. 





e) T.=T, 
f) T.41= T,[V,] (V,€2;4=0,1,2,.-.), 
g) Sp(7,.,[U]) < Sp(7,[U]} fiir fast alle «= 0,1,2,... 


Fiir fast alle kirzen wir im folgenden gelegentlich durch f. a. ab. 
Nehmen wir an, Satz 5 sei richtig. Dann befriedigen die Koeffizienten b(7') 
die Abschatzungen (76), woraus sich 


(86) |b(7)] S c,(U, p) er SP(7 17D (U €Q) 


ergibt. Die Formeln (50), (86) ziehen fiir jede Folge (V,, 7.) € p(U, T) den 
Zusammenhang 


(87) b(7) = — JF a(Vi-1, 7) 
=O 


nach sich, d.h. unsere Differenzengleichungen (50) besitzen héchstens ein 

System von Lésungen 6(T7’), bei dem die Fourierreihe (49) konvergiert. Zum 

Beweise des Satzes 5 leiten wir jetzt die Beziehungen (87) mit geeigneten 

Koeffizienten 6(7') aus (48) und der Konvergenz der Reihen (47) her. 
Hilfssatz 22: Die Summen 


(88) — 2 ahi, qT) (VY, T) € p(U, 7) 
konvergieren. Ihr Wert hiingt nicht von der Folge (V,, T,), sondern nur von der’ 
Matriz T ab; wir nennen ihn b(T). Diese GréBen b(T') lisen die Gleichungen (50) 
und geniigen den Abschitzungen (86) (n 2 3). 

Beweis: Aus der Konvergenz der Fourierreihe (47) erhalten wir unter 4 
nutzung von Hilfssatz 20 die Ungleichungen 


(89) |a(W, T)| <c,(W; U, p) er 0710) (W;U€Q), 
insbesondere also 
(90) \a(W, T)| < cg(W; p) e? 7 (W EQ) 


mit geeigneten positiven Zahlen c,, c,. Es bedeute q(7') die Gesamtheit der 
Folgen (V,, 7,) € p(Z, T), bei denen fiir fast alle Indizes «= 0,1, 2,... die 
ersten Diagonalelemente der Matrizen 7’, negativ und die V, gleich einer Be- 
stimmten der Matrizen Aj, (y= 2,...,n;e@= +1) sind. Wahit man 
(V,, T,) € q(T), so besitzt die Summe (88) wegen (90) einen Grenzwert; wir 
werden zeigen, daB dieser nur von 7 abhingt. 

Gegeben seien zwei Folgen (V,, 7), (U,, S,) € q(7’). Man bestimme eine 
Zahl r, fiir welche die ersten Diagonalelemente der Matrizen T',, 8,(« 2 1) 
negativ und die Gleichungen 


V.= A}, U.= Aj, (v, w= 2,..., M3 ey, &= £1) 
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erfullt sind. Wir definieren 
U = V3, V7, see vr V5} U,U, eee U,~,0,-; , 
bekommen 
S,= T,(U] 
und schreiben die Differenz 


d= Sa(Vi-,7)— J a(U;-, 8,) 
t=O t=O 
in der Form 


d= Faldss*, 2L4j2) —a(U', 7) — ¥ a(4s,%, 8,145). 
s=0 


Unser Problem kénnen wir also wie folgt formulieren. Vorgelegt seien zwei 
halbganze symmetrische Matrizen S,7 mit negativen ersten Diagonal- 
elementen; ferner gelte S = T[U](U € 2). Zu beweisen ist das Verschwinden 
der Ausdriicke 


(91) d= E a(Aize, T [Ai:]) —a(U'=, T)— Sa (Ai, S[As%)). 


a4 2)... .,%3 &, eg= +1). 


Dazu machen wir nachstehende Uberlegung. Vermdge (48) gestattet die rechte 
Seite von (91) die Umformung 


d = ¥ a(A'- &; » T[AS2)) — a(Aje"U'- 1 Ase, Plat) — 


‘=o 


— 2 4(A;,*, S[Ays)) (o = 0,1,2,...). 
~~ 


Nehmen wir nun an, es existiere eine Relation 
(92) Aye" U At= W,,..- Woaig(Wep€ 2; B=1,..., a(0); 0 = 9,1,2,...) 


mit diesen Eigenschaften : 
h) Die unimodularen Matrizen W,, gehdren einer endlichen, von 9 unabhangigen 
Menge an. 


i) a(o) < eo (f.a.0=0,1,2,...). 
j) Die durch 
Roi= T [AS]; Rop-+i= Rip W os! (8 =1,...,@(e)—1) 
erklarten Matrizen R,, geniigen den Ungleichungen 
SpR, ss —cs10 (B= 1,..., @(0); f.a.9 =0,1,2,...). 
Hierbei hiingen die Konstanten c,, c, nicht von @ ab. 
Dann ergibt sich aus den eee (48) der Zusammenhang 


d= J' a(Ay,", lay) Z a(Wop's Ros) — } a(Ay,”, SLAye)) 


‘=@ = 


(o =0,1,2,...) 








lee} 


aS oO. @ ty 


N 


Ls in on = le Dn = Ml = oo] 


~~ 














M hielibkeas 
r 
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und hieraus wegen (90) sowie den Forderungen h) bis j) die Abschatzung 
|d| S cgoe-e ({.a.9= 0, a, 2.3), 
also d = 0. Mithin ist das Problem darauf zuriickgefiihrt, geeignete Relationen 
der Gruppe 22 zu finden. 
Wir untersuchen als erstes den Fall U = E; hierzu werde d(v, ,; 4, €,) statt 
d geschrieben. Fir » + y stellt (61) mit « = —ge,, 8 = oe, eine Relation der 
gewiinschten Art dar; somit folgt d(v, e,; 4, £,) = 0. Bei » = 4 bestimme man 
einen Index A + 1, ». Es wird 
d(y, &; ¥, 2) = d(v, e,; A, 1) + d(A, 1; ¥, 2.) =0. 
Nun sei U beliebig unimodular. Auf Grund der eben durchgefiihrten Betrach- 
tungen hangen die Werte der beiden in (91) auftretenden Summen nicht von 
den Zahlen », ¢,; 4, £, ab. Wir wahlen daher die Bezeichnung d(U; 7, S). Eine 
Zerlegung 
U = U,U,; U,, U,€ 2; T[U,] = R; R[U,] = 8 
zieht vermége (48) die Gleichung 
d(U; T, 8) =d(U,; T, R) + d(U,; R, 8) 
nach sich, falls das erste Diagonalelement der Matrix R negativ ist. Darum 
braucht man das Verschwinden der Differenzen d(U; 7, S) nur fiir die in 
Hilfssatz 9 angegebenen Matrizen U = W, A’, B,,, zu beweisen. 
U = W: Man setze vy = uw = 3, €,= 1, benutze die Beziehung (63) mit « = —9, 
B = o€, und lege e, so fest, daB die Forderung j) erfillt ist. 
U = Ax", B,,, (t,x = 2,..., n): Wir wenden (62), (57) an. 
U = At} (u=2,...,n): d(Af}; T, 8) =d(E£; T, T) = 0. 
Fiir alle Folgen (V,, 7’) € q(7') ist also der Wert der Summen (88) eine Funktion 
b(T) von T allein. 
Es sei U ¢ Q, ferner die Folge 
(Vo, To); (Vi, 7); (Ve, T,);--- 
in q(T (U’-*)) gelegen. Dann gehért die Folge 
(U’-*, T); (Vo, To); (Vi, Tr); (Vs 72); - - - 
zur Klasse q(7'); nach (87) gilt 
b(T) = —a(U, T) + b(T[U'-*)), 
d. h. die GréBen 5(7') lésen die Differenzengleichungen (50). 
Zu fest vorgegebener unimodularer Matrix U wollen wir eine Folge 
(V,, 7’) € q(7) konstruieren, derart daB die Matrizen V, in einer nur von U 
abhangigen endlichen Menge w(U) enthalten und die Formeln 


(93) Sp(7,.,[U]) < Sp(7,[U}) («= 0,1,2,...) 


erfillt sind. Die Matrix S,= T[U] liegt nicht in ©, also erst recht nicht in J. 
Wegen Hilfssatz 11 gibt es daher eine Matrix W,<¢ u, fiir welche die Ungleichung 


Sp(S,[W,)}) < SpS, 
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besteht. Wir wenden dieses Verfahren wiederholt an und bekommen eine Kette 
von Matrizenpaaren (W,, S,) mit 
8,.,= 8,(W,), W,¢€ u, SpS,,,< SpS,(¢=1,...,a—1), Sp8,< 0. 

Die Matrix S, besitzt ein negatives Diagonalelement s,. Im Falle 9 + 2 be- 
trachte man die Folge 

8,4,= 8,{W,), W.= Ave (c=a,...,B—la= +1). 
Bei richtiger Wahl des Exponenten ¢, fallen die Spuren SpS, stark monoton; 
fir geniigend groBes f ist das zweite Diagonalelement der Matrix S, negativ. 
Man definiere 

S.a1= S,{W,], W.= Ay, (c= B,..., y—l;e= +1). 
Wieder nehmen die GréBen SpS, bei passendem ¢, mit wachsendem ¢ ab. 
S,(U-*) hat fiir geeignetes y negatives erstes Diagonalelement. Wir setzen 
V paths iat amp Eectels («¢«=0,1,..., y) 


Alt=y,y+1,..-3@= +0)’ . T,-,[Ajg]) @=y7 +1, 7+ 2,...) 


w(U) = UuU "VU Ua Va. 


Die gewiinschten Ungleichungen (93) erhalt man, wenn ¢, richtig bestimmt wird. 
Jetzt ergeben sich die Abschatzungen (86) ohne Schwierigkeiten. Da alle uni- 
modularen Matrizen V, der endlichen Menge w(U) angehéren, kénnen wir die 
in (89) auftretenden Konstanten c,(V’~'; U,p) durch eine gemeinsame 
Schranke c,.(U, p) majorisieren und bekommen aus (87), (93) 


|b(T)| < eyo(U, p) Se? (THUD < 6,(U, p) oP SPT IUD 
s=0 
mit 
2(U, p) = e(U, »( Ee). 


Vermdége der Formeln (50), (86) gelten die Gleichungen (87) fiir simtliche 
Folgen (V,, 7) € p(U, 7). Der Beweis von Hilfssatz 22 ist beendet. 
Es bleibt iibrig, die Konvergenz der Fourierreihe 


P b(T) e2 *i8p(TZ) 
Tz0 


zu zeigen. Wir wahlen eine feste Matrix U ¢ Q, ferner eine ganze Zahl yp, 
nehmen die Zerspaltung 


zr pn b(T)| + b(T 
i ae a 


vor und schatzen beide Teile getrennt ab. Auf die erste Summe wende man die 
Ungleichungen (86) sowie Hilfssatz 17 an. Dann ergibt sich 


P 
Py, PCP Sea(U, F) 2a + Whe?” S ey (U, p) om 


rlojen, Feo 
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fiir eine geeignete Konstante c,,(U, p). Zur Abschitzung des zweiten Ausdrucks 
der rechten Seite von (94) benutzen wir Hilfssatz 18, setzen darin S = T[U] 
und fahren die Folgen 
(V,(T), T,(T)) = (OW,(T[U}) 0-, 8,(T[0}) (U-)) € p(U, 7) 
ein. Es bestehen die Ungleichungen 
Sp(7,4,{0])) < Sp(7,[U]) (v -_ 0, 1, 2, ee ) ; 

die Matrizen V,(7’) liegen in der endlichen Menge Ua U-!. Laufen T'[U] iiber S 
sowie » von 0 bis + co unter den Nebenbedingungen 

Sp(7[(U})st, Sp(7,(T)(U))=c, 
so sind héchstens 4n*(r — o + 1) der Matrizen 7',(7') einander gleich. Nunmehr 
folgt s 

mms | Seren, rem s 


T(U)=- Sp(T([U) = =0 
at tite ™Midiee 


m" 
san FL ZH, lees onl. 
VeTav+ |= —@ 8p(810}) =+ 
Die Konvergenz der Reihen (47) zieht gemaB Hilfssatz 20 
|a(V'-*, 8)| Se_(V; U, p) e 
Sp(S[U}) =« 
nach sich; die Symbole c,,(V; U, p) bedeuten. wieder positive Konstanten. 
Also wird 
+ = |2(7)| Seas(U, p) e™ 
ozirp-" 
Te 
mit 
3(U, p) = ey (U, p) + An’ > Cs(V; U, »))( 5 («+ 1) om), 
vevav0-* ‘=O 


Auf Grund von Hilfssatz 20 ist Satz 5 bewiesen. 


$9. Hin weiteres Differenzengleichungsproblem 

Jedem Element U)¢ Q sei eine Matrix M™(U) zugeordnet. Wir wollen 
untersuchen, fiir welche Systeme von Matrizen M(U) eine halbganze symme- 
trische Matrix D) die Differenzengleichungen 
(95) D[{U']|—D= M(U) 
befriedigt. Bei Bestehen der Beziehung (95) sind die Matrizen M(U) halbganz 
und symmetrisch ; ferner gilt , 
(96) M(U,U,) = M(U,) (Ui) + M(U,). ) 

Satz 6: Dann und nur dann ist das Differenzengleichungssystem (95) durch 
eine halbganze symmetrische Matrix D lésbar, wenn die Matrizen M (U) halbganz, 
symmetrisch und die Relationen (96) erfiillt sind. Die Gleichungen (95) bestimmen 
D eindeutig (n = 3). 
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Beweis: Man definiere 


L(U) = M(U) —D{U'] + D. 


Die symmetrische halbganze Matrix D la8t sich auf genau eine Weise so 
wahlen, daB die ersten sowie (n — 1) letzten Elemente der ersten Zeilen und 
Spalten der Matrizen L(B, ,) (« = 2, . . ., m) verschwinden und L(A,,) die Form 


010 , 
(97) L(A,,) = (: 2 a) (!= 0, z) 
besitzt. Zu zeigen ist L(U)=0 (U € 2). Auf Grund von (96) geniigen die 
Matrizen L(U) den Bedingungen 


(98) L(U,U,) = L(U,) (U{) + L(V) ; 
daraus folgt L(£) = 0 sowie 
(99) L(U~) = —L(U) [U’-"). 


Die Relationen (53) liefern 
L(B;,) [B,,] 4 L(B,,) =0 ’ 





d. h. 
eT 
kus — kis 
(100) L(B,)=|: ° : Ola =2,...,n) 
— kya 


SS 
0 


Insbesondere gilt L(B,,) = 0, und wegen (54), (98) erhalten wir 
L(Aq) = L(Aj,) [By] - 
Mit Hilfe der Formeln (56), (97) bis (99) bekommt man hieraus 
, Aa 
L(C,) = (u Ps an). 
Rh 3h Ly 
Der Zusammenhang (52) lehrt, daB die GréBen 1,, 1,, L, Null sind. Das zweite 
Element der ersten Zeile von L(B,,[C,]) (« = 3, ...,) hat den Wert / — k,,. 
Die Beziehungen (59), (100) ergeben 1= 2k,,, mithin ist / ganz, daher /=k,,=0, 
L(C,) = 0. Es sei r eine ganze Zahl, 3 < r < n. Wir machen die Induktions- 
annahme 
k,.= 9 (g@<t;4=3,...,m;@=2,...,r—I). 
Gleichung (100) zieht dann L(B,,) = 0 (9 = 2, . . ., 7) navn sich. Indem wir C, 
mittels (55), (58) durch B,,, B,,, C, ausdriicken, folgt L(C,) = 0, vermége (59) 
also 
k,,= 0 (e=r+1,...,m). 
Jetzt wissen wir, daB die Matrizen 
L(Aj,), L(B,3), - - -, L( Biya) 
verschwinden. Die Relationen (98) und Hilfssatz 6 vollenden den Beweis. 
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Kapitel III. Ergebnisse 
§ 1. Klassifikation 
Die Ausdriicke 
(101) g(S,T)=J(£,8;Z2+ 7)+J(£,7;Z)—J(E£,T7;Z+ 8)—J(E,8;Z) 


sind auf Grund der Relationen (10) kongruent Null, d. h. ganze Zahlen. Diese 
bleiben invariant, wenn man das Exponentensystem J(U, 8; Z) durch ein 
aquivalentes ersetzt. Es bestehen die Beziehungen 


(102) g(S, T) = —g(T, 8), 
(103) 9(S, T S,, T) =9(S,, T) 7 g (Sq, T),g(S, T, + T’,) _ 9(S, T;) + 9(S, T.) ’ 
welche sich allein aus der Definition (101) sowie den Formeln (10), angewandt 
fiir die Gruppe der Translationen 

Z*=2Z+S8, 
ergeben. Jetzt benutzen wir, daB die Funktionen J(U, S; Z) ein Exponenten- 
system zur Gruppe der ganzen Modulsubstitutionen 


Z*=Z[(U]}+S8 
bilden. Aus (10) sowie der Identitat 
(104) (Z + 8) (U] = Z[U]+ S8[U] 


leiten wir die Kongruenz 

J(E, S(U); Z(U)) —J(E#, 8; Z) =J(U,0;Z + 8)—J(U, 0; Z) 
und hieraus die Gleichung 
J(£, 8(U);(Z + T)(U))—J(£, 8;2 + T)—J(E, S[U); Z[(U)) + J(E, 8; Z) 
=J(U,0;2+ 8+ T)—J(U,0;Z2 + T)—J(U,0; Z + 8) + J(U, 0; Z) 
her. Ihre rechte Seite andert sich bei Vertauschung der Matrizen S, 7 nicht; 
daraus folgt 
(105) g(S[U], T[U}) = 9(S, T) (UEQ). 
Die Zusammenhange (102), (103), (105) ziehen nun das Verschwinden simt- 


licher Zahlen g(S, 7’) nach sich. Zum Be,:eise beachte man, daB sich jede ganze 
symmetrische Matrix S® als Linearkombination der Matrizen 


S,= (8.04 )2 8 :0= 1, 4&5. = 0 sonst (c= 1,2,...,%), 


a | 


Sie= (8.0200): Sixsae = Sinsne = 1, 8in:9 = Osonst (¢ + x; 0,% = 1,...,m) 


mit ganzen Koeffizienten schreiben liBt. Wegen (103) geniigt es daher, 
g(S, T) = 0 fiir alle Matrizen S, 7 der in (106) angegebenen Gestalt zu zeigen. 
Als erstes nehmen wir S = S,, T = S, bzw. S= S,,, T = S,, an. Dann gilt 

S=T(B), T=S[B) (BéQ), 


wobei B entweder eine oder das Produkt zweier der in (51) definierten Ma- 
trizen B,, ist. Aus (105) ergibt sich g(S, T') = g(T, 8), also g(S, T) = 0 ver- 
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médge (102). brig bleibt der Fall S = S,, T = S,,. Auf Grund von S,,= Sy» 

v + yu dirfen wir » + ¢ voraussetzen. Es folgt 

9(8,,8,) = 9(S,[4,,]}, 8,[Ary])) = 9(S,, 8,+ 8,+ 8,,) = 9(S,, 8,) + 9(S, 8,) + 
+ 9(8, 8,,) 

und somit nach dem Vorhergehenden g(8,, S,,) = 0. 

Weil die linken Seiten der Gleichungen (101) verschwinden, kann man die 
Exponenten J(Z, S; Z) derart durch kongruente ersetzen, daB die Relationen 
J(E, 8,+ 8,;Z) = J(B, 8,;Z + 8,) + J(E, 8,;Z) 
erfillt sind. Satz 2 lehrt die Existenz eines zu J(U,S;Z) adquivalenten 

Exponentensystems J,(U, S; Z) mit 
(107) J,(Z, 8;Z)=0. 
Aus (10), (104), (107) errechnet sich 
J,(U, 8;Z) =J,(U,0;Z), 
(108) J,(U, 0; Z + 8) = J,(U,0; 2). 
Man betrachte ein zu J,(U, 8; Z) aquivalentes Exponentensystem. Dieses 
geniigt genau dann den Bedingungen (107), wenn fir die in (6) erklarte Funk- 
tion L(Z) die Kongruenzen 


- L(Z + 8) = L(Z) 
bestehen. Wir fassen die Zahlen 
L(Z + 8,)— L(Z) («= x) 
wf; (L(Z + S,,.) — L(Z)) Pe (t,x = me 4 . -» n) 


zu einer halbganzen symmetrischen Matrix D™ = (d,,) zusammen und be- 
kommen wegen (109) die Zerspaltung 
(110) L(Z) = Sp(DZ) + P(Z), 
wobei P(Z) die Perioden S besitzt. Es sei D eine beliebige halbganze symme- 
trische Matrix, P(Z) irgendeine in 8 holomorphe Funktion mit den Perioden S, 
ferner Z durch (110) erklart. Dann gilt (109). Die Kongruenz (108) beriick- 
sichtigend, stelle man auch jeden der Exponenten J,(U, 0; Z) als Summe einer 
linearen sowie einer periodischen Funktion dar, entwickle letztere in eine 
Fourierreihe und nenne deren konstantes Glied j(U). Man erhalt 

J,(U, 0; Z) = Sp(M(U)Z) + Q(U; Z) + 7(U). 
Hierbei bedeuten die Symbole M™ (U) halbganze Matrizen, Q(U ; Z) Fourier- 
reihen ohne konstantes Glied, }(U) komplexe Zahlen (U ¢ 2). Die Relationen 
(10) liefern 
Q(U, U,; Z) = Q(U,; Z[U,)) + Q(U,; Z), M(U,U,) = M(U,) (Uj) + M(U,), 
(111) j(U, U,) =7(U,) + 7(U,) . 
Nunmehr erkennen wir mit Hilfe der Satze 3, 6 fiir n + 2 die Aquivalenz der 
Exponentensysteme J,(U, S; Z) und 
(#12) J,(U, 8; Z) = j(U). 
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Zwei verschiedene Exponentensysteme der Gestalt (112) sind nicht aquivalent. 
Damit ist die Klassifikation der Exponentensysteme darauf zuriickgefihrt, die 
Gesamtheit der Systeme von Zahlen j(U), welche den Bedingungen (111) 
geniigen, anzugeben. ° 

Aus (111) schlieBen wir j(Z) = 0, j(V)=0, } bei Inversionen V, also 
j(U) = 0, } (U € Q) vermége Hilfssatz 8. Zwei Matrizen A,,, A,, sind durch 
Produkte der in (51) definierten Matrizen B,, ineinander transformierbar. Es 
folgt j(A,,) =7(A,,) und auf Grund von (60) die Kongruenz j(A,,) = 0. Die 
Formeln (58) ziehen j(B,,) = 7(B,,), d.h. 7(B,,) =7 (¢ = 2,...,) mit einer 
von « unabhangigen Zahl j = 0 oder } nach sich. Hilfssatz 6 besagt, daB sich 
jede unimodulare Matrix U™ als Produkt der Matrizen A,,, B,,,..., By, 
darstellen 146t. Fir Det U = 1 ist die Anzahl der Faktoren B,,,..., B,, in 
diesem Produkt gerade; dann wird j(U) = 0. Im Falle Det U = —1 dagegen 
treten die Matrizen B,,,..., B,, in ungerader Anzahl auf; wir bekommen 
j(U) =j. Die Substitution Z* = Z[U] bleibt ungeandert, wenn wir — U statt U 
einsetzen. Es folgt j(U) = j7(—U) und daraus j = 0 bei ungeradem n. Mittels 
des Zusammenhanges (8) gehe man von den Exponentensystemen zu den 
Multiplikatorensystemen iiber. Unsere Untersuchungen ergeben das nach- 
stehende Resultat. 

Satz 7: Fiir ungerade n gibt es genau eine Klasse dquivalenter M ultiplikatoren- 
systeme; diese wird durch das Multiplikatorensystem 


I(U, 8;Z)=1 


reprisentiert. Bei geradem n haben wir zwei Aquivalenzklassen, denen die Re- 
prisentanten 

I(U, 8; Z) = 1, DetU 
entsprechen (n + 2). 

In § 1 des ersten Kapitels betonten wir, daB jedes Multiplikatorengystem 
zu einer Form gehért. Es ist daher noch die Existenz von Formen mit den in 
Satz 7 genannten Multiplikatorensystemen nachzuweisen. Eine Form, zu 
welcher eines der in Satz 7 angegebenen Multiplikatorensysteme gehért, heiBe 
reduziert. 


§ 2. Reduzierte Formen 


Aus [7] schlieBen wir 
Satz 8: Jede reduzierte Form F(Z) lapt sich in eine Fourierrethe 
F(Z) = X f(T) ents) 
T20 
entwickeln. T durchliéiuft stmtliche nicht negativen halbganzen symmetrischen 
Matrizen (n = 3). 

Wie in § 7 des zweiten Kapitels nenne man zwei symmetrische Matrizen 
aquivalent, wenn sie durch eine unimodulare Matrix ineinander transformierbar 
sind, wahle aus jeder Klasse aquivalenter nicht negativer halbganzer symme- 
trischer Matrizen einen Reprasentanten S und bezeichne mit b die Gesamtheit 
dieser Reprasentanten. t bedeute die Teilmenge derjenigen Matrizen S € b, 
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fiir die alle Elemente U der Einheitengruppe A(S) die Determinante 1 be- 
sitzen. A(S) enthalt stets die Matrizen 2, —EZ. Bei ungeradem n ist ¢ also 
leer. Es sei n gerade. Dann gilt Det (+ #2) = 1. Liegt nun eine zu S aquivalente 
Matrix im Inneren der Minkowskischen Pyramide I, so besteht die Einheits- 
gruppe A(S) nur aus den Elementen HZ, —EZ; es folgt S ¢t. Wir fahren die 
Funktionen 


H(Ss; Z) otis om e2 7 Sp(S[U)Z) (S € b) ‘ 
U mod A(S) 

K(8;Z)= 3S (Det UV) e®**Srisi0}2) (S € t) 
U mod A(S) 


ein. Summiert wird iiber ein volles System von Reprasentanten U der ver- 
schiedenen Linksklassen [7] der Gruppe {2 modulo A(S). Eine triviale 
Rechnung ergibt 

Satz 9: Die Gesamtheit der reduzierten Formen stimmt mit der Schar stimtlicher 
tn der verallgemeinerten oberen Halbebene 8 konvergenten Summen 


H(Z) = X h(S) H(S;2Z) 
s€b 


bzw. 
K(Z)= > k(S) K(S; Z) 
set 


tiberein (n = 3). 


§ 3. Automorphe Funktionen 


Es sei 8 eine k-dimensionale komplexe analytische Mannigfaltigkeit und 4 
eine Gruppe eineindeutiger holomorpher Abbildungen von § auf sich. Unter 
einer automorphen Funktion zur Gruppe A verstehen wir eine in 8 nicht 
identisch verschwindende meromorphe Funktion @(Z), welche den Bedingungen 


G(OZ) = G(Z) (@ € A) 


geniigt. Jetzt bedeute 8 ein einfach zusammenhangendes Gebiet im k-dimen- 
sionalen komplexen euklidischen Raum. Auf Grund von [10] laBt sich jede in 
meromorphe Funktion G(Z) als Quotient zweier lokal teilerfremder in § 
holomorpher Funktionen F,(Z) (v = 1, 2) schreiben. Diese Funktionen F,(Z) 
sind nicht eindeutig bestimmt. Multipliziert man sie namlich beide mit der- 
selben Einheit J(Z), so bleiben sie-lokal teilerfremd, und ihr Quotient behalt 
seinen Wert @(Z). Uns interessiert der Fall, daB G(Z) eine automorphe Funk- 
tion zur Gruppe A ist. Die Funktionen F,(Z) stellen dann Formen zur Gruppe 4 
dar, zu welchen das gleiche Multiplikatorensystem gehért. Ersetzung der 
Formen F,(Z) (vy = 1, 2) durch J(Z) F,(Z) (v = 1, 2) liefert ein aquivalentes 
Multiplikatorensystem; alle aquivalenten Multiplikatorensysteme sind auf 
diese Weise erhiltlich. J(Z) bedeutet dabei eine Einheit. Wir lassen 8 wieder 
die verallgemeinerte obere Halbebene sowie 4 die ganze Modulgruppe n-ten 
Grades sein. Es folgt 

Satz 10: Jede automorphe Funktion zur ganzen Modulgruppe n-ten Grades A 
ist Quotient zweier lokal teilerfremder reduzierter Formen (n = 3). 
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Man verstehe unter J’ die 4 umfassende Gruppe simtlicher Modulsub- 
stitutionen n-ten Grades [11] 


Z*= (AZ + B)(CZ+ DD)". 


Aus den Satzen 8 und 19 sowie [3] erhalten wir fiir n = 3 das Bailysche [2] 
Ergebnis, daB jede automorphe Funktion zu J" als Quotient zweier Modul- 
formen n-ten Grades geschrieben werden kann. 
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Konservative Abbildungen lokal-kompakter Raiume’ 
Von 


Hetnz Baver in Hamburg* 


Einleitung 


In dieser Arbeit untersuchen wir eine Klasse maBtheoretisch interessanter, 
stetiger Abbildungen lokal-kompakter Raume. Genauer handelt es sich um 
folgendes : Gegeben sei eine stetige Abbildung gy : X — Y eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Dann ordnet @ gewissen 
positiven (Radonschen) MaBen yw auf X ein positives MaB p(y) auf Y als 
Bild zu; p(y) ist definiert durch die fir alle stetigen, reellen Funktionen / auf Y 
mit kompaktem Trager giiltige Gleichung 

Stde(u) = [fo pau 

unter der Voraussetzung, daB jede der Funktionen {Og ,-integrierbar ist. 
Stets wird hierbei das MaB g(u) von der Menge ~(X) getragen. Hat nun die 
Abbildung g die spezielle Eigenschaft, daB umgekehrt zu jedem MaB v 2 0 
auf Y, welches von der Menge p(X) getragen wird, mindestens ein MaB yu = 0 
auf X existiert mit y(u) = v, gehen also gewissermaBen bei Anwendung von 
y auf die ,,zulassigen“ positiven MaBe auf X keine auf p(X) konzentrierten, 
positiven MaBe auf Y verloren, so nennen wir die Abbildung g konservativ. 
Es soll hier gezeigt werden, daB eine Reihe topologisch interessanter Abbildun- 
gen konservativ, also auch von Interesse fiir die MaBtheorie sind. Die hier 
gewonnenen Resultate gestatten Anwendungen in der Potentialtheorie und 
in der Theorie der FlachenmaBe. 

Die Arbeit gliedert sich in sechs Paragraphen. In § 1 stellen wir zunachst 
die fir unsere Bediirfnisse wichtigsten Begriffe und Resultate aus der Inte- 
grationstheorie zusammen und erganzen sie sodann durch auf unser eigentliches 
Ziel abgestimmte Zusatze. Hierunter fallen u. a. die ersten elementaren Eigen- 
schaften der konservativen Abbildungen, welche dort zunachst etwas all- 
gemeiner als soeben, nimlich ohne Voraussetzung der Stetigkeit, definiert 
werden. 

In § 2 wird als wichtiges Beweishilfsmittel ein Lokalisationsprinzip bereit- 
gestellt. Es zeigt sich namlich, daB die g-Darstellbarkeit eines MaBes » 2 0 
auf Y, d.h. die Existenz eines MaBes u = 0 auf X mit y(u) = » eine lokale 


*) Der Verfasser ist der Vereinsbank in Hamburg fiir Forschungsmittel, welche die 
Fertigstellung der vorliegenden Arbeit erméglichten, sehr dankbar. 











Eigenschaft ist. Grob gesagt ist fiir die y-Darstellbarkeit von » die ,,p-Darstell- 
barkeit im Kleinen“‘ notwendig und hinreichend. 

Eine erste Klasse topologisch interessanter Abbildungen, die samtlich 
konservativ sind, wird dann in §3 aufgezeigt. Es sind dies die eigentlichen 
und lokal-eigentlichen Abbildungen lokal-kompakter Raume, deren Bedeutung 
man z. B. aus der Theorie der holomorphen Abbildungen komplexer Raume 
kennt (vgl. K. Stem [18] und R. Remmert [17]). Entscheidendes Beweis- 
hilfsmittel ist hierbei neben dem Lokalisationsprinzip ein von I. Namtoxa [14] 
und Verf. [3] unabhangig und etwa gleichzeitig angegebener Fortsetzungssatz 
fiir positive Linearformen. Ferner wird der rein topologische Satz bewiesen, 
daB eine stetige Abbildung g:X — Y eines lokal-kompakten Raumes X in 
einen lokal-kompakten Raum Y stets zu einer eigentlichen Abbildung 
g : X + ¥Y eines lokal-kompakten Raumes X in Y und damit zu einer konser- 
vativen Abbildung fortgesetzt werden kann. Jede stetige Abbildung ist daher 
wenigstens die Restriktion eine konservativen Abbildung. 


Unter Verwendung der in §3 gewonnenen Ergebnisse wird in §4 u. a. 
gezeigt, daB jede stetige Abbildung g: X + Y eines im Unendlichen abzihl- 
baren lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y kon- 
servativ ist. 

In §5 wird bewiesen, daB eine stetige Abbildung pg: X + Y stets dann 
konservativ ist, wenn sie einen lokalen Schnitt besitzt, d. h. wenn in mindestens 
einer Umgebung V eines jeden Punktes y ¢ p(X) eine stetige Abbildung 
o:V +X definiert ist, fir welche pOo die identische Abbildung ist. Diese 
Eigenschaft besitzen die Projektionsabbildungen einer umfangreichen Klasse 
von lokal-kompakten Faserriumen. 


Der abschlieBende § 6 beschaftigt sich mit der Faktorisierung konservativer 
Abbildungen. Zunachst wird gezeigt, daB das Transitivitatsgesetz in seiner 
allgemeinen Form nicht gilt, daB also die lokal-kompakten Raume als Objekte 
und die konservativen Abbildungen als Morphismen keine Kategorie bilden. 
Wohl aber gilt ein abgeschwachtes Transitivitatsgesetz: das Produkt yO 
zweier konservativer Abbildungen gy: X + Y und wy: Y + Z ist selbst wieder 
konservativ, sofern g(X) = Y ist. Bemerkenswerterweise gilt hiervon eine 
Umkehrung: ist yO konservativ und o(X)= Y, so ist wenigstens die 
Abbildung y (nicht notwendig jedoch g) konservativ. Eine analoge Eigen- 
schaft besitzen die holomorphen Abbildungen komplexer Raume (vgl. K. 
Srer [18], Satz 2; R. Remmert [17], S. 363). Gerade diese letzte Eigenschaft 
gestattet es, eine Theorie konservativer Basen und Zerlegungen zu entwickeln, 
die analog zur Theorie analytischer Basen und Zerlegungen von K. Stern [18] 
ist. Auf den Zusammenhang dieses Teils der Arbeit mit einem Faktorisierungs- 
satz von G. T. WHyBuRN [19], p. 141, wird in [4] genauer eingegangen. 

Es sei noch bemerkt, daB die unter [2] zitierte C. R.-Note einen Vorlaufer 
dieser Arbeit darstellt. Ein Teil der hier bewiesenen Ergebnisse findet sich 
dort ohne Angabe von Beweisen und meist unter entbehrlichen, zusatzlichen 
Voraussetzungen. 
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§ 1. Darstellbare MaBe und konservative Abbildungen 


In diesem einleitenden Paragraphen sollen zunachst die wichtigsten 
Begriffe und Ergebnisse aus der Integrationstheorie Radonscher MaBe zu- 
sammengestellt werden, die im folgenden benétigt werden. Wir beniitzen hier- 
bei weitgehend die Terminologie von N. Boursaki [5], [6]; dort sind auch 
nahere Einzelheiten zu den folgenden Nummern 1—5 zu finden. Sodann 
definieren wir die fiir die weiteren Untersuchungen zentralen Begriffe ,,dar- 
stellbares MaB‘ und ,,konservative Abbildung‘. An einem Beispiel wird die 
Existenz nicht-konservativer Abbildungen nachgewiesen. 


1.1. Radonsche MaBe. — Es sei T ein lokal-kompakter') topologischer 
Raum. Dann bezeichnen wir mit # (7) die Menge aller auf 7' stetigen, reellerr 
Funktionen mit kompaktem Trager. # (7) ist hinsichtlich der itblichen 
Operationen und der natiirlichen Ordnungsrelation < ein geordneter Vektor- 
raum iiber dem Korper R der reellen Zahlen. ¥ , (7) bezeichne den konvexen 
Kegel aller Funktionen / = 0 aus 4 (7). 

Positives (Radonsches) Maf auf 7 heiBt jede positive Linearform yu auf 
X(T). Beispielsweise ist f — f(t) fir jeden Punkt ¢ ¢ 7’ eine solche Linearform, 
also ein positives MaB auf 7’. Dieses wird mit ¢, bezeichnet und das MaB der 
Einheitsmasse im Punkte t genannt. 

Die Menge aller positiven MaBe auf 7 bezeichnen wir mit .4(T7'). Beziiglich 
der tiblichen Operationen ist .@(7') ein konvexer Kegel und als solcher in 
natiirlicher Weise geordnet: u < v ist gleichbedeutend mit u(/) < v(f) fiir alle 
{f¢ #.,,(T). Ferner tragt .@(T) die sogenannte vage Topologie; sie ist nichts 
anderes als die Topologie der punktweisen Konvergenz auf ¥ (7). 


1.2. Integrierbare und mebare reelle Funktionen. — Es sei yu ein positives 
MaB auf einem lokal-kompakten Raum 7’. Dann wird jeder numerischen?) 
Funktion f > 0 auf T wie folgt das Oberintegral {*/du zugeordnet: Fiir jede 
nach unten halbstetige Funktion f = 0 ist 


(1.la) S*tdu= sup ph). 
ASLAEM, (7) 
Fiir ein beliebiges f > 0 ist 


(1.1b) [*idu= inf [*gdy, 
gE F+(1) 


wenn hierbei %, (/) die Menge aller nach unten halbstetigen, numerischen 
Funktionen g auf 7 mit g =f bezeichnet. Fir jede numerische Funktion 
f auf 7 wird 


(1.2) Ni(f) = f*lf\ du 
gesetzt. Offenbar ist N{= 0. 


1) Wir verwenden den Kompaktheitsbegriff von N. Boursaxi [7]. Lokal-kompakte 
Raume sind demnach auch stets Hausdorffsch (separiert). 

*) Unter einer numerischen bzw. reellen Funktion { auf 7’ verstehen wir eine Abbildung 
{: T + BR baw. f: T + R von T in die durch die Adjunktion von + co kompaktifizierte 
Zahlengerade R bzw. in R selbst. 
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Die Menge #*() aller reellen Funktionen / auf T mit N¢(/) << + co ist 
beziiglich der tiblichen Operationen ein Vektorraum und N¢ ist auf F1(y) 
eine Halbnorm; N‘ definiert somit in F*(u) eine lokal-konvexe Topologie: 
die Topologie der Konvergenz im Mittel (beziiglich u). Es ist # (7) c F'(u) 
und yz stetig beziiglich dieser Topologie. Daher kann yu auf genau eine Weise 
fortgesetzt werden zu einer stetigen Linearform yu, auf der abgeschlossenen 
Hille @' (4) von 4 (T) in F*(u). Eine reelle Funktion { auf T wird (y-)inte- 
grierbar genannt, wenn sie in #'() liegt; u(/) wird das pu-Integral von { 
genannt und mit /{fdu bezeichnet. Speziell ist also u(f) = uo(f) = {fdu fir 
jedes f ¢ # (T). Daher schreibt man fir Funktionen / ¢ #(7') anstelle von 
(f) meist gleich von vornherein f{fdu. Fir Funktionen f = 0 aus #'(y) ist 


(1.3) Sidp= f*fdu= No(f). 


Daher ist'/ + {fd eine positive Linearform auf dem durch die natiirliche 
Ordnungsrelation < geordneten Vektorraum #! (2). 

Fir eine Teilmenge A von T bezeichnen wir mit 7, stets deren charak- 
teristische Funktion (beziiglich 7’). Die Menge A wird (y-)integrierbar genannt, 
wenn 746 #'(u) ist; u(A) = f x4dp heiBt dann das MaB von A. Die Menge A 
wird (u-)meBbar genannt, wenn fiir jede in 7 kompakte Menge K der Durch- 
schnitt A -\ K integrierbar ist. Integrierbar sind z. B. alle kompakten und alle 
relativ-kompakten offenen Mengen; meBbar sind z. B. alle abgeschlossenen 
und alle offenen Mengen. Das System aller meBbaren Mengen ist eine Boolesche 
o-Mengenalgebra mit der Einheit 7. 

Eine Menge A c T heiBt (u-) vernachlissigbar bzw. (u-)lokal-vernachlaissigbar 
wenn A integrierbar und 4(A) = 0 bzw. wenn A meBbar und u(A K) = 0 
ist fiir jede in 7’ kompakte Menge K. 

Eine numerische Funktion f auf T heiBt (u-)meBbar, wenn jede der Mengen 
{x: f(x) = a}, a © R, meBbar ist. Eine reelle Funktion / auf 7 ist dann und 
nur dann integrierbar, wenn sie meBbar und N*(/) < + oo ist. 


1.3. Im wesentlichen integrierbare Funktionen. — Eine reelle Funktian / 
auf T heiBt im wesentlichen (u-)integrierbar, wenn sie lokal-fast-iiberall gleich 
einer integrierbaren Funktion ist, d. h. wenn eine Funktion /’ € #() existiert, 
fiir welche {(x) = f’(z) ist fiir alle x ¢ 7 mit Ausnahme der Punkte z einer 
lokal-vernachlassigbaren Menge. Integral einer solchen Funktion f wird dann 
die Zahl f{ f’du genannt, die, wie sich zeigt, unabhangig von der speziellen 
Wahl von /’ ist. Offenbar ist jede integrierbare Funktion auch im wesentlichen 
integrierbar und ihr Integral im neuen Sinne gleich dem im alten Sinne. Da 
somit keine MiBverstandnisse entstehen kénnen, wird auch fiir jede im wesent- 
lichen integrierbare Funktion / das Integral mit { fdu bezeichnet. 

Die Menge #'() aller im wesentlichen integrierbaren Funktionen ist 
hinsichtlich der tiblichen Operationen und der natiirlichen Ordnungsrelation s 
abermals ein geordneter Vektorraum ; es ist 2 (yu) C Fu) und f + { fdy eine 
positive Linearform auf FH" (yu). 

Der Raum F"(u) kann aus 4 (7) auf analoge Weise gewonnen werden 
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wie Y'!(u) aus 4 (7). Man hat hierbei nur die Halbnorm N% durch eine Halb- 
norm N‘< N¢ zu ersetzen, die wie folgt definiert ist: Fir jede numerische 
Funktion / auf 7’ ist 
(1.4) Ne (f) =sup [*|f\xxde = sup NY (f xx), 

Ker Eer 


wenn hierbei R das System aller kompakten Teilmengen von 7 bezeichnet. 
Es gilt dann wieder der Satz: Eine reelle Funktion / auf 7 ist dann und nur 
dann im wesentlichen integrierbar, wenn sie meBbar und N*(f) < + co ist. 
In Analogie zu (1.3) gilt’ fiir jede Funktion {/ > 0 aus (x): 


(1.5a) S tap = Nip). 
Fir eine beliebige Funktion f ¢ 7" (y) gilt: 
(1.5b) \ffdp| = N = fifidu. 


Ferner ist f + { fdy die einzige, beziiglich der durch N* definierten Topologie 
stetige Linearform auf F'(y), welche auf dem Unterraum 4 (7') mit dem 
MaB yp, d. h. mit der Linearform f + yu (f) ibereinstimmt. 

Fir auf 7’ stetige, reelle Funktionen f fallen ibrigens die Begriffe ,,inte- 
grierbar“ und ,,im wesentlichen integrierbar“‘ zusammen. Dies folgt aus 
N. Boursakt [6], § 2, prop. 2, wonach fiir solche Funktionen N¥(f) = N%(f) ist. 

Jede Menge Ac T mit 7, ¢ F* (yn) wird im wesentlichen (y-)integrierbar 
und u(A) = { 744 das MaB von A genannt. Es erweist sich A genau dann 
als lokal-vernachlassigbar, wenn A im wesentlichen integrierbar und 4~(A) = 0 
ist. 


1.4. Massentilgung und induziertes MafB. — Es sei wieder yu ein positives 
MaB auf einem lokal-kompakten Raum 7. Man sagt, es wird yw von einer 
Menge M c T getragen oder es ist u auf M konzentriert, wenn die Komplementar- 
menge ( M = 7’ — M beziiglich yu lokal-vernachlassigbar ist. 

Ist S eine u-meBbare Teilmenge von 7’, so ist fiir jede Funktion f ¢ # (T) 
die Funktion / 7, integrierbar und daher { + { f ysdy eine positive Linearform 
auf #4 (7), also ein positives MaB auf 7. Wir bezeichnen dieses mit y,u und 
nennen es das aus 4 durch Tilgung der Masse auBerhalb S entstehende MaB. 
Gerechtfertigt wird diese Benennung durch die Bemerkung, daB y<yu auf S 
konzentriert ist. Ein MaB » € .€(7') wird genau dann von einer Menge Mc T 
getragen, wenn M meBbar und v = zy,7 ist. 

Zur Frage der Integrierbarkeit beziiglich des MaBes 7, sei an das folgende 
Resultat erinnert. Eine reelle Funktion / auf 7 ist dann und nur dann im 
wesentlichen (ys,)-integrierbar, wenn die Funktion fy, im wesentlichen 
p-integrierbar ist. Es gilt dann 


(1.6) S td(xsu)= f txsdp . 


Das MaB y;, ist insbesondere definiert fiir jeden lokal-kompakten Unter- 
raum S von 7’, da jeder solche als Durchschnitt einer in 7 abgeschlossenen 
und einer in 7' offenen Menge dargestellt werden kann und somit meBbar ist. 
Dann aber ist zy; wohl zu unterscheiden von dem von yz in einem solchen 
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lokal-kompakten Unterraum induzierten MaB ys. Wahrend y,u ein Ma8 auf 
T ist, handelt es sich bei wg um ein positives MaB auf S, welches wie folgt 
definiert ist: Fir jede Funktion g ¢ # (8S) ist diejenige Fortsetzung g’ auf 7’ 
p-integrierbar, welche auf 7 — S gleich Null ist. Es ist { gdug= { g'du fir 
jedes g € 4 (8). Wegen g’= g’ ys induzieren uw und you dasselbe MaB yz in S. 
Zu einem beliebigen MaB » ¢€ .4 (8S) gibt es im allgemeinen kein MaB yp ¢ .4(T) 
mit » = ws. Wir werden hierauf in der nachsten Nummer, zuriickkommen. 

SchlieBlich fahren wir noch folgende Bezeichnung ein: Fiir eine Teilmenge 
A von T bezeichnen wir mit .€(7, A) die Menge aller auf A konzentrierten 
MaBe aus .4(7'). Demnach ist speziell .&(7, 7) = .4(T). 


1.5. Bilder von Mafen*). — Es sei p: X + Y eine beliebige Abbildung 
eines lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Dann 
ordnet gm gewissen MaBen yu ¢ 4 (X) ein MaB p(u) € 4(Y) als Bild zu. Und 
zwar ist das Bildmaf q(y) fir genau diejenigen MaBe yu ¢ 4 (X) definiert, fir 
welche die Funktion /O @ fiir jedes f € 4 (Y) im wesentlichen y-integrierbar 
ist. g(u) wird dann erklart durch die Gleichung 
(1.7) Stdg(u)=ffogpdy far alle fe x (Y). 

Man zeigt, daB g(u) dann und nur dann definiert ist, wenn die Abbildung 
@ p-eigentlich, d. h. wenn das Urbild 9 K) einer jeden in Y kompakten Menge K 
im wesentlichen y-integrierbar ist. 

Die Gleichung (1.7) gilt allgemeiner fiir jede im wesentlichen g()-inte- 
grierbare reelle Funktion / auf Y, sofern g(u) tiberhaupt im Sinne der obigen 
Definition existiert. Genauer ist eine reelle Funktion f auf Y dann und nur 
dann im wesentlichen g()-integrierbar, wenn {Og im wesentlichen j-inte- 
grierbar ist. 

Fir eine y-eigentliche Abbildung gy: X + Y (u ¢ .&(X)) und eine beliebige 
Abbildung yw: Y +Z von Y in einen lokal-kompakten Raum Z gilt das 
folgende T'ransitivitdtsgesetz: Es ist y dann und nur dann 9(,)-eigentlich, 
wenn die zusammengesetzte Abbildung yO p: X — Z y-eigentlich ist. Es gilt 
dann: (yO @) (u) = p(p()). 

Die gegen Ende der letzten Nummer offengelassene Frage kann jetzt 
folgendermaBen beantwortet werden: Es sei S ein lokal-kompakter Unterraum 
eines lokal-kompakten Raumes T und j: S + T die kanonische Injektion von 
S in T. Ein MaB » ¢ .4(S) wird dann und nur dann von einem MaB aus .4(7') 
‘in S induziert, wenn das BildmaB j(v) definiert, wenn also die Injektion ; 
yv-eigentlich ist. Dann wird namlich » durch j(v) in S induziert. 

SchlieBlich ist fiir uns noch von Interesse die Frage nach der algebraischen 
Struktur (in .&(X)) des Definitionsbereiches &(q) der durch eine Abbildung 
gy: X +Y vermittelten Abbildung aus .4(X) in .#(Y). Wir beweisen hierzu: 


Hilfssatz 1. Hs sei op: X—+Y eine Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y; yu und vy seien positive Mae 
auf X. Dann gilt: (a) mit p(y) und —(v) ist auch p(y + v) definiert; (b) mit 


*) Vgl. hierzn insbesondere N. Boursakt (6), §6 und § 7. 
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yu) ist p(ap) fiir jede Zahl « = O definiert; (c) ist y < wu und ist p(y) definiert, 
so ist auch.p(v) definiert. In den einzelnen Fillen gilt ferner: 


(a) @(u + ») = plu) + P(r) ; 
(1.8) (b) y(au) = a(n) ; 
(c) P(r) S plz) - 


Beweis. Zu (a): Die Behauptung ist offenbar bewiesen, wenn gezeigt 
werden kann, daB Y= Fu) #'(v) eine Teilmenge von Fu +») und 
fid(u+v)=f fdu + f fdv fir jedes f ¢ @ ist. Bekannt ist (vgl. M. Morse 
u. W. TransveE [12], theorem 6.1) die Relation 2'(u) 2'(v)C ZY (u + »), 
aus der unmittelbar folgt, daB jede zugleich u- und v-meBbare Menge oder 
reelle Funktion auch (u + v)-meBbar ist. Ferner ist bekannt (vgl. N. Bour- 
BAKI [5], p. 113, prop. 15) die Gleichung N{*’= N{+ Nj, aus der bei Be 
achtung von (1.4) leicht die entsprechende Gleichung Ni += Ni+ Ni folgt. 
Nun ist nach Nr. 1.3 jede Funktion / ¢ 2 yw- und »-mebber, also nach dem 
ersten Ergebnis (4 + »)-meBbar; ferner sind N*(/) und N;(f) endlich, woraus 
nach dem zweiten Ergebnis die Endlichkeit von Ne **(f) folgt. Abermals nach 
Nr. 1.3 ist dann aber / ein Element von Fu + v). Fir jede Funktion / ¢ 9 
ist nach (1.5b) weiter 

lf fdu + f fdv| S| fdp| + |f fdr] s Nef) + NN = Net, 
also die Linearform {> { fdu + { fdv auf @ stetig beziiglich der durch N¥*” 
definierten Topologie. Auf dem linearen Unterarm #(X) von @ ist diese 
Linearform gleich u + v. Hieraus folgt nach dem in Nr. 1.3 Gesagten die 
behauptete Gleichheit f fd(u +») = f fdu + f fdr. 

Zu (b): Fir «= 0 ist die Behauptung trivial. Fir « >0 geht man von 
der bei N. Boursaki (loc. cit.) bewiesenen Gleichheit N[*= «N{ aus und 
beweist der Reihe nach durch Zuriickgehen auf die entsprechenden Definitionen 
miihelos: Ner= aN*, F(a) = F"(u) sowie { fd(au)=a f fdu fir jedes 
{ < #\(u). Hieraus folgt dann die Behauptung. 

Zu (c): Nach N. Boursaki (loc. cit.) ist Nj < N{, woraus Ni< N* und 
weiter F'(u)c F'(r) folgt. Mit (yu) ist daher eal yr) definiert. Weiter 
ist « darstellbar in der Form u = » + 9 mit 9 € .&(X); wegen o < yu ist nach 
dem soeben Bewiesenen auch g(g) definiert. Aus der Behauptung (a) folgt 
daher y(u) = p(v) + p(g) und hieraus g(r) S ¢(g). 

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich nun sofort die Antwort auf unsere Frage: 

Korollar. Die Menge & = &() aller MaBe w¢ &(X), fiir welche das 
BildmaB —y(u) definiert ist, ist ein konvexer, erblicher Unterkegel von (X). 
D.h. & besitzt folgende Eigenschaften: 

weve > wiveé; 
(1.9) weE sauce («4 20,a€R); 
weé,vsus> ve € (v¢e.a(X)). 

1.6. Konservative Abbildungen. — Es sei wieder p: X— Y eine Abbildung 
eines lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Fir 














Konservative Abbildungen lokal-kompakter Raume 405 


die charakteristische Funktion f= y, einer Menge Ac Y folgt aus (1.7) und 
dem im Anschlu8 an diese Formel erwahnten Satz: Die Menge A ist genau 
dann lokal-vernachlassigbar beziiglich des BildmaBes g(u) eines MaBes 
w€ &(y), wenn die Menge 9 (A) lokal-vernachlassigbar beziiglich yp ist. 
Speziell fiir die Menge A = Y — p(X), deren Urbild leer ist, gilt also: Y — p(X) 
ist p(u)-lokal-vernachlassigbar, d. h. es wird p(y) fiir jedes MaB uw ¢ &(¢) von 
y(X) getragen. Somit definiert g genauver eine Abbildung von &(q) in 
A (Y, p(X)). 

Hauptanliegen der vorliegenden Untersuchung ist die Frage nach Ab- 
bildungen g, welche eine Abbildung von ¢(g) auf .4(Y, g(X)) vermitteln. 
Wir definieren daher: 


Definition 1. Ee sei p: X + Y eine Abbildung eines lokal-kompakten Raumes 
X in einen lokal-kompakten Raum Y. Ein MaB v ¢ &(Y) heiBe darstellbar 
beziiglich p (kiirzer: (p-)darstellbar), wenn mindestens ein MaB yu ¢ &(X) 
existiert, fiir welches p(y) definiert und p(y) = » ist. 

Die Abbildung p heiBe konservativ, wenn jedes auf p(X) konzentrierte, 
positive MaB auf Y p-darstellbar ist. 


Beispiel. Es sei X ein lokal-kompakter Unterraum eines lokal-kompakten 
Raumes Y und j: X— Y die kanonische Injektion von X in Y. Dann ist die 
Abbildung j konservativ, denn fiir jedes MaB v ¢ &(Y, X) = &(Y,7(X)) ist 
das von y in X induzierte MaB vy ein MaB aus .4(X) mit j(vy) = v. (Vgl. 
N. Bovursaki [6], §7, prop. 3.) 

In den folgenden Paragraphen werden wir wichtige Klassen stetiger, konser- 
vativer Abbildungen kennenlernen. Zunichst soll jedoch die Existenz stetiger, 
nicht-konservativer Abbildungen durch Angabe eines Beispiels nachgewiesen 
werden. 

1.7. Beispiel einer stetigen, nicht-konservativen Abbildung. — Es sei 
I = [0,1] die Menge aller reellen Zahlen z mit 0 < z <= 1. Der Raum X bzw. Y 
entsteht, indem man der Menge J die diskrete bzw. die iibliche (euklidische) 
Topologie aufpragt. Beide Raume sind lokal-kompakt (Y ist sogar kompakt); 
die identische Abbildung g von IJ auf sich ist eine stetige Abbildung von 
X auf Y. Wir behaupten: 


Ein Ma v ¢ &(Y) ist dann und nur dann ¢-darstellbar, wenn es die Gestalt 
v= ) ane,,*) besitzt, wobei (a,)_~1,2... eine Folge reeller Zahlen = 0 mit 
n=1 


» 4,< + co und (%_)q— 1,2... eine Folge von Punkten aus I ist. 
n=1 
Beweis. Es sei » ¢.4(Y) ein g-darstellbares MaB und yw ein MaB aus 
A(X) mit g(u) = ». Da auf einem diskreten Raum jedes MaB diskret ist 
(N. Boursaki [5], p. 51), gibt es eine reelle Funktion « > 0 auf X derart, daB 
J gdp = X a(x) g(x) ist fir jedes g ¢ 4 (X). Eine reelle Funktion A auf X ist 
zel x 


*) Die Konvergenz dieser Reihe ist im Sinnhe der vagen Topologie zu verstehen. 
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genau dann y-integrierbar, wenn die Familie («(z)h(z)),¢; in R absolut 
summierbar oder, was hiermit gleichwertig ist®), summierbar ist; das Integral 
errechnet sich dann zu f hdu = 2, ttn) (nach [5], p.146). Wegen 


y(u) = » und der Stetigkeit von = ‘die das Ubereinstimmen der Begriffe 

,integrierbar“‘ und ,,im wesentlichen integrierbar“ fiir alle Funktionen /O p 

mit f € 4 ( Y) zur Folge hat, ist also fiir jedes f ¢ 4 ( Y) die Familie (a(x) /(z))z¢; 

summierbar und { fdvy = 3’ a(x)f(z). Da die konstante Funktion f= 1 zu 
zel 


2X (Y) gehért, folgt hieraus die Summierbarkeit von («(z)),¢;. D. h. aber: 
es gibt eine Folge (z,), —1,2,... von Punkten aus J derart, daB a(x) = 0 ist fir 
alle zx + z,, x € J, und daB die Reihe »; «(x,) konvergiert. Fiir jedes / ¢ #°(Y) 
ist dann f{ fdvy = 3 ’a(x,)/(z,) und somit » = 3’ a(z,)e,,. Somit hat » die 
behauptete Gestalt. — Umgekehrt ist jedes MaB » = J’a,e,, aus (Y) mit 
a, = 0 und J'a,< + co darstellbar. Es ist nimlich u = 3) a,¢,,, wobei jetzt 
e,, als MaB auf X zu interpretieren ist, ein MaB aus .4(X) mit y(z) = ». 

Aus dem soeben Bewiesenen folgt nun sofort, daB die Abbildung g nicht 
konservativ sein kann. Ist némlich » = 3’ a,¢,, ein darstellbares MaB aus 
(Y), so ist (abermals nach [5], p. 146) »({z}) = 0 fiir alle x + z,, x € J, und 
v({z,}) = a, fiir jedes n. Ein diffuses MaB vy + 0 aus.4(Y), also beispielsweise 
das Lebesguesche Ma8 auf Y, kann somit nicht darstellbar sein. 


§ 2. Ein Lokalisationsprinzip 
Von nun an wird unser Interesse den stetigen, konservativen Abbildungen 
gelten. Es soll hier zunachst gezeigt werden, daB die Frage nach der Dar- 
stellbarkeit eines MaBes v¢€.@(Y) beziiglich einer stetigen Abbildung 
gy: X-— Y ein lokales Problem ist. Zu diesem Zweck fiihren wir folgenden 
Begriff ein: 


Definition. Es sei p: XY eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten © 


Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Wir nennen ein MaB v € .4(Y) 
(p-)lokal-darstellbar, wenn jeder Punkt y € p(X) eine offene Umgebung V 
in Y besitzt mit folgender Eigenschaft: Das durch v in V induzierte MaB vy ¢ 4(V) 
ist py-darstellbar, wenn hierbei py: U + V diejenige Abbildung bezeichnet, welche 
auf U = 9 (V) mit  tibereinstimmt. 

Bezeichnen wir mit jy: U+ X bzw. jy: V> Y die kanonische Injektion 
von U in X bzw. von V in Y, so ist also yy die einzige Abbildung von U in V, 
fiir welche das folgende Diagramm kommutativ ist :. 


vu —"——-y 


(2.1) . iv 
4 





x ; Y 
Zu der Definition ist weiter zu bemerken, daB U und V als offene Mengen 
in lokal.kompakten Raumen selbst wieder lokal-kompakte Raume sind. Ferrier 
5) Vgl. hierzu N. Boursakr [8], chap. III, § 7, théoréme 3. 
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ist die Abbildung gy} zu unterscheiden von der Restriktion gy: U-+ Y von 
gy auf U. Es ware sinnlos, von der yy-Darstellbarkeit von yy zu sprechen, da 
vy kein MaB auf Y ist. Es gilt jedoch folgender 

Hilfssatz 2. Hs sei p: XY eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y, T ein lokal-kompakter Unterraum 
von Y, S= 9 (T) und v ein positives MaB auf Y. Dann sind folgende drei 
Aussagen gleichwertig: 

(a) Das durch v in T induzierte MaB vp¢ 4 (T) ist darstellbar beziiglich 
der Abbildung py: S+T, die auf S mit — iibereinstimmt. 

(b) Das aus v durch Tilgung der Masse auBerhalb T entstehende Maf 
T= Yrv € A(Y) ist p-darstellbar. 

(c) Das Maf t ist darstellbar beziiglich der Restriktion yp; : S-> Y von » auf 8. 

Beweis. Die Aussagen (a) und (c) sind rein formal betrachtet sinnvoll, da 
S ein lokal-kompakter Unterraum von X ist. Dies folgt aus dem bekannten 
Satz, wonach ein Unterraum eines lokal-kompakten Raumes genau dann 
lokal-kompakt ist, wenn er Durchschnitt einer abgeschlossenen und einer 
offenen Menge ist. Wir bezeichnen mit j,: S+ X bzw.j,: T+ Y die kanonische 
Injektion von S in X bzw. T in Y. 

(a) > (b). Es sei o’ € (8) ein MaB mit y>p(c’) = vp. Wir zeigen zunichst, 
daB die Abbildung j, dann o’-eigentlich, also das BildmaB j,(o’) definiert ist. 
Es sei hierzu K eine in X kompakte Menge. Wegen der Stetigkeit von ¢ ist 
dann L = ¢(K) kompakt in Y; da vp durch » in T induziert wird, ist folglich 
die Spur [7 T von L in T im wesentlichen y,7-integrierbar (vgl. Nr. 1.5). 
Ebenfalls nach Nr. 1.5 ist dann wegen g’7(o’) = v7 auch die Menge (gy)! (LAT) 
= @ (L)\ S im wesentlichen o’-integrierbar. Nun ist K \ Sc g (L) 0 § und 
in S abgeschlossen, also o’-meBbar. Da 9 (L) r\ S im wesentlichen o’-inte- 
grierbar ist, folgt dann endlich nach Nr. 1.3, daB auch K -\ S im wesentlichen 
o’-integrierbar ist, und zwar fiir jede in X kompakte Menge K. Somit ist 
o = js(o’) definiert und ein Element von .4(X). Nach dem Beispiel der Nr. 1.6 
ist weiter j7(v7) = t. Aus 7(o’) = vz und jp(v7) = t folgt aber nach dem 
Transitivitategesetz fir BildmaBe (Nr. 1.6) die Gleichung (j7097) (o’) = t. 
Zufolge der Kommutativitat des Diagramms (2.1) (mit S bzw. 7 anstelle 
von U bzw. V) ist jpOg~7= ~Ojs und somit (g~Ojs) (o’) = tr. Weil wir fest- 
gestellt haben, daB o = j,(o’) definiert ist, liefert eine erneute Anwendung des 
Transitivitategesetzes fiir BildmaBe die Aussage, daB g(c) definiert und 
y(c) = t ist. Somit ist das MaB rt y-darstellbar. 

(b) > (c). Es sei o €.&(X) ein MaB mit y(c) = tr. Die Menge Y — T ist 
t-lokal-vernachlassigbar; aus (1.7) (mit u = o und f = yy-7) folgt daher, daB 
rs (Y — T) = X — S o-lokal-vernachlassigbar ist, also o von S getragen wird. 
Nach Nr. 1.6 gilt daher j,(as) = o fiir das von o in S induzierte MaB ay. Da 
auBerdem g(a) =T ist, liefert. das Transitivitatsgesetz fir BildmaBe: 
(y Ojs) (os) = t. Es ist aber py= yO jg und somit das MaB t ¢g-darstellbar. 

(c) > (a). Es sei o’¢ (8S) ein MaB mit gs(c’) = 1. Dann folgt hieraus 
7 (o’) = vy und damit (a). In der Tat: fiir jede Funktion ¢ ¢ # (7) und deren 
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Fortsetzung ¢’ auf Y, die auf Y— T gleich Null ist, gilt nach Definition des 
induzierten MaBes »7p sowie (1.6): 


[ tdyp= [tdv= [tl yrdv= ft'dr. 
Wegen 9 (o’) = t ist nach (1.7) weiter: 
[tdr=f togsdo’. 
Fir jedes ¢ ¢ #4 (7') ist daher die auf S definierte Funktion toor= 'O@s im 
wesentlichen o’-integrierbar (wegen der Stetigkeit von tOg’y tibrigens sogar 
o’-integrierbar, vgl. Nr. 1.3) und es gilt { tdy,= { tOgpdo’. Somit ist 
Y7(o’) = vp und der Hilfssatz damit bewiesen. 


Nunmehr sind wir in der Lage, das zu Beginn dieses Paragraphen an- 
gekiindigte Lokalisationsprinzip zu formulieren und zu beweisen. 


Satz 1 (Lokalisationsprinzip). Es sei p: X—> Y eine stetige Abbildung eines 
lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Ein positives 
Maf v auf Y ist dann und nur dann ¢-darstellbar, wenn v auf p(X) konzentriert 
und q-lokal-darstellbar ist. 


Beweis. Sei » €.4(Y) ein darstellbares MaB. Wie in Nr. 1.6 bemerkt 
wurde, ist dann » auf g(X) konzentriert. Das MaB ist lokal-darstellbar, denn 
offenbar leistet fiir jeden Punkt y € y(X) die offene Umgebung V = Y das 
in Definition 2 Verlangte. Zu beweisen ist daher nur die Aussage ,,dann“. 

Also sei jetzt » ein lokal-darstellbares MaB aus .@(Y, o(X)). Fiir jede in 
Y lokal-kompakte Menge Z bezeichne yz= yz» das aus y durch Tilgung der 
Masse auBerhalb Z entstehende MaB aus .&(Y). Mit G werde die Menge aller 
Paare (G, 4) bezeichnet, in welchen G eine offene Teilmenge von Y und. u 
ein MaB aus .&(X) mit y(u) = »% ist. G ist dann nicht leer, denn es ist z. B. 
(8,0) <«G. In G definieren wir wie folgt eine Relation <: Die Relation 
(G,, 4) < (Gz, 42) bestehe zwischen zwei Elementen von G genau dann, wenn 
G,c G, und yy, py ist. Offenbar ist < eine Ordnungsrelation in G. 

Wir wollen zeigen, daB G durch < sogar indaktiv geordnet ist. Hierzu sei 
§ eine totalgeordnete, nicht-leere Teilmenge von G. Es bezeichne F y das System 
aller Mengen Gc Y, zu denen ein u ¢ .&(X) mit (G, uw) €F existiert; Fe sei 
das System aller MaBe yu ¢.4(X), zu denen eine Menge G mit (G, u) €F 
existiert. Dann ist die Menge 
(2.2) H= UG 

GcSr 
offen in Y und G4 eine totalgeordnete Teilmenge von .4(X). Weiter ist 
%.a beschrankt, d. h. é 


2 I 9dul < +oo fiir jedesg ¢ #(X). 


Zu jeden g &§ H (X) a es namlich ein { ¢ #,(Y) mit \g| <fOg. Man hat 
dazu nur zu bemerken, daB das Bild g(7',) des Tragers T, von g kompakt 
ist und gomit eine Funktion f’ € 4 ,( Y) existiert mit /’(y) = 1 ‘far alle y¢€(T',). 
Dann leistet f = af’ das Verlangte fiir hinreichend groBes « >0. Ist aber 
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f € #(Y) derart gewahlt, so folgt die behauptete Beschrinktheit von G¢ 
aus der Abschatzung: 

lf odu| Sf loldus ffogpdu=f fdysffdy (ues). 
Da §.4 eine beschrankte und totalgeordnete Teilmenge von .4(X) ist, 
konvergiert die Filterbasie der Abschnitte von {_¢ gegen ein MaB n ¢ .4(X) 
im Sinne der vagen Topologie. Nach dem Monotonieprinzip existiert naimlich 

lim f gdp fir jede Funktion g € 4 ,(X) und damit fir jedes g ¢ # (X). 
“et g 
Folglich ist 
(2.3) fan = sup fgdu= lim f gd fiir jedes g ¢ #,(X). 
Hes ag “CR gy ’ 

Wir behaupten, daB das Paar (H, y) in G liegt. Um zu zeigen, daB y(n) 
definiert ist, geniigt es zu beweisen, daB die Funktion /O fiir jedes / ¢ # ,(Y) 
n-integrierbar ist. Es sei hierzu g ¢ 4 ,(X) mit 0 < g </Og; dann gilt 

Sodus ftopdu=f fdvgs f fdvy fiir jedes (@, u) <F 
und folglich nach (2.3) 

J gdn= sup fgdus f fdry. 
Cw d 


Bei Beachtung von (1.1a) und (1.2) ergibt dies: 

Ni(fog) sf tdvy (f¢ #,(¥)). 
Da fO@ als stetige Funktion meBbar und nach der vorausgehenden Un- 
gleichung N}(/ Og) endlich ist, so ist fOg n-integrierbar und 
(2.4) Stogdn sf tdvy (f € #.(Y)). 
Es ist g(y) = vq und damit (H, y) ¢ G, wenn gezeigt werden kann, daB in 
(2.4) das Gleichheitszeichen steht. Aus (2.3) folgt zunichst uw < 7 fiir jedes 
“ €Ga4 und hieraus 

Stxradv = f tdvg= f fopdus f fogdn 
fiir jedes Paar (G, u) € F. Also ist 
(2.5) ffxedvsffogdn far jedes G <Gy und /¢#,(¥). 
Nun ist (/ y¢)ecgy eine beziiglich < totalgeordnete Familie von v-integrierbaren, 
nach unten halbstetigen, nicht-negativen Funktionen mit der oberen Einhillen- 
den fyq; nach N. Boursak1 [5], p. 151, gilt daher 


Strnad» ae Stxedy = (f€ #,(¥)). 
Y 
Zusammen mit (2.5) ergibt dies 


(2.6) Sfdvgsffogdn (f¢€X#,(¥)). 
Aus (2.4) und (2.6) folgt aber, daB in (2.4) das Gleichheitszeichen steht, also 
(H, n) €G ist. Aus (2.2) und (2.3) folgt schlieBlich, daB (H, y) eine obere 
Schranke von § in G ist. Somit ist G induktiv geordnet. 

Das Zornsche Lemma sichert nunmehr die Existenz mindestens eines 
maximalen Elementes (Go, 4) in ©. Wir behaupten, daB y(X)c G, ist. An- 
genommen, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es einen Punkt y ¢g(X) ~ (¥—G,) 
und zu diesem nach Voraussetzung eine offene Umgebung V derart, daB das 
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induzierte MaB vy, darstellbar ist beziiglich der Abbildung gy: U-— V, die auf 
U = ¢ (V) mit ¢ tibereinstimmt. Nach dem Hilfssatz 2 ist dann das MaB »’y 
g-darstellbar, d. h. es existiert ein MaB yu ¢€ &(X) mit (V, u) ¢ G. Wir setzen 
T= VA(Y—G,); T ist somit ein zu G, fremder, lokal-kompakter Unter- 
raum von Y. Wegen der Stetigkeit von @ ist auch S = ? (7) lokal-kompakt 
in X. Folglich sind die aus 4 bzw. » durch Tilgung der Masse auBerhalb S 
bzw. 7 entstehenden MaBe y's bzw. vp definiert. Wir wollen zeigen, daB 
9 (u's) = vy ist: Fir jede Funktion f ¢ #(Y) ist f yp vy-integrierbar, wegen 
y(u) = vy und (1.7) also (f y7)O@ im wesentlichen y-integrierbar und 
SGxun0pdu=f txpdry. 
Da vp= X7r¥= ATAv¥ = Arvy und (fx7)/OGg = (fO"—) xz ist, folgt bei Be- 
achtung von (1.6): 
(2.7) Sfogpdus=ffdvp (fe X(Y)), 
d.h. es ist p(y's) = vp. Nun ist aber H,= Gyv V = Gs T offen in Y und 
No= Hot Hs ein MaB aus .4(X); nach dem Hilfssatz 1 ist (mo) definiert und 


P(%o) = %, + ¥r= (Xe,+ Xr)” = XH” = Yn, - 

Also ist auch (Ho, 9) ein Element von G; offenbar ist G,c H, und poS np, 
also (Go, to) < (Ho, yo). Es ist aber y € V ~\ (Y — G,) und somit G,+ H,, also 
auch (Go, 49) + (Ho, 49). Dies widerspricht der Maximaleigenschaft von 
(Go, 49). Also muB unsere Annahme falsch sein: es ist vielmehr p(X) C Gy. 

SchlieBlich ist nach Voraussetzung » auf g(X) und damit auch auf G, 
konzentriert, also v= v. Aus p(o) = ¥G, folgt daher p(uo) = », d.h. es ist 
v y-darstellbar. Das war aber zu beweisen. 


§ 3. Eigentliche und lokal-eigenitliche Abbildungen 

3.1. Konservativitat lokal-eigentlicher Abbildungen. — Von einer wichtigen 
Klasse stetiger Abbildungen soll nun gezeigt werden, daB-sie aus lauter 
konservativen Abbildungen besteht. Wir erinnern zunachst an die Definition 
dieser Abbildungen: 

Definition 3. Es sei gp: X-> Y eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Dann heiBt p eigentlich, wenn 
das Urbild @ (K) jeder in Y kompakten Menge K kompakt in X ist. Die Abbildung 
y heift lokal-eigentlich, wenn jeder Punkt y € p(X) eine kompakte Umgebung 
W in Y besitzt, deren Urbild yp (W) kompakt in X ist. 

Der Begriff der eigentlichnen Abbildung findet sich bei N. Boursakxt [7], 
der der lokal-eigentlichen Abbildung bei R. REMMeErt [17]. 

Jede eigentliche Abbildung ist offensichtlich lokal-eigentlich. Dagegen gilt : 
Eine lokal-eigentliche stetige Abbildung yp: X—~ Y ist dann und nur dann 
eigentlich, wenn p(X) in Y abgeschlossen ist. Wenn namlich g(X) in Y ab- 
geschlossen und @¢ lokal-eigentlich ist, so zeigt man mit Hilfe des Borelschen 
OUberdeckungssatzes leicht, da8 ¢ eigentlich ist. Die Umkehrung folgt aus einem 
bekannten Satz (N. Boursakr [7], p. 99, prop. 13), wonach jede eigentliche 
Abbildung abgeschlossen ist, also abgeschlossene Mengen in abgeschlossene 
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Mengen iberfihrt. Fiir eine stetige Abbildung g von X auf Y sind somit 
die Begriffe ,,eigentlich“ und ,,lokal-eigentlich“ gleichbedeutend. Eine stetige 
Abbildung eines kompakten Raumes in einen lokal-kompakten Raum ist stets 
eigentlich. 

Uber diese beiden Abbildungstypen beweisen wir zunachst folgenden 


Hilfssatz 3. Fiir jede stetige Abbildung y: X-> Y eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y gilt: 

(a) Die Abbildung ist dann und nur dann eigentlich, wenn aus f ¢ X(Y) 
stets fOp € XH (X) folgt. 

(b) Die Abbildung gp ist dann und nur dann lokal-eigentlich, wenn jeder 
Punkt y € p(X) eine offene Umgebung V in Y besitzt, fiir welche die Abbildung 
gv: UV eigentlich ist, welche auf U = q(V) mit  tibereinstimmt. 

Beweis. Zu (a): Trivial ist, daB fir eine eigentliche Abbildung die an- 
gegebene Bedingung erfiillt ist. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so ist 
y eigentlich, da zu jeder kompakten Menge Kc Y eine Funktion h ¢€ #(Y) 
existiert mit 0 < h < 1 und h(y) = 1 fir alle y ¢ K. 

Zu (b): Es sei @ lokal-eigentlich. Dann gibt es zu jedem y € y(X) eine 
kompakte Umgebung W von y mit kompakte~ Urbild 9 (W). Der offene 
Kern V von W ist dann eine offene Umgebung von y in Y, die das Verlangte 
leistet: Fir jede in V kompakte Menge X ist aus Stetigkeitsgriinden (},) (XK) 
= %(K) abgeschlossen, also wegen oy (K)C y(W) kompakt in X und damit 
auch in U. Ist umgekehrt V eine offene Umgebung von y € o(X), fiir welche 
die Abbildung gy eigentlich ist, so ist fiir jede kompakte Umgebung W von y 
mit Wc V deren Urbild ¢ (W) =(gy)(W) kompakt in U und damit in X. Zu- 
folge der lokalen Kompaktheit von X existiert aber mindestens ein solches W.**) 


5a) Zusatz bei der Korrektur. Aus Hilfssatz 3 ergibt sich die folgende Kennzeichnung 
der lokal- eigentlichen Abbildungen: Hine stetige Abbildung p: X + Y eines lokal-kom- 
pakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y ist dann und nur dann lokal-eigentlich, 
wenn sie eine Faktorisierung p = j © o* besitzt, in welcher p* : X — Y* eine eigentliche 
Abbildung von X auf einen lokal-kompakten Unterraum Y* von Y und j: Y* + Y° die 
kanonische Injektion von Y* in Y ist. 

Beweis. ,,Nur dann“: Ist p: X —+ Y lekal-eigentlich, so ist offenbar das Urbild jeder 
kompakten Teilmenge von Y* = g(X) kompakt in X. Zu zeigen ist daher nur, da8 (der 
separierte Raum) Y* lokal-kompakt ist. Nach Hilfssatz 3 existiert zu einem beliebigen 
Punkt y € Y* eine in Y offene Umgebung V, fiir welche die zugehérige Abbildung ¢’,: U 
= @(V)-—> V eigentlich ist. Da eigentliche Abbildungen abgeschlossen sind, so ist 
V’= Vr\ Y* = g,(U) abgeschlossen in V, also lokal-kompakt. Folglich besitzt y in V’ 
eine kompakte Umgebung W. Es ist aber W auch Umgebung von y in Y*. In der Tat: es 
gibt eine in Y offene Menge G mit y € G und G@7\ V’C W; die Menge @/\ V ist offen in Y 
und es gilt @\V\Y*= Gr\V’. Also besitzt jeder Punkt y¢ Y* eine kompakte Um- 
gebung in Y*, d.h. Y* ist lokal-kompakt. — ,,Dann“: Es sei gp = j © ¢* eine Faktori- 
sierung mit den genannten Eigenschaften. Da Y* = g*(X) = ~(X) lokal-kompakt ist, 
gibt es in Y eine abgeschlossene Menge F und eine offene Menge G mit Y* = F /\G. Jeder 
Punkt y € Y* besitzt in ¥ eine kompakte Umgebung V mit V CG. Fiir diese ist V\Y* 
= V/\F kompakt in Y*, also F(V) = g*-*(Vc-\Y*) kompakt in X. Somit ist ¢ lokal- 
eigentlich. — Aus dieser Kennzeichnung folgt iibrigens, daB sich im Beweis des folgenden 
Satzes 2 das Lokalisationsprinzip (Satz 1) noch vermeiden lieBe. 

Math. Ann., 138 29 
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Ein Analogon zu der Aussage (a) des Hilfssatzes 3 haben wir in 
Nr. 1.5 kennengelernt, wonach fir eine Abbildung gy: X— Y eines lokal- 
kompakten Raumes in einen ebensolchen Raum das Bild g(yu) eines MaBes 
we €@(X) genau dann definiert ist, wenn die Abbildung y-eigentlich ist. 
Hieraus oder aus Hilfssatz 3 folgt iibrigens, daB fiir eine eigentliche (stetige) 
Abbildung g das Bild g(y) fiir jedes ~ € (X) definiert ist. Im Sinne der 
Bezeichnungen von 1.5 ist also &(q) = .#(X) und es definiert @ eine Ab- 
bildung von 4 (X) in .&(Y, (X)). DaB sogar eine Abbildung auf .4(Y, »(X)) 
vorliegt, lehrt der folgende Satz, aus dem die Bedeutung der eigentlichen und 
allgemeiner der lokal-eigentlichen Abbildungen fiir unser Problem erhellt. 

Satz 2. Jede lokal-eigentliche Abbildung p: X-> Y eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y ist konservativ. 


Beweis. Es sei vy ein MaB aus .4(Y, y(X)) und y ein Punkt aus 9(X). 
Nach der Behauptung (b) des Hilfssatzes 3 gibt es eine offene Umgebung V 
von y in Y, fir welche die zugehérige Abbildung gy: UV mit U = 9(V) 
eigentlich ist. Da » auf g(X) konzentriert ist, so ist das von »v in V induzierte 
MaB vy auf Vr o(X)= yy(U) konzentriert ([6), p. 88, cor. 2). Aus dem 
Lokalisationsprinzip (Satz 1) folgt daher, daB es geniigt, den Satz fir eigent- 
liche Abbildungen zu beweisen. 

Die Abbildung g werde also von nun an als eigentlich vorausgesetzt. Nach 
wie vor sei vy ein MaB aus .&(Y, p(X)). Der Beweis der Darstellbarkeit von » 
beruht auf dem folgenden allgemeinen Satz iiber die Fortsetzbarkeit positiver 
stetiger Linearformen®): 

Es sei E ein geordneter lokal-konvexer Vektorraum (iiber R), P der konvexe 
Kegel aller Elemente g = 0 aus E, E, ein linearer Unterrawm von E und py eine 
auf E, definierte Linearform. Eine 4, auf ganz E fortsetzende, positive, stetige 
Linearform ys existiert dann und nur dann, wenn die Menge pie(Ey\(V + P)) 
reeller Zahien fiir mindestens eine Umgebung V des Nullvektors 0 ¢ E nach unten 
beschrinkt ist. (V + P bezeichnet hierbei die Menge aller Vektoren v + p mit 
v € V und pe P.) 

In der nun folgenden Anwendung dieses Satzes ist Z der geordnete Vektor- 
raum 4 (X), P = # ,(X), HZ, die Menge aller Funktionen /O @ mit / € '(Y), 
die nach Hilfssatz 3 simtlich in Z liegen, und yu, die auf EZ, definierte Linearform 
Mo(fO py) = f fdv. Es geniigt zu zeigen, daB yu, zu einer positiven Linearform 
uw auf E fortgesetzt werden kann. Dann ist namlich y ein positives MaB auf 
X mit g(u) = ». Um den Fortsetzungssatz anwenden zu kénnen, versehen 
wir noch £ mit einer lokal-konvexen Topologie 7 und zeigen, daB yu sogar 
TJ -stetig gewahit werden kann. . 

JF sei die wie folgt definierte, sog. starke Topologie’) auf Z: Fiir jede 
kompakte Menge K in X sei Ey die Menge aller Funktionen g ¢ EZ, die in 
X — K gleich Null sind. Z, ist ein linearer Unterraum von £; er werde mit 


*) Vgl. H. Baver [3]. Unabhangig vom Verf. und etwa gleichzeitig wurde der Satz 
auch von I. Namroxa [14] gefunden. Vgl. ferner G. Aumann [1]. 
7) Vgl. N. Boursakx1 [5], p. 64, exercice 1. 
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der Topologie Zz der gleichmaBigen Konvergenz auf X versehen. Die Topologie 
auf £ ist dann der induktive Limes der Topologien 7°). Da die Vereinigung 
aller Raume EF, gleich £ ist, erhalt man nach einer Bemerkung von N. Bour- 
BAKI [9], p. 62, ein Fundamentalsystem von Umgebungen des Nullvektors 
von £ beziiglich 7, indem man alle Familien (Vx) betrachtet, in welchen 
jeder kompakten Menge Kc X eine’symmetrische Umgebung Vx des Null- 
vektors von Ex, beziiglich 7x zugeordnet ist, und die konvexe Hiille der 
Vereinigungsmenge aller Vx einer jeden solchen Familie bildet. 

Die Existenz einer Fortsetzung y ergibt sich nun wie folgt. Jeder kompakten 
Menge K c X wird eine Funktion /, ¢ # (Y) zugeordnet, und zwar derart, daB 
0S /fgs 1 und fg(y) = 1 ist fiir alle y € p(X). Die Kompaktheit von o(K) 
sichert die Existenz einer solchen Funktion. Mittels {, wird weiter jeder 
kompakten Menge Kc X eine Zahl ag> 0 zugeordnet. und zwar sei ag= 1, 
wenn f fgdv = 0 ist, und ag= (f fgdv)-, wenn f{ fgdv >0 ist. SchlieBlich 
bezeichne Vg die Menge aller g ¢ Ex mit |g(z)| < a, fiir alle z ¢ X. Fiir jedes 
K ist dann Vx eine symmetrische Umgebung der Null in Zy beziiglich Zz 
und folglich die konvexe Hille V der Vereinigungsmenge aller dieser V x eine 
Umgebung der Null in Z beziiglich 7. Nach dem allgemeinen Fortsetzungssatz 
geniigt es zu zeigen, daB yu, auf der Menge E, \(V + P) nach unten beschrankt 
ist. Jede Funktion aus Z, ist von der Form /O 9 mit / € # (Y). Zu jeder Funk- 
tion {/O gy ¢ Eyr\ (V + P) gibt es endlich viele kompakte Mengen K,,..., K, 
in X, Funktionen »,, .. ., v, aus Vx,,..., Vg,, reelle Zahlen 4,2 0,...,A,20 
mit 2 A,=_1 und eine Funktion p ¢ P derart, daB 


n 
(3.1) 1op= 2 Aut P 
ist. Wegen v,¢ Vg, ist v, > — ag, und v,(z) = 0 fiir alle z ¢ X — K,, also 
(3.2) %4,2—ag,fxO” (¢=1,...,%). 
Wegen p = 0 folgt daher aus (3.1) und (3.2): 
n 
(3.3) lope 2 han, [xO ¢- 


Da das MaB » auf g(X) konzentriert und somit die Menge Y — p(X) v-lokal- 
vernachlassigbar ist, folgt weiter: 


(3.4) fe-— by Avex, fx, lokal fast-tiberall bez. » . 
é =1 
Integration beziiglich » ergibt daher 
(3.5) Mole) =fidvz— X dean, fiadve— A= —1. 


Also ist uw, auf Z,y.\(V + P) nach unten durch die Zahl —1 beschrankt. 
Damit ist Satz 2 bewiesen. 


*) Vgl. N. Boursax: [9], chap. II, § 2, Nr. 4: 
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_ Bemerkungen. 1. Nach einer Mitteilung von Herrn Cuogvuert findet sich 
der Satz 2 fiir den Spezialfall einer eigentlichen Abbildung von X auf Y, 
sowie unter einschrankenden Voraussetzungen iiber die lokal-kompakten 
Raume X und ‘Y in einer noch unverdffentlichten Arbeit von G. CHoquet und 
J. Deny iiber potentialtheoretische Fragen. 

2. Far den Beweis des Satzes 2 hatte es geniigt, den Vektorraum Z = 4 (X) 
mit der feinsten lokal-konvexen Topologie zu versehén. Die von uns ver- 
wendete starke Topologie 7 ist aber in diesem Zusammenhang natiirlicher, 
da bekanntlich die Radonschen MaBe auf-X gerade die 7 -stetigen Linear- 
formen auf £ sind. (Vgl. das Zitat in 7).) 


3.2. Fortsetzung stetiger Abbildungen zu eigentlichen Abbildungen. — Die 
Nr. 1.7 hat die Existenz stetiger, nicht-konservativer Abbildungen ergeben. 
Der folgende Satz 3 (zusammen mit Satz 2) zeigt, daB aber immerhin jede 
stetige Abbildung eines lokal-kompakten Raumes in einen ebensolchen Raum 
wenigstens die Restriktion einer stetigen konservativen, genauer sogar einer 
eigentlichen Abbildung ist. Wir behaupten namlich: 


Satz 3. Es sei py: X—+Y eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Dann existiert ein lokal-kompakter 
Raum X mit folgenden Eigenschaften : 

(Z,) Der Raum X ist ein Unterraum von X und liegt dicht in X. 

(E;) Die Abbildung p kann (auf genau eine Weise) zu einer stetigen Abbildung 
@:X+Y fortgesetzt werden. 

(E;) Die Abbildung ¢ ist eigentlich. 

(E,) Fiir je zwei Punkte x,, x,¢ X — X mit x,+ x, ist G(x,) + G(2). 

Zusatz. in lokal-kompakter Raum X ist durch die Eigenschaften (E,) — (E,) 
bis on Homéomorphien eindeutig bestimmt, die den Raum X punktweise fest- 
I ae 

Der Zusatz berechtigt uns im folgenden von dem zu einer Abbildung 
gehdrigen Raum X zu sprechen. Insbesondere ist die Identitat der Raiume X 
und X gleichbedeutend mit der Eigentlichkeit der Abbildung 9. 

Da es sich bei Satz 3 und seinem Zusatz um einen rein topologischen Sach- 
verhalt handelt, werden wir den Beweis hierfiir erst in Nr. 3.3 erbringen und 
uns zunachst den maBtheoretischen Folgerungen zuwenden. An topologischen 
Eigenschaften von X erwahnen wir nur, daB der Raum X in X offen ist. 
Es ist namlich X als lokal-kompakter Unterraum von X von der Form 
X =F AG, wobei F in X abgeschlossen und @ in X offen ist. Da X in X 
dicht liegt, mu8 F = X und somit X = G@ sein. 

Zunachst bemerken wir, daB fiir eine stetige Abbildung gy: X— Y zwar 
nicht jedes MaB v¢.@(Y, g(X)) g-darstellbar zu sein braucht, aber aus 
Satz 2 folgt: 

Jedes auf o(X) eee positive MaB auf Y ist darstellbar beziiglich der 
Abbildung ¢ g: Xx Y. 
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Weiter kénnen wir eine neue Interpretation des bereits beobachteten 
Phainomens geben, wonach nur fiir gewisse MaBe «¢.4(X) das Bild 
—(u) € &(Y) definiert ist: 


Satz 4. Fiir jede stetige Abbildung p: X— Y eines lokal-kompakten Raumes 
X in einen lokal-kompakten Raum Y und jedes MaB yu ¢ A(X) sind folgende 
Aussagen gleichwertig : 

(a) Das BildmaB (yu) ist definiert. 

(b) Das MaB yu wird durch ein Ma ji ¢ &(X) in X induziert. 

Beweis. Im Hinblick auf das in Nr. 1.5 Gesagte la8t sich die Behauptung 
auch so aussprechen: Die Abbildung ¢ ist dann und nur dann s-eigentlich, 
wenn die kanonische Injektion j: X-+ X y-eigentlich ist. Wir beweisen die 
Behauptung in dieser Formulierung. 

Sei also zunachst  y-eigentlich. Dann ist fir jede in X kompakte Menge 
R und deren kompaktes Bild L = ¢(R) die Urbildmenge @ (L) im wesent- 
lichen y-integrierbar. Nun ist aber XR abgeschlossen in X und somit 
u-meBbar; ferner ist X \ Kc y (L). Nach Nr. 1.3 ist daher mit @ (L) auch 
XnK= i(k ) im wesentlichen y-integrierbar, also die Injektion j y-eigentlich. 
— Nun sei umgekehrt j y-eigentlich. Die eigentliche Abbildung ¢ ist fiir jedes 
MaB # ¢.#(X) #-eigentlich. Nach dem Transitivitatsgesetz fir BildmaBe ist 
daher auch g = $0} p-eigentlich. 


Korollar. Hin MaB v € &(Y) ist dann und nur dann ¢-darstellbar, wenn ein 
auf X konzentriertes MaB ji ¢ A(X) existiert mit G(ji) = ». 


Beweis. Gilt g(u) =» fiir ein uw €.4(X), so folgt die Existenz eines 
solchen MaBes fi aus Satz 4 und dem Transitivitatsgesetz fir BildmaBe. Dann 
ist namlich fi = j(u) definiert fiir die kanonische Injektion j: X-+ X und ein 
MaB aus .&(X, X); wegen py = GO} ist ferner » = G(ji). — Ist umgekehrt fi 
ein MaB aus .&(X, X) mit ~(f) = » und yw das von fi in X induzierte MaB, 
so ist abermals nach Satz 4 () definiert und g(u) = » wegen g = Oj und 
j(u) = fi. 

3.3. Beweis des Satecs 3. — Zur Vorbereitung der nachfolgenden Kon- 
struktion des Raumes X be veisen wir zunachst: 


Hilfssatz 4. Fiir eine stetige Abbildung p: X—> Y eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y sei X ein lokal-kompakter Raum 
mit den Eigenschaften (E,)—(E,). Dann wird der Unterrawm X —X von X durch 
die stetige Fortsetzung ¢ : X + Y von gy homéomorph auf den Unterraum Y, von 
Y abgebildet, der aus allen Punkten y¢ Y besteht mit der Higenschajt, dag 
@ (V) fiir keine Umgebung V von y in Y¥ kompakt in X ist. 


Beweis. Wir setzen Yj= ¢(X — X) und bezeichnen mit y: X — X~> Yj 
die durch ¢ vermittelte stetige Abbildung von X — X auf Y). Der Unterraum 
X—X von & ist abgeschlossen, insbesondere also lokal-kompakt; die Ab- 
bildung ¢ ist eigentlich und daher abgeschlossen. Also ist Y} in Y abgeschlossen 








416 Herz Bauer: 


und somit selbst lokal-kompakt. Jede in Yj kompakte Menge K ist kompakt 
in Y und daher ist y(K) = (X — X)\ g—(K) kompakt in X— X. Die Ab- 
bildung y ist also ebenfalls eigentlich und folglich abgeschlossen. Da ferner 
y naeh (E,) eineindeutig ist, wird der Raum X — X durch py homéomorph 
auf Y, abgebildet. 

Nach diesem ersten Beweisschritt fehlt nur noch der Beweis der Gleichheit 
Yo= Y,. Ware fiir eine Umgebung V eines Punktes y ¢ Yj die Urbildmenge 
¢ (V) kompakt in X und damit auch in X, so gabe es wegen der Stetigkeit 
von @ eine zu 9(V) fremde Umgebung 0 von x = ¥ (y) in X mit ¢(0)c V. 
Da X in X dicht liegt, gabe es einen Punkt x’¢ X - U. Fiir diesen ware dann 
G(x’) = p(x’) € V, also 2’€ 9 (¥) im Widerspruch zu 0 7 9(V) = 9. Es ist 
also 9(V) fiir keine Umgebung V in Y eines Punktes y ¢ Yj kompakt in X, 
d.h. es ist ¥5c Y,. — Da Yj in Y abgeschlossen ist, gibt es zu jedem Punkt 
y €Y — Yo eine zu Yj fremde, kompakte Umgebung V von y in YF. 
Wegen V 1 Y, = Gist g(V)c X, also @ (V) = @(V) kompakt in X und so- 
mit y ¢ Y,. Also ist auch Y — Y4c Y — Y, und damit die Gleichheit Y= Y, 
bewiesen. 

Nun erst erbringen wir den 

Beweis des Satzes 3. Wir bezeichnen hierzu wieder mit Y, den in Hilfs- 
satz 4 definierten Unterraum von Y beziiglich der gegebenen Abbildung 
und bemerken zunachst, daB Y, in Y abgeschlossen ist. Zu jeder Umgebung 
V. von y¢ Y, in ¥ existiert namlich ein y,¢ V7 Y, derart, daB V auch Um- 
gebung von y, ist. Daher muB y € Y, sein. 

Es sei weiter y: X,— Y, eine Homéomorphie eines zu X punktfremden 
Raumes X, auf den Raum Y,. Wir setzen - 


(3.6) X,=- XX, 
und definieren die folgendé Abbildung ¢, : %,— Y: 
on : $,(2) = sa fiir jedes x ¢ X ; 
y(z), fiir jedes x ¢ X,. 
Ferner sei 8, das System aller Mengen 0c X, der folgenden Gestalt: 
(3.8) O=(UV EUV AY) (X,—K), 


wobei U bzw. K eine in X offene bzw. kompakte Menge und V eine in Y 
offene Menge ist. 

Wir iiberlassen es dem Leser nachzupriifen, daB B, mit je endlich vielen 
Mengen auch deren Durchschnitt und insbesondere auch die leere Menge 
enthalt. Wir versehen X, mit der Topologie, deren System aller offenen Mengen 
das System S, aller Vereinigungen von Mengen aus %, ist. Aus der speziellen 
Gestalt, der ‘Mengen von ©, folgt, daB X ein offener Unterraum von &, ist. 
Ferner liegt X in X, dicht. Hierzu geniigt es zu zeigen, daB aus 0 ~. X = 8 
folgt 0 = @ fiir jede Menge 0 der Gestalt (3.8). Nun ist 


On X=(Uv g(V))n(X—K), 














Konservative Abbildungen lokal-kompakter Raume 417 


wegen 0 -\ X =@also g (V)C UU o (V)C K. Hieraus folgt V \ Y,= 9, da jeder 
Punkt y €V eine kompakte Umgebung Wc V besitzt mit  (W)c o (V)CK, 
also mit kompaktem Urbild. Dann aber ist U Ug (V) U p (VA Y,) =U 9 (V) 
fremd zu K und somit tatsichlich 0 = 0. Die Abbildung ¢,: X,— Y ist eine 
stetige Fortsetzung von g auf X,, denn nach (3.7) gilt fiir jede in Y offene 
Menge V: 
GV) = GV) YN In ¥)- 

SchlieBlich ist der Raum X, separiert: Es seien hierzu x, und x, zwei ver- 
schiedene Punkte aus X,. Sie besitzen fremde Umgebungen in X,, falls sie 
beide in X liegen, da X separiert und offener Unterraum von X, ist, oder falls 
genau einer von ihnen in X liegt, da X lokal-kompakt und nach (3.8) die 
Komplemente (in X,) kompakter Teilmengen von X offen in X, sind. Liegen 
jedoch beide Punkte in Xp, so ist nach (3.7) G(z,) + Go(z_) und die Existenz 
fremder Umgebungen folgt aus der Separiertheit von Y und der Stetigkeit 
von Gp. 

Somit ist X, ein Raum mit den gewiinschten Eigenschaften, wenn gezeigt 
werden kann, daB das Urbild ¢>'(L) einer jeden in Y kompakten Menge L 
kompakt in X, ist. Wegen der lokalen Kompaktheit von Y und der Stetigkeit 
von @, ist dann namlich X, lokal-kompakt und ¢, eigentlich. Also sei L 
kompakt in Y. Dann ist 
(3.9) Go '(L) = GL) u yiLn ¥,). 

Es sei U ein Ultrafilter in ¢>'(L); zu zeigen ist dessen Konvergenz in ¢>'(L). 
Es geniigt sogar, nur die Konvergenz der Filterbasis U in X, zu beweisen, 
da ¢, '(L) wegen der Stetigkeit von ¢, abgeschlossen ist. Aus (3.9) folgt, daB 
entweder y(L r\ Yq) oder 9 (L) ein Element von U ist. Da y eine Homéo- 
morphie, ZL kompakt und Y, in Y abgeschlossen ist, so ist ¥ (Lr\ Y,) kompakt 
in X,. Also konvergiert im ersten Falle, wo diese Menge zu U gehért, der Ultra- 
filter U gegen einen Punkt von yL -\ Y,). Zu behandeln ist daher nur noch 
der zweite Fall: q (Z) € U. Hier induziert U einen Ultrafilter WU’ in L’ = 9 (L) 
mit U'CU; B= ~(U’) ist die Basis eines Ultrafilters in L. Da L kompakt 
ist, konvergiert somit @ gegen einen Punkt y ¢ Z. Wiederum sind nun zwei 
Fille zu unterscheiden. 1. Fall: Es ist y ein Punkt aus Y,, also y¢ Lr Yo. 
Konvergiert U gegen einen Punkt aus X, so ist nichts mehr zu beweisen. 


Konvergiert aber U nicht in X, so konvergiert U in X, gegen x= w(y). 
In der Tat: Es sei 


O=(UU GV) U y(V ¥,)] 9 (X,— K) 
eine Menge aus %, (d. h. U offen in X, K kompakt in X, V offen in Y) mit 
az € 0, also mit y ¢ V.Da® gegen y konvergiert, gibt es eine Menge W,¢ U’c U 
mit p(W,)c V, also mit W,c q (V). Da U nicht in X konvergiert, gibt es weiter 


zur kompakten Menge K eine Menge W,¢ U mit W,c X,— K. Fir die zu U 
gehérige Menge W = W,/ W, gilt dann offenbar: Wc 0. Nun bilden aber die 
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z enthaltenden Mengen 0 ¢ B, ein fundamentales Umgebungssystem von z. 
Daher konvergiert U gegen xz. — 2. Fall: Es ist y¢ Y,. Dann gibt es eine 
kompakte Umgebung V von y in Y mit in X und X, kompaktem Urbild 
9(P). Da D gegen y konvergiert, gibt es eine Menge W¢ U’ mit p(W)c VL, 
also mit Wc ? (V 7 L). Also enthalt U’ und damit U die zufolge der Stetigkeit 
von g und der Kompaktheit von g(V) kompakte Menge g (V7 L). Dann 
aber konvergiert U gegen einen Punkt dieser Menge, womit unsere Fall- 
unterscheidung zu Ende gefihrt ist. 

Der konstruierte Raum X, ist also ein lokal-kompakter Raum mit den 
Eigenschaften (£,) — (Z,). 

AbschlieBend fiihren wir noch den 

Beweis des Zusatzes. Wir bezeichnen wieder mit ¥ (X) bzw. 4 (Y) den 
Vektorraum aller stetigen reellen Funktionen mit kompaktem Trager auf X 
bzw. Y; ferner sei ./ die Menge aller Funktionen g = k + fO gp mit k ¢ # (X) 
und f/ ¢#(Y). Dann ist ~ beziiglich der iiblichen Operationen eine Algebra 
iiber dem Kérper R. Ist nun X ein lokal-kompakter Raum mit den Eigen- 
schaften (Z,)— (Z,), so kann jede Funktion g= k + {Og aus # auf genau 
eine Weise zu einer stetigen reellen Funktion g auf X fortgesetzt werden: 
es ist g = k + fog, wenn hierbei & diejenige Fortsetzung von k bezeichnet, 
welche auf X — X gleich Null ist. Da die Abbildung ¢ eigentlich und & ein 
Element von % (X) ist, gilt g ¢ 4° (X) fiir alle g ¢ «&. Die Menge of aller Fort- 
setzungen g von Funktionen g ¢ # ist dann ebenfalls eine Algebra. sf trennt 
die Punkte von X, d.h. zu je zwei Punkten z,+ x, aus X gibt es ein g'¢ af 
mit §(x,) + §(x,). In der Tat: liegen x, und x, in X — X, so gilt G(x,) + G(z,) 
nach (Z,); also gibt es ein f¢€ 2X (Y) mit /(¢(zx,)) + f(@(z_)); es ist aber 
fO@E of. Liegen z, und 2, nicht beide in X — X, so gilt &(x,) + k(x,) fir ein 
geeignetes k < 4 (X). Eine analoge Uberlegung zeigt, daB es zu jedem x ¢ X 
mindestens ein g¢. gibt mit g(z)+0. Nach der von H. Nakano [13] 
stammenden Variante des Approximationssatzes von SToONE-WEIERSTRASS 
(vgl. auch [16], S. 72) kann daher jede auf X stetige, im Unendlichen ver- 
schwindende, ‘reelle Funktion*) gleichmaBig auf X durch Funktionen aus Af 
approximiert werden. 

Jetzt seien X, und X, zwei lokal-kompakte Raume mit den Eigenschaften 
(E,) — (E,). €,(X,) bezeichne die Algebra aller auf X, stetigen reellen Funk- 
tionen, die im Unendlichen verschwinden (i = 1, 2). Der erste Teil unseres 
Beweises zeigt, daB eine auf X, definierte Funktion g, dann und nur dann in 
€,(X,) liegt, wenn ihre Restriktion g auf X zu einer Funktion g,¢ @,(X,) 
fortgesetzt werden kann. Fiir jedes g,¢ €,(X,) ist diese Funktion g,¢ €,(X;) 
eindeutig bestimmt. Die Abbildung g, > g, ist ein Isomorphismus V : €,(X,) > 








*) Bekanntlich hei&t eine auf einem lokal-kompakten Raum T' definierte, stetige, reelle 
Funktion / im Unendlichen verschwindend, wenn fiir jede reelle Zahl « > 0 die Menge 
aller x € T mit |f(z)| > « kompakt ist. Fir kompaktes 7’ hat offenbar jede stetige, reelle 
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€,(X,) der Algebra @,(X,) auf die Algebra ¢,(X,). Nach bekannten Siatzen 
(vgl. etwa [15], Satz 2, und [7], p. 100, théoréme 4) existiert dann eine Homéo- 
morphie y: X,-> X, von X, auf X, derart, daB fir alle g,¢ €,(X,) gilt: 
¥(9,)=H%0y. 

Fir jede Funktion k ¢ #(X) und deren stetige Fortsetzungen &, bzw. &, auf 
X, bzw. X, ist daher k,= £,0 y, also insbesondere k(x) = &,((zx)) fir jedes 
a ¢€X. Da k, in ¥,—X gleich Null ist, muB dann y(z) ¢ X und, da #(X) 
die Punkte von X trennt, schlieBlich w(x) = x fiir jedes x ¢ X sein. Also ist 
y eine den Raum X punktweise festlassende Homéomorphie von X, auf X,,. 


§ 4. Im Unendlichen abzihlbare Riume 


Wir kehren fiir einen Augenblick zuriick zu dem in Nr. 1.7 konstruierten 
Beispiel einer nicht-konservativen, stetigen Abbildung gy: X- Y. Das dort 
bewiesene Resultat, durch welches die y-darstellbaren MaBe v ¢ 4 ( Y) charak- 
terisiert wurden, kann auch folgendermaBen ausgesprochen werden: In diesem 
Beispiel ist ein MaB » € .4(Y) dann und nur dann ¢-darstellbar, wenn es von 
einer Menge M c p(X) getragen wird, deren Urbild ry (M) in der Vereinigung 
abzahlbar vieler kompakter Teilmengen von X enthalten ist. In der Tat 
werden hierdurch im Beispiel gerade die abzihlbaren Teilmengen M von Y 
gekennzeichnet. Wir werden nun zunachst zeigen, daB die Aussage ,,dann“ 
allgemein richtig ist. P, 

Satz 5. Hs sei po: X—-Y eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-khompakten Raum Y. Dann ist jedes MaB v ¢ &(Y) 
y-darstellbar, welches von einer Menge MC p(X) getragen wird, deren Urbild 
@ (M) in der Vereinigung abzihlbarer vieler kompakter Teilmengen von X ent- 
halten ist. 


Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Folge (K,),,.),2... kompakter 
Mengen in X mit 9 (Mu )c U K,,.. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann 
K,,C Ky, fir alle n= 1, 2,... angenommen werden. Jede der Bildmengen 
L,,= 9(K,) ist kompakt in Y; es gilt L,c L,,, fir allen und Mc L=U L,, 
letzteres wegen Mc p(X). Die Menge L ist als Vereinigung einer Folge 
kompakter und daher »-meBbarer Mengen selbst »-meBbar. Also wird vy auch 
von der Menge L getragen. Fiir jedes n bezeichne nun », das aus » durch 
Tilgung der Masse auBerhalb L,, entstehende MaB: »,= z,,v. Da » auf L 
konzentriert ist und wegen L, Cc L,,,C £, gilt: 


(4.1) % S415” (n = 1,2,...). 
Ferner ist 
(4.2) lim »,=¥, 


d.h. die Folge (v,) konuvergiert vage gegen v. In der Tat: fiir beliebiges- 
f € HY) ist jede der Funktionen /,= 7,, / v-integrierbar; wegen /, S /, +15 
< {z= sup f, gilt somit nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz lim /{ /,dv 
= { furdv = f {d(x »). Hieraus folgt (4.2), da», (f) = { f,dvund» = x, ist. 
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Nach dieser Vorbereitung behaupten wir die Existenz einer Folge 
(4n)a=1,2,... Von MaBen pu, € .&(X) mit folgenden drei Eigenschaften : (a) x, ist 
auf K, konzentriert; (b) p(u,) = %; (C) fn S Mn+, (n = 1, 2,...). Hierzu 
bezeichne j, : K,-—> X bzw. j;,: L,-> Y die kanonische Injektion von K,, in X 
bzw. L, in Y, y),: K, > L, diejenige Abbildung, die auf K,, mit ¢ iibereinstimmt, 
und v,, das durch » in L, induzierte MaB. Dann ist jede der Abbildungen 
Y, eigentlich und bildet K,, auf L, ab, ferner ist pOj, = j;,O0 y;, und j;, (vz) =». 
Wegen der beiden ersten Eigenschaften von qj existiert nach Satz 2 zu »,, 
ein MaB yj ¢ 4 (K,) mit pj (uj) = vz,. Da die Abbildung j, : K,> X eigentlich 
ist, so ist ~4,= j (uj) definiert und ein auf K, konzentriertes MaB aus .4(X). 
Das Transitivitatsgesetz fir BildmaBe ergibt dann bei Beachtung von gO}, 
= 7,0 yj und jj(vz,) = », die Gleichung g(u,) = »,. Ausgehend von yw, kon- 
struieren wir die weiteren Elemente der Folge (u,) durch vollstandige Induk- 
tion. Wir nehmen hierzu an, daB y,, ..., uv, fiir ein n = 1 bereits konstruiert 
sind. Nach (4.1) ist t = », ,,— », ein auf L,, ,, konzentriertes MaB aus .#(Y); 
fir das hierdurch in L,,, induzierte Ma® t,,,, gilt daher 7, ,,(t1,{+ ,) = T- 
Wiederum nach Satz 2 gibt es ein MaB o’¢ .&(K,,,) mit o,,,(0’) = Tz, ,,- 
Eine Wiederholung der soeben angestellten Uberlegungen ergibt, daB 
o = jn+1(0') ein MaB aus .4(X, K,,,,) ist mit m(o) =r. Setzen wir daher 
Mn+1= Mat o, 80 ist w,,, ein auf KX, ,, konzentriertes MaB aus .@(X) mit 
Mn Mn +1; nach Hilfssatz 1 ist ferner g (uy +1) = P(Un) + P(F) = Mn + T= Mn o- 
Damit ist die Existenz einer Folge (u,,) mit den Eigenschaften (a)—(c) gesichert. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Folge (u,,) vage konvergiert!®). Wegen der 
Eigenschaft (c) geniigt es zu beweisen, daB die Folge (f gdu,) fir jedes 
g € # ,(X) nach oben beschrankt ist. Zu g ¢ #,.(X) gibt es aber, wie im 
Beweis des Satzes 1 gezeigt wurde, eine Funktion f ¢ # ,(Y) mitO0 <g </O@. 
Aus (b) und (4.1) folgt daher 


(4.3) J 94ptas [ fOpdu,= f fdr f fdv (n= 1,2,...). 


Damit ist die Existenz des vagen Limes 4 = lim yu, bewiesen. Wir behaupten 
weiter, daB g(u) = » ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes f ¢ 4 ,(Y) 
die Funktion /O @ -integrierbar und { fO p du = f fdv ist. Zunachst ergibt 
sich genauso wie soeben die Giiltigkeit von (4.3) fiir jedes g ¢ #,(X) mit 
0<g</O. Hieraus folgt f gdu < { fd» durch Grenziibergang. Also ist 
die Funktion /O @ y-integrierbar und f fO gp du < f fdv (vgl. Nr. 1.2). Wegen 
Mya Sw und —(u,) = v, ist weiter f fdv,= { fOgpdu,< f Op du, woraus bei 
Beachtung von (4.2) folgt: f fdvy < f fOpdmu und damit f fogdu = f fdr. 
Wie behauptet ist also g(u) = v. 


Jetzt sei an folgende bekannte Begriffsbildung erinnert : 


Definition 4. Ein lokal-kompakter Raum T heiBt abzdhlbar im Unend- 
lichen, wenn eine Folge (K,),~1,2,... in T kompakter Mengen existiert mit 
T= UK,.- 


1°) Der Rest des Beweises ahnelt einem Abschnitt des Beweises von Satz 1. 
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Dann ergibt sich miihelos das folgende Korollar zu Satz 5: 
Korollar. Jede stetige Abbildung p : X + Y eines im Unendlichen abziihlbaren, 
lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y ist konservativ. 


Unter Verwendung des Lokalisationsprinzips kann dieses Korollar ver- 
scharft werden zum 


Satz 6. Hs sei op: X—+Y eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Besitzt dann jeder Punkt y € p(X) 
eine offene Umgebung V in Y, deren Urbild 9 (VY), aufgefapt als Unterraum 
von X, im Unendlichen abziihlbar ist, so ist p konservativ. 


Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Korollar zu Satz 5 und aus Satz 1. 
Man hat nur wie zu Beginn des Beweises von Satz 2 zu bemerken, daB aus 
v € M(Y, p(X)) folgt vy< &(V, p(X) 4 V) fiir jede offene Menge Vc Y. 


Bemerkungen. 1. Ist g: X+ Y eine stetige Abbildung eines im Unend- 
lichen abzahlbaren, lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten 
Raum Y, so ist offenbar das Urbild 7 (K) einer jeden in Y kompakten Menge K 
darstellbar als Vereinigung abzahlbar vieler kompakter Mengen in X. Es wire 
interessant zu wissen, ob diese Bedingung allein schon impliziert, daB die 
Abbildung konservativ ist. Dann waren nimlich Satz 2 und das Korollar zu 
Satz 5 Folgerungen aus einem allgemeineren Satz. 

2. Auf Grund der engen Beziehungen zwischen den im Unendlichen ab- 
zahlbaren, lokal-kompakten Raumen und den parakompakten, lokal-kompak- 
ten Raumen"), kénnte man vermuten, daB jede stetige Abbildung eines para- 
kompakten, lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y 
konservativ ist. DaB dies jedoch nicht der Fall ist, zeigt das Beispiel in Nr. 
1.7; der dort betrachtete Raum X ist parakompakt und lokal-kompakt. 


§ 5. Abbildungen mit lokalem Schnitt 


Zunichst seien X und Y beliebige topologische Raume und @: X— Y eine 
stetige Abbildung. Dann erweist es sich haufig als zweckmaBig, das Tripel 
(X, Y, ~) als einen verallgemeinerten Faserraum aufzufassen, dessen Fasern 
im allgemeinen zueinander nicht homéomorph sind’). 

Fasern der Abbildung g werden hierbei die nicht-leeren Urbilder ein- 
punktiger Teilmengen von Y, also alle Mengen ? (y) mit y € p(X) genannt. 
Vermége dieser Definition ist keine Faser leer, je zwei verschiedene Fasern 
sind zueinander fremd und jeder Punkt z<¢ X liegt in genau einer Faser 
F= % (9(2)), genannt die Faser durch x oder tiber g(x). Die Fasern von 
definieren also in X eine Klasseneinteilung. 

Der aus der Theorie der Faserriume gelaufige Begriff des (lokalen) Schnittes 
14Bt sich auf unsere allgemeinere Situation tibertragen : 


") Vgl. N. Boursak1 [7], p. 107, théoréme 5. 
12) Vgl. z. B. die Arbeiten von R. Remmert [17] und K. Srern [18]. 
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Definition 5. Es sei mp: X-+ Y eine stetige Abbildung eines topologischen 
Raumes X in einen topologischen Raum Y. (Globaler) Schnitt (beziiglich ) 
heiBe dann jede stetige Abbildung o: YX, fiir welche pOo die identische 
Abbildung von Y auf sich ist. — Wir werden sagen, die Abbildung op besitzt 
einen lokalen Schnitt, wenn es zu jedem Punkt y € p(X) eine Umgebung 
V von y in Y und eine stetige Abbildung oy: V-> X gibt, fiir welche pOoy die 
identische Abbildung von V auf sich ist. 


Aus der Existenz eines Schnittes o folgt, daB die Abbildung g den Raum 
X auf Y abbildet. Der Unterraum S = o(Y) ist dann zu Y homéomorph 
(vermége der Restriktion von g auf S). Ferner ist S in X abgeschlossen, falls 
der Raum X separiert ist. Es sei namlich x ¢ § ein Punkt der abgeschlossenen 
Hiille von S in X, G der Umgebungsfilter von x in X und § die Spur von 
Bin S. Da F gegen x konvergiert und die Abbildungen @ und o stetig sind, 
konvergiert »(F) gegen g(x) und F = o(p(F)) gegen o(—p(x)). Wegen der 
Separiertheit von X ist der Limes von § eindeutig bestimmt, also x = o(¢(z)), 
also xz € S und somit S = 8. 

Aus der Existenz eines lokalen Schnittes folgt die Offenheit von o(X) in Y. 
Wird also Y zusatzlich als lokal-kompakt vorausgesetzt, so ist auch o(X) 
lokal-kompakt. 

Die Bedeutung dieser Begriffsbildungen fiir unser Problem erhellt aus dem 


Satz 7. Hs sei po: X—+Y eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Besitzt dann pp einen lokalen 
Schnitt, so ist p konservativ. 


Beweis. Zu jedem Punkt y ¢ g(X) gibt es nach Voraussetzung eine 
Umgebung V von y in Y und eine stetige Abbildung cy: V+ X, fiir welche 
Ody die identische Abbildung von V auf sich ist. Die Abbildung py : U—> V, 
die auf U = ¢(V) mit  ibereinstimmt, besitzt dann einen globalen Schnitt. 
Es ist niamlich oy(V)C U und somit diejenige Abbildung oy: V+ U, die 
auf V mit oy iibereinstimmt, ein Schnitt beziiglich my. Da V ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit offen gewahlt werden kann, lehrt das Lokali- 
sationsprinzip (Satz 1), daB es geniigt, unseren Satz unter der Voraussetzung 
zu beweisen, daB ein Schnitt o: Y-— X beziiglich @ existiert. Dies werde von 
jetzt an vorausgesetzt. 


Wie bereits im AnschluB an die Definition 5 bemerkt wurde, ist dann 
S =o(Y) in X abgeschlossen; ferner ist die Restriktion von p auf S eine 
Homéomorphie von S auf Y. Fiir jede Menge K c X ist aber o(K) = p(Sr K) 
und somit kompakt in Y, falls K kompakt in X ist. Es ist daher o eine eigent- 
liche Abbildung und deswegen u = o(v) fiir jedes MaB vy €.&(Y) = &(Y, o(X)) 
definiert. Da gOo die identische Abbildung von Y auf sich ist, folgt aus dem 
Transitivitatsgesetz fir BildmaBe, daB mit u = a(v) und vy = (~Oa) (v) auch 
y(u) definiert und gleich » ist. Es ist daher jedes MaB aus .@( Y) y-darstellbar, 
also g konservativ. 
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Beispiel. Es sei X ein lokal-kompakter, allgemeiner Faserraum im Sinne 
von H. Cartan [10] (vgl. insbesondere Exposé 6), Y die dann notwendig 
lokal-kompakte Basis von X, p: X-> ¥ die Projektionsabbildung und F die 
Faser. Ist dann X lokal-trivial im Sinne von Cartan (loc. cit.), d.h. ist X 
in geeigneter Weise im Kleinen zu einem Produktraum V x F homéomorph, 
so besitzt p einen lokalen Schnitt. Nach Satz 7 ist dann p eine konservative 
Abbildung. 


§ 6. Faktorisierung konservativer Abbildungen 


6.1. Hin Transitivitétsgesetz. — Fir die folgenden Betrachtungen wird es 
sich als zweckmaBig erweisen, zunichst zu untersuchen, ob eine durch Zu- 
sammensetzen konservativer Abbildungen entstehende Abbildung wieder 
konservativ ist. 

Dies ist ohne Zusatzvoraussetzung nicht der Fall, denn es kann jede stetige 
Abbildung go: X—> Y eines lokal-kompakten Raumes X in einen lokal- 
kompakten Raum Y durch Zusammensetzen zweier konservativer stetiger 
Abbildungen gewonnen werden. In der Tat: es sei X der zur Abbildung » 
gehdrige lokal-kompakte Raum des Satzes 3, j : X > X die kanonische Injektion 
von X in X und @: X= ¥Y die stetige Fortsetzung von p auf X. Nach Nr. 1.6 
ist die Abbildung j konservativ, da X in X offen, also ein lokal-kompakter 
Unterraum von X ist. Nach Satz 3 ist die Abbildung ¢ eigentlich und als 
solche nach Satz 2 ebenfalls konservativ. Da ¢ eine Fortsetzung von 9 ist, 
gilt aber » = GO}, d.h. die beliebige stetige Abbildung gp laBt sich aus zwei 
konservativen, stetigen Abbildungen zusammensetzen. Besonders hervor- 
gehoben sei die Tatsache, daB j(X) = X in X absolut meBbar, d. h. meBbar 
in bezug auf jedes positive MaB auf X ist. 


Immerhin gilt aber folgendes schwachere T'ransitivitdtsgesetz: 





. Satz 8. Hs seien X, Y,Z lokal-kompakte Raéume sowie yo: X—>Y und 
y: YZ stetige Abbildungen, von denen die erste den Raum X auf den Raum Y 
abbildet. Sind dann p und wp konservativ, so ist auch die zusammengesetzte 
Abbildung pO konservativ. Ist umgekehrt pO konservativ, so ist wenigstens 
y konservativ. 





Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung t= yO und bemerken, daB 1(X) 
= p(Y) ist. Dies folgt aus der Voraussetzung: p(X) = Y.— Nun seien zunachst 
g und wy konservativ. Dann existiert zu jedem MaB 9 ¢.#(Z,1(X)) 
= (Z, p(Y)) ein MaB » ¢.4(Y) mit y(v) = @ und zu » wegen o(X)= Y 
ein MaB yu ¢ .&(X) mit y(u) = »v. Nach dem Transitivitatsgesetz der Nr. 1.5 
ist dann t(u) = @, also jedes 9 ¢ &(Z, t(X)) t-darstellbar; d. h. r ist konser- 
vativ. — Umgekehrt sei jetzt + konservativ. Nach einem bereits mehrfach 
wiederholten SchluB (vgl. Beweis von Satz 1) gibt es zu jedem / ¢ #(Y) ein 
| g € X,(Z) mit |f| < gO y, also mit |f0 y| < gOr. Zu jedem MaB 9 ¢ (Z,1(X)) 
= &(Z, y(Y)) gibt es nach Voraussetzung ein MaB pw ¢ .&(X) mit t(u)'= 0. 
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Da {Og auf X stetig und gOr p-integrierbar ist, folgt aus |fO g| < gOrt, daB 
auch {O  w-integrierbar ist, und zwar fiir jedes f ¢ # (Y). Also ist neben 
t(u) auch vy = p(n) definiert. Nach dem Transitivitatsgesetz von Nr. 1.5 ist 
dann p(y) definiert und y(v) = o. Also ist die Abbildung py konservativ. 

Wir bemerken noch, da8 unter den Voraussetzungen des Satzes 8 aus der 
Konservativitat der Abbildung yO nicht auf dje Konservativitat von 
geschlossen werden kann. Dies zeigt folgendes Beispiel: Es sei pg: X + Y eine 
stetige, nicht-konservative Abbildung von X auf Y (etwa die aus Nr. 1.7) 
und p die Abbildung von Y auf den nur aus einem Punkt bestehenden 
Raum Z. Die Abbildung yO @ bildet X auf Z ab und ist konservativ (etwa 
weil ein globaler Schnitt existiert). 


6.2. Konservative Basen und Zerlegungen"). — Unter einer Zerlegung (oder 
Klasseneinteilung) Z einer Menge X verstehen wir wie iiblich ein System nicht 
leerer, paarweise fremder Teilmengen von X, die X tiberdecken. Die Zer- 
legungen von X entsprechen in bekannter Weise umkehrbar eindeutig den 
Aquivalenzrelationen in X. Eine Zerlegung Z eines topologischen Raumes X 


heiBt einfach, wenn alle Elemente von Z zusammenhangende Teilmengen von 
X sind. 


Fir eine stetige Abbildung g : X — Y eines topologischen Raumes in einen 
zweiten ist das System der Fasern e (y(x)), x € X, dieser Abbildung eine Zer- 
legung von X, die wir mit Z(q) bezeichnen und welche die durch p bestimmte 
Zerlegung hei®t. Lést man die einzelnen Fasern von @ in deren Zusammenhangs- 
komponenten auf, so entsteht eine einfache Zerlegung Z'(~) von X, welche 
die durch p bestimmte einfache Zerlegung heiBt. Die Elemente von Z' (gy) werden 
die Niveaumengen von @ genannt. 

Sind X, Y, und Y, topologische Raume sowie gy, : X > Y, und g,: X > Y, 
stetige Abbildungen, so heiBt gy, von gy, abhingig, wenn die Zerlegung Z’ (¢,) 
feiner ist als Z'(g,), d. hh. wenn jedes Element von Z’(g,) in einem Element 
von Z'(,) enthalten ist. Hiermit gleichwertig ist die Aussage, daB , auf 
jeder Niveaumenge von ¢, konstant ist. Wenn sowohl g, von ¢, als auch 
Y, Von @, abhangig, also Z'(g,) = Z'(g,) ist, so nennt man die Abbildungen 
q, und @, verwandt. 

Die Frage nach allen von einer konservativen, stetigen Abbildung ab- 
hangigen, konservativen, stetigen Abbildungen fiihrt zum Begriff der konser- 
vativen Basis. 


Definition 6. Es sei g,: X + Y, eine konservative, stetige Abbildung eines 
lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y,. Ein Paar 
(Y*,@) bestehend aus einem lokal-kompakten Raum Y* und einer stetigen 
Abbildung ®: X + Y* heife eine konservative Basis von gp, wenn es die 
folgenden Eigenschaften besitzt: 

18) Vgl. hierzu K. Stern [18], wo analoge Untersuchungen fiir holomorphe Abbildungen 


eines komplexen Raumes in einen zweiten angestellt werden. Wir beniitzen weitgehend 
die dort verwendete Terminologie. 

















Konservative Abbildungen lokal-kompakter Raume 


a) die Abbildung ® ist konservativ und mit gy, verwandt, ferner ist ®(X) = 


b) zu jeder von gy abhiingigen, konservativen, stetigen Abbildung p: X + Y 
von X in einen lokal-kompakten Raum Y gibt es eine konservative, stetige Abbildung 
g*: Y*-— Y derart, daB p = y*O® ist. 


Ist (Y*, ®) eine konservative Basis von gy, : X > Yo, so ist fiir jede konser- 
vative, stetige Abbildung y*: Y*— Y die Abbildung g*O@ von 9, abhangig 
und nach Satz 8 konservativ. Also durchlauft g = g*O @ alle konservativen, 
von @ abhangigen, stetigen Abbildungen von X in lokal-kompakte Raume, 
wenn ¢* alle konservativen, stetigen Abbildungen von Y* in lokal-kompakte 
Raume durchlauft. 


Man iiberlegt sich leicht, daB eine konservative Basis ,,bis auf Homédo- 
morphien“ eindeutig bestimmt ist. Genauer heiBt dies: Sind (¥?,®,) und 
(¥Z, ®,) konservative Basen von gp, so gibt es eine Homéomorphie y* : Yt > Y$ 
von Yf auf Y$ mit D,= y*o D,. Ferner ist mit ( Yf, D,) stets auch (YF, y*o ®,) 
eine konservative Basis von gp, sofern y* : Yf- Y} eine Homéomorphie von 
Yf auf einen Raum YP ist. 


Um die Existenz konservativer Basen beweisen zu kénnen, benétigen wir 
noch folgenden Begriff: 


Definition 7. Zine Zerlegung Z eines lokal-kompakten Raumes X heife 
konservativ, wenn der Quotientenraum X/Z lokal-kompakt und die kanonische 
Abbildung ® : X + X/Z konservativ ist. 


Wir erinnern noch daran, daB gemaB der Definition des Quotientenraumes 
die Abbildung @ stetig und Z(®) = Z ist. 


Beispiele konservativer Zerlegungen liefern die clquatitchen Abbildungen. 
Es sei namlich g: X + Y eine eigentliche Abbildung eines lokal-kompakten 
Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. Dann ist die durch g bestimmte 
Zerlegung Z(y) von X konservativ. Nach N. Boursaki [7], p. 104, prop. 17, 
ist némlich der Raum X/Z(qg) lokal-kompakt und die kanonische Abbildung 
@®: X + X/Z(q) eigentlich, nach Satz 2 also die Zerlegung Z(¢) konservativ. 


Die Frage nach der Existenz konservativer Basen beleuchtet der 


Hilfssatz 5. Es sei gy: X > Y, eine konservative, stetige Abbildung eines 
lokal-kompakten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Yo, deren zu- 
gehérige einfache Zerlegung Z'(q) konservativ ist. Bezeichnet dann Y* den 
Quotientenraum X/Z'(g,) und ®: X + Y* die kanonische Abbildung, so ist 
(Y*, D) eine konservative Basis von gy. 


Beweis. Nach Voraussetzung ist Z’(g,) und damit ® konservativ; ferner 
ist ®(X)= Y* und @ mit gy, verwandt. Jede stetige, von g, abhangige 
Abbildung g : X + Y von X in einen lokal-kompakten Raum Y besitzt genau 
eine Faktorisierung g = g*O@® mit stetigem g*: Y*-— Y. Da nach Satz 8 
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mit g auch g* konservativ ist, so ist also (¥*, ®) wie behauptet eine konser- 
vative Basis. 


Nun hat K. Stem [18] (Saétze 5 und 6) folgenden Satz bewiesen: Es sei 
gy:X—+Y eine stetige Abbildung eines lokal-kompakten Raumes X in einen 
lokal-kompakten Raum Y, deren stimtliche Niveawmengen kompakt sind. Dann 
ist die durch y bestimmte einfache Zerlegung Z' (yp) eigentlich, d. h. es ist X/Z' (~) 
lokal-kompakt und die kanonische Abbildung ® : X + X/Z' (qp) eigentlich. 


Hieraus, aus Satz 2 und dem Hilfssatz 5 folgt dann sofort 


Satz 9. Sind die Niveaumengen einer konservativen, stetigen Abbildung 
Po: X > Y, eines lokal-kompakten Raumes in einen zweiten simtlich kompakt, 
80 besitzt g, eine konservative Basis. 

Bemerkung. Geniigt die Abbildung gy, : X + Y, den Voraussetzungen des 
Satzes 9 und ist (Y*,®) die zugehdrige konservative Basis, so besitzt g, 
selbst eine Faktorisierung Yo= gsO® in die stetigen, konservativen Ab- 
bildungen ®: X + Y* und gj : Y*— Y,. Der in [4] verallgemeinerte Faktori- 
sierungssatz von G. T. WHyBurRN [19], p. 141, kennzeichnet diese Faktori- 
sierung durch topologische Eigenschaften der Faktoren ® und gj. Es erweist 
sich namlich ® bzw. gj als monotone bzw. lichte Abbildung, d.h. die Fasern 
der Abbildung sind zusammenhangend bzw. total-unzusammenhangend ; 
auBerdem ist ® eigentlich und eine Abbildung auf Y*. Durch die genannten 
Eigenschaften der Faktoren sind diese und der Faktorraum Y* ,,bis auf 
Homéomorphien“ eindeutig bestimmt. 


6.3. Bemerkung zur Theorie des Lebesgueschen FlichenmaBes. — Nach einer 
miindlichen Mitteilung von Herrn W. Fiemine gestattet der Satz 2 dieser 
Arbeit die folgende Anwendung: Es sei X eine im Sinne von L. Czsari [11) 
zulassige, kompakte Teilmenge der Ebene R®, also z. B. das von einer einfach 
geschlossenen Jordan-Kurve umschlossene Gebiet einschlieBlich seiner Rand- 
kurve; ferner sei g: X + R* eine stetige Abbildung von X in den R*. Die 
zugehorige parametrische Flaiche (g, X) besitze endliches Lebesguesches 
FlachenmaB. Bezeichnet g = g*O @ die monoton-lichte Whyburnsche Fakto- 
risierung und Y*= X/Z'() den (hier kompakten, metrisierbaren) Whyburn- 
schen Faktorisierungsraum, so existiert nach A. RosEnTHAL (vgl. [11], p. 403) 
genau ein positives (Radonsches) MaB yw* auf Y* derart, daB fir jede offene 
Menge G* in Y* gilt: u*(@*) ist das Lebesguesche FlichenmaB der Teilflache 
(y’, @*(G*)) von (gy, X), wenn hierbei gy’ die Restriktion von g auf ®-(G*) 
bedeutet. In diesem Sinne wird bei L. Cesart [11] das Lebesguesche Flachen- 
maB als Radonsches MaB gedeutet. Da die Abbildung @ eigentlich ist, folgt 
aber aus Satz 2, daB auf dem Raum X selbst mindestens ein positives Radon- 
sches MaB yu existiert mit ®(u) = u*. Dann aber gilt fiir jede beziiglich Z'() 
gesittigte offene Menge G in X, also jede offene Menge Gc X mit ®(O(G)) = G: 
es ist «4(G@) das Lebesguesche FlachenmaB der durch die Restriktion gg von 
gy auf G definierten Teilflache (gy, G) von (gy, X). 
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Zur Abbildungstheorie komplexer Mannigfaltigkeiten 


Von 


HARALD HoLMANN in Miinster (Westf.) 


Einleitung 


In der Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlicher wird die 
Rolle des Kreises der klassischen Theorie weitgehend von den sogenannten 
kreissymmetrischen Gebieten [2] tibernommen, das sind solche Gebiete des 
C*, die gegeniiber gewissen kompakten Lieschen Gruppen linearer Trans- 
formationen, die den Nullpunkt festlassen, invariant bleiben. Aus diesem 
Grunde ist man in der Abbildungstheorie an der Frage interessiert, wann ein 
Gebiet des C" sich auf ein kreissymmetrisches eineindeutig und holomorph 
abbilden l4Bt. Da es jedoch Gebiete (sogar einfach zusammenhangende 
Holomorphiegebiete) im C* gibt, die vollkommen starr sind, d. h. keine holo- 
morphen Automorphismen auBer der Identitat besitzen, mu8 man die Unter- 
suchung von vorneherein auf solche Gebiete beschrinken, die eine unendliche 
kompakte Liesche Gruppe holomorpher Automorphismen zulassen. Fiir be- 
schrankte Gebiete des C? wurde das Problem 1931 von H. Cartan [3] geidst. 
Er bewies den folgenden nach ihm benannten Abbildungssatz: Jedes be- 
schrankte Gebiet des C?, das eine kompakte Liesche Automorphismengruppe 
(mit unendlich vielen Elementen) mit einem Fixpunkt zulaBt, ist zu einem 
(m, p)-Gebiet (auch Cartanscher Kérper genannt) holomogph Aquivalent. 
Unter einem (m, p)-Gebiet wird dabei ein spezielles kreissymmetrisches Gebiet 
verstanden, das gegeniiber den linearen Transformationen z,— z,e‘™®, 
Z,—> z,¢'?°, (m, p) = 1, 0 < 6 S 2a, invariant bleibt. Beim Beweis wird ganz 
entscheidend davon Gebrauch gemacht, daB die Gebiete 2-dimensional sind 
und Fixpunkte beziiglich der Automorphismengruppe besitzen. 

' In der vorliegenden Arbeit soll mit anderen Mitteln eine Verallgemeinerung 
des Cartanschen Abbildungssatzes fiir n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeiten gegeben werden, wobei wir nur voraussetzen wollen, daB die 
Mannigfaltigkeiten unendliche kompakte Liesche Gruppen holomorpher Auto- 
morphismen zulassen (die Forderung der Existenz von Fixpunkten wird eben- 
falls fortgelassen). Die Vermutung, daB man hierzu nur die (m, p)-Gebiete durch 
(s. Definition 2) (p,,..., p,)-Gebiete zu ersetzen hat, die analog zu den 
(m, p)-Gebieten definiert werden kénnen, erweist sich als falsch. Selbst unter 
der Voraussetzung, daB die Mannigfaltigkeiten holomorph-vollstandig sind 
und Fixpunkte beziiglich der Automorphismengruppe besitzen, lassen sich 
Gegenbeispiele zu einer so einfachen Verallgemeinerung des Abbildungs- 
satzes konstruieren. Um zum Ziele zu kommen, wird man also eine Ver- 
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allgemeinerung der (p,,..., ~,)-Gebiete vornehmen miissen. Es erweist sich 
als zweckmaBig, sogenannte Cartansche Mannigfaltigkeiten zu betrachten, 
das sind solche komplexe Mannigfaltigkeiten, die einen komplexen Atlas be- 
sitzen, der ihnen lokal die Struktur eines Cartanschen Kérpers aufprigt 
(s. Definition 3). Wir kénnen dann eine Verallgemeinerung des Cartanschen 
Abbildungssatzes in folgender Form aussprechen (s. Satz 2): 

Jede komplexe Mannigfaltigkeit, die eine unendliche kompakte Liesche Gruppe 
holomorpher Automorphismen besitzt, ist holomorph dquivalent zu einer 
Cartanschen Mannigfaltigkeit. 


§ 1. Cartansche Mannigfaltigkeiten 


Es sollen zunachst einige Begriffe zusammengestellt werden. Unter einer 
n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X* verstehen wir einen Haus- 
dorffschen Raum mit einem n-dimensionalen komplexen Atlas. Dabei ist ein 
n-dimensionaler komplexer Atlas von X" definiert als eine Kollektion 
{(X,, y,), t € I}, wo {X,, ¢ € I} eine offene Uberdeckung von X* ist und gy, eine 
topologische Abbildung von X, auf eine offene Menge des n-dimensionalen 
komplexen Vektorraumes C* darstellt, derart daB die Abbildung 

Pig = Gi GF* | G(X Xs) > H(A Xj) 
holomorph ist. (X,, y,) wird dabei eine n-dimensionale komplexe Karte von X, 
genannt. 

Eine g-dimensionale Liesche Gruppe ist definiert als eine topologische 
Gruppe L*, die einen g-dimensionalen reell-analytischen Atlas besitzt, derart 
daB die Abbildung (l,,1,)+1,0l;' von L*x L* auf L* reell-analytisch ist. 
In Analogie zur Definition eines komplexen Atlanten ist ein g-dimensionaler 
reell-analytischer Atlas von L* erklart als eine Koliektion von Karten 
{(L,, yw), 4 € I}, wobei {L,, i € I} eine offene Uberdeckung von L* darstellt 
und y, die offene Menge E, topologisch auf eine offene Menge des g-dimen- 
sionalen reellen Vektorraumes E* abbildet, so daB die Abbildung 


Vis? = YO WT? | PLEO Ly) > ye (Lr Ly) 
reell-anal ytisch ist. 

Die helomerphen Automorphismen einer komplexen Mannigfaltigkeit X* 
bilden eine Gruppe G, die durch die Topologie der ,,gleichmaBigen Konvergenz 
im Inneren“ zu einer topologischen Gruppe gemacht wird. Eine Untergruppe L 
von @ wird Liesche Automorphismengruppe genannt, wenn sie (mit. dieser 
Topologie versehen) einen reell-analytischen Atlas besitzt, der ‘sie zu einer 
Lieschen Gruppe macht, und wenn die Abbilding (i, z) > 1(z) von Lx X* 
auf X* reell-analytisch ist. Da L eine reell-analytische Mannigfaltigkeit ist ynd 
die n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit X" als eine 2n-dimensionale 
reell-analytische Mannigfaltigkeit interpretiert werden kann, ist es sinnvoll, 
von einer reell-analytischen Abbildung von L x X* auf X* zu sprechen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, fir komplexe Mannigfaltigkeiten, die eine 
kompakte Liesche Automorphismengruppe (mit unendlich vielen Elementen) 
30° 
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besitzen, eine Verallgemeinerung des Cartanschen Abbildungssatzes zu geben. 
Man. kann sich dabei auf die Untersuchung von k,-Mannigfaltigkeiten be- 
schranken. 

Definition 1: Unter einer k,-Mannigfaltigkeit verstehen wir eine komplexe 
Mannigfaltigkeit X" mit einer 1-dimensionalen kompakten Lieschen Auto- 
morphismengruppe L’. 

Jede kompakte Liesche Gruppe (mit unendlich vielen Elementen) enthalt 
namlich mindestens eine globale 1-dimensionale kompakte Liesche Unter- 
gruppe L’. Wir kénnen dabei annehmen, daB die Transformationen von L’ in 
kanonischer Form 


(1) P+ P*=F,(P), P, P*¢ X*,0<5 6s 22, 
gegeben sind, d. h. es gilt: 
(2) Foe 0 Fg(P) = Foe o(P), 


wobei die Summe 6* + @ modulo 22 gerechnet wird. Setzen wir 6 = —i logy, 
so lassen sich die Transformationen (1) auch in der Form: 


(3) P+ P*= H,(P):= P_jigy(P), |y| = 1, 
schreiben. Gleichung (2) geht dabei iiber in 
(4) Ay,od,(P) = Hy,(P). 


Bei einer Ausdehnung des Cartanschen Abbildungssatzes auf k,-Mannig- 
faltigkeiten mu8B man sich iiberlegen, was den Cartanschen K6rpern hier ent- 
spricht. In Verallgemeinerung der Cartanschen K6érper werden wir sogenannte 
Cartansche Mannigfaltigkeiten definieren. Zuvor miissen wir jedoch erklaren, 
was wir unter einem (p,, . . ., p,)-Gebiet verstehen. 

Definition 2: Ein Gebiet U des C* heiBt ein (p,, . . ., p,)-Gebiet, wenn es 
gegeniiber den linearen Transformationen A,(p,, . .., P,): 


(5) a> =2,9, lgi=1, v=—1,...,8, 


invariant bleibt. Dabei sind p,,...,p, ganze Zahlen, deren g.g.T. gleich 
eins ist. 

Es sei angemerkt, daB nicht gefordert wird, daB der Nullpunkt im Inneren 
des Gebietes U liegt. 

Definition 3: Unter einer Cartanschen Mannigfaltigkeit verstehen wir eine 
komplexe Mannigfaltigkeit X* mit einem: komplexen Atlas {(X;, y,), ¢ € J}, 
der die folgenden Eigenschaften besitzt : 

1) o,(X,) und y,(X,- X,) sind (pi, . . ., p\)-Gebiete im C”. 

2} Die Abbildungen 9, ,:= 9; © gz", i,j € J, sind mit den Automorphismen 
‘A,:=A,(pi,..., pi) der (pi,..., pi)-Gebiete g,(X,), i¢J, vertriglich, 
d. h. es gilt: 


(6) *AyO Mis= Wis OIA. 


Die Gleichung (6) -von Definition 3 ist aquivalent zu: g7'o ‘Ayo 9g; 
= g710/A,o g;. Somit stellen die Abbildungen P+ P* = A,(P), P,-P*€X", 
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|y| = 1, holomorphe Automorphismen von X* dar, wenn wir A,(P) fir P € X, 
jeweils durch A,(P):= gz!0‘'A,o g,(P) definieren. Die Menge aller Auto- 
morphismen A,, |y| = 1, bildet eine 1-dimensionale kompakte Liesche Auto- 
morphismengruppe A(X"), von der wir sagen, daB sie X" in kanonischer Weise 
zugeordnet ist. Die Cartanschen Mannigfaltigkeiten stellen somit eine Klasse 
von k,-Mannigfaltigkeiten dar. 

Den Hauptsatz der vorliegenden Arbeit kénnen wir jetzt folgendermaBen 
formulieren : 

Satz 1: Jede k,-Mannigfaltigkeit ist zu einer Cartanschen Mannigfaltigkeit 
holomorph dquivalent. 

Da jede komplexe Mannigfaltigkeit, die eine kompakte Liesche Auto- 
morphismengruppe (mit unendlich vielen Elementen) besitzt, eine k,-Mannig- 
faltigkeit ist, so laBt sich Satz 1 auch folgendermaBen schreiben: 

Satz 2: Jede komplexe Mannigfaltigkeit, die eine kompakte Liesche Auto- 
morphismengruppe (mit unendlich vielen Elementen) besitzt, ist holomorph 
dquivalent zu einer Cartanschen Mannigfaltigkeit. 

Beispiele: Eine Cartansche Mannigfaltigkeit, die zu einem (p,, . . ., P,)- 
Gebiet holomorph Aquivalent ist, wollen wir als trivial bezeichnen. Der 
n-dimensionale komplexe projektive Raum P" (mit den homogenen Ko- 
ordinaten [w] = [wp, . . ., w,]) stellt ein einfaches Beispiel einer nicht trivialen 
Cartanschen Mannigfaltigkeit dar. Die Transformationen der kanonisch zu- 
geordneten Automorphismengruppe A(P") kénnen wie folgt gewahlt werden: 
Ay: [Wo, .- -, Wn] > [woy”, ..:,w,y"], wobei |y| = 1 und der g. g. T.. von 
Pi— Po - - +» Pa— Po gleich eins ist. Einen Atlas {(X,, y,), v = 0, ..., n} von P*, 
der die Bedingungen 1) und 2) von Definition 3 erfillt, erhalt man folgender- 
maBen. Wir definieren X, : = {[w]: [w] ¢ P*, w, + 0}. Die Abbildung ¢,|X,-C* 
sei gegeben durch 


w, Ww, w,. We 
GY, : [(w] > "2z:= (" peven Mee) = (SE, AEP, reer =). 





Man rechnet leicht aus, daB die Abbildungen "A,:= gy, 0 Ayo g;', |y| = 1, 
holomorphe Automorphismen von g,(X,) und g,(X,- X,,) darstellen. Es gilt: 


°A,: "2 > ("2, y?*— Pe SS eel "2, yPr-'— Pr, *z, , 1 yPots— Pr, Mn a "2, y?=— Pr) , 


d.h. y,(X,) und y,(X,X,) sind (po—P,,---,Pp—1—Pr» Prsa— Pes + --» Pn — Pr) 
Gebiete. 

Setzt man ¢,,:= 9,©9;', so ergibt sich sofort folgende Gleichung: 
Pry, O"Ay= "Ay G,,, dh. Bedingung 2) von Definition 3 ist erfiillt, und P* 
mit dem angegebenen Atlas stellt somit eine Cartansche Mannigfaltigkeit dar. 

Ein zweites Beispiel einer Cartanschen Mannigfaltigkeit erhalten wir durch 
eine Modifikation des C" in der Ebene {z = (z,,. . .,Z,):%= *** = 241 = 9}. 
Wir betrachten den Graphen G, ((5], Seite 367) einer meromorphen Abbildung 
y|C"— P*, k< n, die folgendermaBen gegeben sei: y:z—[w]:= [2,...,2e4], 
falls nicht z,=+-+=2,4,;=0, y:(0,...,0,Ze49,---,2n) > {[w]: [w] € P*}. 
Dabei sind die homogenen Koordinaten von P* mit [w] = [w,,.. “, wp44]) 
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bezeichnet. G, stellt eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit dar. Die 
G, kanonisch zugeordnete Automorphismengruppe A(G,), die G, zu einer 
Cartanschen Mannigfaltigkeit macht, erhalten wir auf folgende Weise. Wir 
definieren zunichst Automorphismen A, des C*: 


A,: s—> (.y”, diodes zy"), ly| _ 1, 
und Automorphismen B, von P*: 


B,: [(w) > [wyy™, . - -, Wes y™*), |y| = 1. 
Dabei sind 7,, . . ., p, ganze Zahlen, deren g. g. T. gleich eins ist. A, x B, stellt 
dann einen holomorphen Automorphismus von C* x P* dar. A, x B, ist definiert 
durch : 
A, x B,: zx [w) > A, (z) x B,([w)) . 
Wir behaupten nun, daB der Graph G, durch A, x B, eineindeutig und holo- 
morph auf sich abgebildet wird. Zu diesem Zweck haben wir nur zu zeigen, daB 
A, x B,(z x p(z)) c G, fiir alle z € C". Man rechnet sofort aus, daB gilt: 
ypoA,= Boy. 
Daraus folgt dann: A, x B,:z x y(z) > A,(z) x B, © p(z) = A,(z) x yo Ay(z) 
=2'x p(z’)C G, qg.e.d. 

Eine weitere Klasse von Cartanschen Mannigfaltigkeiten stellen die kom- 
plexen Vektorraumbiindel tiber einer komplexen Mannigfaltigkeit dar. 

V* sei ein k-dimensionales Vektorraumbiindel tiber der komplexen Mannig- 
faltigkeit X*, d.h. V* und X* besitzen komplexe Atlanten {(V,,y,), ¢ ¢ I} 
bzw. {(X,, 9), « € J} mit folgenden Eigenschaften: 

1) y, bildet V, bzw. V, 7 V, eineindeutig und holomorph auf g,(X,) x C* 
bzw. p,(X,\ X;) x C* ab. 

2) Die Abbildung y,;:= y,; 0 yp!|p;(X, 0 X,) x C*> (AX, X;) x C* 
hat die Form: 

Was 2 1a xiz > a x 2 = —,, (iz) x C,;()z) 0%. 
Dabei ist C,, eine holomorphe Abbildung von g,(X, 7 X,) in GL(k, C). 

y(V,) = 9, (X,)xC* laBt die folgenden holomorphen Automorphismen 
Ay, |y| = 1, zu: 

Ay: ‘2x2 ‘2’ x = ‘zx yt. 
Hierdurch werden y,(V,;) und y,;(V; 7 V;) zu (p,, . . -, Pn +%)-Gebieten im C**, 
wobei gilt: 
Pi=*** = Pa= O und py y,= *** = Pase= 1. 

Da auch noch gilt A, 0 y,;= y,;0 Ay, so besitzt der Atlas {(V,, y,),¢¢J} 
von V* die Eigenschaften 1) und 2) von Definition 3. V* ist somit eine Cartan- 
sche Mannigfaltigkeit. 


§ 2. Kompakte 1-dimensionale Liesche Automorphismengruppen 
X* sei eine k,-Mannigfaltigkeit, d. h. sie besitzt eine 1-dimensionale kom- 
pakte Liesche Automorphismengruppe L’, deren Elemente in der Form (3) 
vorliegen. Bevor wir Satz 1 beweisen, sollen einige Untersuchungen iiber die 
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Gruppe I’ und ihre zyklischen Untergruppen endlicher Ordnung angestellt 
werden. Wir wollen zuerst das folgende Lemma beweisen, das Auskunft gibt 
iiber eine holomorphe Fortsetzung der Abbildung: 


(7) H:(P, y) > P* = H,(P) 
von X" x {y: |y| = 1} auf X*. 
Lemma 1: Fiir jedes Gebiet X ¢ X" gibt es ein e > 0, 80 daB Abbildung (7) 
Fe fortgesetzt werden kann zu einer holomorphen Abbildung von 
X x{y: l1—e< |y| < 1 + €} in X*. 
Beweis: Wir ordnen jedem Punkt Q ¢ X* eine offene Umgebung Xg und 
eine komplexe Karte (Xo, yg) so zu, daB o(@) = 0 ist. X bezeichne die ab- 
geschlossene Hiille von X, und schlieBlich sei noch die Abkirzung W:= 


X x {y: |y| = 1} eingefiihrt. 
(Q, y*) sei ein Punkt aus W und Q*= H,.(Q) das zugehérige H-Bild in X". 


In den Koordinaten % = (9,, . . ., %,) von gg(Xg) und @z = (%z,,..., %z,) 
Von 9g+(X qe) laBt sich Abbildung (7) dann folgendermaBen ausdriicken: 
(8) D : (Sz, y) + Wz := Hy (9) := gg o Hy © ygt(%). 


Die Komponenten h,(%, y), y= 1,...,, von $,(°z) lassen sich in (n + 1)- 
fache Potenzreihen 


(9) h,(%, y) = Ph se atig (Y — 9? Sekt... Cah 


ao 0 

entwickeln, die in einer hinreichend kleinen Umgebung U9 ,« von (%z, y) = (0, y*) 
konvergieren. Wir kénnen annehmen, daB die Umgebung die Form Ug y« := 
:= {(@, y): |%2| < e(@, y*), ly—y*| < €(Q, y*)} besitzt, wobei e(Q, y*) eine 
hinreichend kleine positive Zahl ist. Die Potenzreihenentwicklungen (9) 
definieren eine eindeutige holomorphe Abbildung $*| Ug ,.-—> C*, die folgender- 
maBen geschrieben werden soll: 9* : (°z, y) > &z = HF (9). Wir wollen an- 
nehmen, da8 e(Q, y*) so klein gewahlt jst, daB H* (Ug y+) C Yqe(Xqe). Dann 
stellt 


(10) H* : (P, y) > P* := H}(P):= 9G! 0 DF O He(P) 


eine eindeutige holomorphe Fortsetzung von Abbildung (7) in das Gebiet 
Wow :=((P, y): |po(P)| < €(@, ¥*), ly—y*| < e(Q, y*)} dar. Die’ Gebiete 
Woy (Q, y*) € W tiberdecken ganz W. Da W kompakt ist, kann man sogar 
endlich viele Gebiete Wo ,,, o=1,...,8, auswahlen, die W iiberdecken. Es 


gibt sicherlich ein in W : 4 Woove elegenes Gebiet der Form 


X x{y: 1—e< |y| < 1 + ¢}, wobei e eine geniigend kleine positive Zahl ist. 
Da sich Abbildung (7) in Ww eindeutig holomorph fortsetzen l4Bt, so auch in 
X x{y: l1—e< |y|< 1+ e}, q.e.d. 

In einer k,-Mannigfaltigkeit X* liefert die zugehérige kompakte 1-dimen- 
sionale Liesche Automorphismengruppe L' eine Einteilung der Punkte in 
verschiedene Klassen. 
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‘Definition 4: Ein Punkt P aus der komplexen k,-Mannigfaltigkeit X* 
gehért zur Klasse K,, wenn P ein Fixpunkt beziiglich der Automorphismen- 
‘gruppe DL’ ist. P gehért zur Klasse K,, r > 0, wenn r die gréBte positive ganze 
Zahl ist, so daB P = H,,(P), wobei a, := e***/* ist. 

Man iiberlegt sich sofort, daB P genau dann zur Klasse K,, r > 0, gehdrt, 
wenn die Abbildung Cp: y—> P*= H,(P), |y| = 1, 0 < arg(y) S< 22/r, eine 
einfach geschlossene einmal durchlaufene Kurve darstellt. Alle Punkte dieser 
Kurve gehéren dann ebenfalls zur Klasse K,. Die Menge aller Transformationen 


(11) eH: P+ P*:= Hae(P),o=0,1,...,r—1, 


stellt eine zyklische Untergruppe G, der Ordnung r von I dar, die die Punkte 
der Klasse K, fix la8t. Das folgende Lemma liefert eine kanonische Darstellung 
der Gruppe G,, von der wir im nachsten Paragraphen beim Beweis von Satz 1 
Gebrauch machen werden. 

Lemma 2: X* sei eine k,-Mannigfaltigkeit. Jedem Punkt Q « X" der Klasse 
K,, r > 0, lapt sich eine komplexe Karte (X, yp), Q € X, (Q) = 0, mit folgenden 
Eigenschaften zuordnen: 

1) X ist invariant gegeniiber den Transformationen (11) der Gruppe. G,. 

2) Die Automorphismen °R : x > &x:= p 0 %H 0 ~-*(zx) von p(X) (mit den 
Koordinaten x = (2,,..., %_)) haben die Form x, ¢x,= x,a2"*, y= 1,...,m 
Dabei sind die p, ganze Zahlen, 0 < p,< r, und es gilt: g.g.T.(r, po, - - -; Pa) = 1. 


3) ey apart 0, wobei k,(x, y), v= 1,...,, die Komponenten 
von R,(z):= gp Oo H, o y~*(x) darstellen. 

Beweis: (X', py’) sei irgendeine Karte einer Umgebung X’ von Q, wobei 
y’ (X’) beockrhaks und ¢’ (Q) = 0 ist. Wegen der Stetigkeit der Abbildungen (11) 


gibt es fiir jedes 0, 0 < 9 < r—1, eine Umgebung eX von Q, die durch ¢H in X’ 
r—1 


» bgebildet wird. Setzen wir X” := n, eX, so bleibt 
e= 


X:={P*: P*=cH(P), Pe X",9=0,...,r—1cX’ 


invariant gegeniiber den Transformationen der Gruppe G,. Setzen wir ¢ = |X, 
so stellt (X, 9) eine Karte von X dar, die der Bedingung 1 von Lemma 2 
geniigt. In den Koordinaten z = (z,,...,z,) von 9(X) stellen sich die Abbil- 
dungen (11) folgendermaBen dar: 

(12) Fs 2+%:= poeH o G"(z). 


Die Komponenten ¢/,(z) von %(z) lassen sich in einer Ungobang des Null- 
punktes in Potenzreihen entwickeln: 


(13) ¢,(z) = = Stet * ~~ 


Setzen wir °A = (a,,), 8 so laBt sich die Entwicklung (13) auch folgender- 
maBen schreiben : 


(14) F(z) = "A oz+-- 
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Da g'(X") beschrankt ist und wegen 9(X)C g’(X’) dasselbe far 9(X) gilt, 
so sind auf Grund des Cartanschen Eindeutigkeitssatzes ({1], (3]) die Abbil- 
dungen * durch ihre Linearteile, d. h. die Matrizen ¢A eindeutig festgelegt. 
Da bei einer Verkniipfung zweier Abbildungen der Form (14) sich die Linear- 
teile miteinander multiplizieren, so bilden die Matrizen A, 9 = 0,...,r—1, 
eine zu G, isomorphe zyklische Gruppe J’,. Es gilt: ¢A =1Ae. Wir wollen eine 
nicht-singulére Matrix R angeben, so daB Ro °A o R-'=eD Diagonalform 
erhalt. Zu diesem Zweck betrachten wir die positiv definite hermitesche Form : 


r—1 
(15) z*0 Aoz, wobei A:= S¢A* oA. 

e=0 
Der Stern bedeutet den Ubergang zur transponierten konjugiert komplexen 
Matrix. Wie man durch Einsetzen sofort sieht, ist die Form (15) gegeniiber den 
linearen Substitutionen z’= ¢A © z invariant, d. h. es gilt: 


(16) ' eCA*o AOCA=A. 


Eine positiv definite hermitesche Matrix l4Bt sich stets als Quadrat einer 
anderen positiv definiten hermiteschen Matrix schreiben ([4], Seite 14). Es gibt 
somit eine positiv definite hermitesche Matrix R,, so daB R? = A. Man zeigt 
nun, daB die Matrizen °B:= R,O °A O Rz' unitar sind, indem man unter 
Benutzung von Gleichung (16) die Giltigkeit von ¢B* o °B = E nachweist. 
Es gibt dann eine unitére Transformation R,, so daB 1D:= R,0o1Bo Rj! 
Diagonalgestalt erhalt. Setzen wir R := R, o R,, so kénnen wir auch schreiben: 
'D=Ro'A o R-', Fir die Matrizen (D:= R 0A © R- gilt dann ebenfalls 
eD = 'De. Sie besitzen also auch Diagonalgestalt. Die Diagonalelemente von 
1D seien mit A,, v=1,...,n, bezeichnet. Wegen 'D'= E gilt 2{ = 1 oder 
A,= aP*. a, := e®*4/", wobei die p, ganze Zahlen, 0 < p,< r, sind. Die MatrizeneD 
haben somit die Form: 


ape 0 
(17) eid 
0° a 

Da die ¢D, 9 = 0,...,r— 1, wieder eine zyklische Gruppe J; der Ordnung r 
bilden, so ist der g. g. T. von r, p,,..., p, gleich eins. Setzen wir w= R 0 z, 
so geht die Abbildung (12) iiber in: 
(18) °}:w>w:= RoGoR'ow=Dowr+:::. 
Durch die Abbildung 

r—1 . 
(19) yiwre=> » *D'0 *(w) = w+: 

e=0 


wird eine in R(g(X)) gelegene Umgebung V des Nullpunktes eineindeutig und 
holomorph auf eine Umgebung V des Nullpunktes im C* abgebildet. U sei ein 
in V gelegener Hyperzylinder {x = (x, ..., %q):|%|<e',¥=1,..., n}. Fir 
x € U geht die Abbildung (18) tiber in: 


(20) Ri aerte:=poWwowp'\(z)=Dorz. 
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Setzen wir X:= g-1(U), wobei y:= yo Ro @, 80 stellt (X, ~) eine Karte 

von X dar,.die wieder die Bedingung 1 von Lemma 2 erfiillt. AuBerdem haben 

die Automorphismen g 0 ¢H 0 g~! von p(X) die Form: 

(21) R:x>e’ex="Doz, 

was in Komponentenschreibweise folgendermaBen aussieht : 

(22) Z,—> ez, = z,ahr?, v= 1,...,”. 

Um die ibrigen Bedingungen von Lemma 2 nachzuweisen, erinnern wir uns. 

daB die Kurve Co: y> Q*= H,(Q), |y| = 1, (Q ist ein fester Punkt der 

Klasse K,) nur Punkte der Klasse K, enthalt, die somit alle von den Trans- 

formationen der Gruppe G, festgelassen werden. Es gilt also: 

(23) °*H o A, (Q) a) H,(Q) . 

In den Koordinaten z von’ U = g(X) laBt sich die Kurve folgendermaBen 

darstellen: Eg: y > z’= KR, (0), wobei R,(z):= y o H, o w(x) ist. Wir be- 

haupten nun zunachst, daB der Vektor eo + O ist. Wahit man y* 
| 

und y aus einer geniigend kleinen Umgebung von 1, so gilt: Ry. o R,(x) 

= Ry, (xz). Fir x = 0 erhalten wir hieraus: 


























(24) Rye 1°) R, (0) = Rye y (0) ° 
Bezeichnen wir die Komponenten von R,(x) mit k,(z, y), y= 1,...,, und 
differenzieren wir Gleichung (24) nach y an der Stelle y = 1, so ergibt sich: 
Sy Wel) | ahO9)| — _ ye $820) | 
wo, 9% |e-0 dy ly=1 dy \v- 
oder 
L FRye (0) _ 25010 
(25) dy* oo My") y= 1 > 
wobei M (y*) eine Matrix mit den a tm a , _yH=1 , 
ist. Nehmen wir nun an, daB a = 0 ist, so 4 auch aoe @_ = 0 fiir 


alle y* aus einer hinreichend kleinen a von 1. Das bedeutet aber, daB 
R,-(0) von y* unabhangig ist und Q somit ein Fixpunkt der Gruppe JL’ ist, 
wahrend wir im Widerspruch hierzu angenommen hatten, daB Q zur Klasse 
K,, r > 0, gehért. Es gilt demnach: 

‘ d&, (0) 

(26) dy poi 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB —;—— Sk-(0.9) | 


dy iy=t 
dk, (0, y) 


+ 0 fiir y < m und ag ya 7 0 fiir » > m, wobei lsm<Q nist. Damit ist Be- 


dingung 3 von Lemma 2 erfiillt. Es bleibt noch zu zeigen, da® der g. g. T. von 
T, Pa, -- +> Py gleich eins ist. Zu diesem Zweck iiberlegen wir uns, daf Gleichung 
(23) in den Koordinaten x von g(X) sich folgendermaBen ausdriicken la8t: 


(27) PRO RK, (0) = RK, (0) . 
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Differentiieren wir Gleichung (27) nach y an der Stelle y = 1, so ergibt sich: 





Do £8! _ 8840)! oer 
Y wel y \|w=1 
dk, (0, y) | dk, (0, y) | 
Pye = 
(28) Sr dy yaa dy |y=1" 
dk, (0, y) | , ~ , . a 

Da .~ + 0 ist fir » < m, so kann Gleichung (28) nur erfillt sein, 
wenn gilt: P= +++ = p, = 0. Wie wir sahen, ist der g. g.T. von r, p,, . . ., Pp 
gleich eins. Da aber p,= 0 ist, so folgt hieraus, daB auch der g.g.T. von 
1, Po, -. +» Py gleich eins ist. Damit ist Lemma 2 bewiesen. 


§ 3. Verallgemeinerung des Cartanschen Abbildungssatzes 


Wir wollen uns nun dem Beweis von Satz 1 zuwenden. Wie wir sehen 
werden, kann der Beweis sehr rasch gefiihrt werden, wenn man den folgenden 
lokalen Abbildungssatz zur Verfiigung hat. 

Satz 3: X" sei eine k,-Mannigfaltigkeit. Dann lapt sich jedem Punkt Q « X" 
eine offene Umgebung Xg und eine komplexe Karte (Xg, pg) 80 zuordnen, dap 
gilt: 

1) Xqg ist invariant gegeniiber den Transformationen H,, |\y| = 1, von L'. 

2) po(XQ) ist ein (p\®, . . ., p\®)-Gebiet im Cr. 

3) Pq ist vertrdglich mit den Automorphismen H, von Xq und den Auto 
morphismen @A,:— Ay(p\®,-.., p\) von gg(XQ), d.h. es gilt: PA, o gy 

PQ © H,. 

Zum Beweis von Satz I haben wir jetzt nur nachzuweisen, daB {(Xog, ¥): 
Q « X"} ein komplexer Atlas von X" ist, der den Bedingungen 1) und 2) von 
Definition 3 geniigt. 

Ad 1) ist zu zeigen, daB gg(Xgr Xs) wieder ein (p\®, . . ., p{%)-Gebiet 
ist. Es gilt: °A, © ge(Xgr Xs) = Yq O Ay(Xgn Xs) = YQ(Xqr Xs). 

Ad 2) haben wir die Giltigkeit der Gleichung °A, © ggs= Mas © *Ay 
nachzuweisen, wobei ggs:= Pg © ~s'. Es gilt: 


PA, © Gos= “Ay O Gq © Y3'= Gq © Hy © H3'= YQ © (Ys 0 Ay)” 
Pq © (SAy-1 © Ys)-?= Yq O HZ! O SAy= Gos 0 SA,, G.e.d. 


Beweis von Satz 3: Wir wollen den Beweis zuerst fiir einen Punkt Q der 
Klasse K,, r > 0, durchfiihren. (X, g) sei eine Karte einer Umgebung X ¢ X* 
von Q mit den Eigenschaften von Lemma 2. Dabei kann angenommen werden 
(siehe Beweis von Lemma 2), daB g(X) ein Hyperzylinder {r: |z,| < e’, 
vy=1,...,m} ist. Auf Grund von Lemma 1 1a6t sich die Abbildung H: 
(P, y) > P* = H,(P) von X x {y: |y| = 1} in X* zu einer holomorphen Ab- 
bildung H*|X x{y: l—e< |y|< 1+ e}—+X" fortsetzen, wobei e eine 
passend gewahlte positive Zahl ist. Die Abbildung H* sei wieder in der Form 
H*: (P, y) > P* = H,(P) geschrieben. 


K: (x, y) > P*:= H, © g(x) 





(29) 
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stellt dann eine holomorphe Abbildung von o(X) x{y:1—e< |y|<1+ 6} 
in X* dar. Die Beschrankung von K auf R(e’, 2) := {(z, y) : |2,| < e’, y=2,...,n, 
z= 0, 1—e< |y| < 1 + e} Sei mit 
(30) K: (z, y) > P*= K(z, y) 
bezeichnet. Wir behaupten, da8 die Abbildung (30) in einer hinreichend kleinen 
Umgebung von z = 0, y = | eineindeutig ist. Zu diesem Zweck haben wir nur 
nachzuweisen, daB die Determinante 
aR, (z) 8, (z) a8, (z) 

D:= Det (), 3) |... Ge) 
ungleich Null ist. Dabei ist a0 = pg O K(z, y) wie in Lemma 2 definiert. 
Da «> 2’ = R, (x) fir y = 1 die identische Abbildung darstellt, so gilt: 


98, (2) Aa ie we _ Ok, (x,y) 
“ es a (6,4), vy=1,...,n. Somit ist D= —> rn, Auf 


Grund von Lemma 2 ist dann D + 0. Fiir geniigend kleine positive Werte von 
e’,e und 6 stellt (30) somit eine eineindeutige holomorphe Abbildung von 
Rie’, e, 6) := {(x, y): (x, y) € R(e’, e), |arg(y)| < 6} in X* dar. Fir r>1 
stellt (30) sicher keine eineindeutige Abbildung von R(e’, e) in X* dar, denn es 
gilt: K(@D o 2, yar?) = Hye 0 gp '(D 0 z) = H, 0 ~-*H 0 p-'(DoO z) 
= (H, 0 g') 0 (gp © ~*H 0 g-3) Do 2) = H,o g-! 0 ~R(D o 2) 
= H, o g(x) = K(z, y). Da mit (x, y) € R(e’, e) auch (°D o 2, yar?) €R(e’,e), 
so folgt: ‘ 

(31) KD o 2, yar?) = K(z, y). 

Die Punkte (°D o 2, yaze) € R(e’, e), 0 = 0,1,...,r—1, werden also durch 
(30) auf denselben Punkt in X* abgebildet. Wir behaupten nun, daB bei der 
Abbildung (30) nur die Punkte (¢D 0 z, ya;>*), @=1,...,r—1, denselben 
Bildpunkt wie fz, y) besitzen. Wir zeigen zunachst, daB die Behauptung fiir 


Ree’, €, 6):= U, {(z, y): (x, y) € R(e’, e), jarg(y) — @ 22/r| < 4} richtig ist. 








z=-0,y=1 





Wir wollen eels daB K (2, y) = K(z’, y’) ist, wobei (x, y) und (z’, y’) € 
€ Ree’, e, 6). Dann gibt es ganze Zahlen 0 und 0’, so daB (°D o z, yar?) und 
(e’D o 2’, y'aze’) in R(e’,e, 6) liegen. Auf Grund von Relation (31) gilt: 

KeD O &, ya;ze) = KeD 0 2’, y'a;-@’). Da durch (30) das Gebiet R(e’, €, 6) 
eineindeutig in X* abgebildet wird, so ist Do z, yas?) = ("Do 2’, y'a;e’), 
oder anders ausgedriickt: (z’, y') = (¢°D o 2, yaz@"), wobei o*= 0 — 0’ ist, 
q.e.d. Wir wollen jetzt einmal annehmen, da8 die obige Behauptung fiir 
(x, y) € R(e’, e), wie klein e’ und ¢ auch gewahlt sein mégen, falsch ist. Dann 
gibt es Folgen {e,} und {e)}, x=1,2,.%., wobei e=e,>0, e’ Se, >0, 
lime, = lime, = 0, und es gibt Punkte (*z, *y), (*x*, *y*) € R(eZ, ¢,), so daB gilt: 


K «x, *y) = K (*x*, *y*), (*2*, *y*) + (@D o “x, *yaz?) fiir 9 = 0,1,...,r—1- 
Zunachst einmal macht man sich klar, daB (*z,*y) stets so gewahlt werden 
kann, daB arg(*y) = 0 ist. Denn ist arg(*y) = «, so setzen wir *# := *ye~** und 
“g* : = *y*e~-**, (x, *9) und (*z*, *9*) liegen wieder in R(ej, ¢,), und es gilt : 
(32) K (*2z, “§) oat K (*x*, *9*) ’ 
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wahrend (*2*,*9*) + (¢(D o*z,"§a;*) fir 9 =0,1,...,r—1. Da (*x,*§) € 
€ R(e’, e, 6), so miissen wir annehmen, daB (*z*,*9*) nicht zu R(e’, e, d) 
gehért, d. h. es gilt: |arg(*9*) — 9 2a/r| > 6 > O fir 0 = 0,1,...,r—1. 3 ist 
dabei eine von x unabhangige positive reelle Zahl. Es gilt: = = lim*z* = 0, 


“—> CO 


lim“g = 1 und (evtl. nach Auswahl einer Teilfolge erst) lim*9* = e*, wo B eine 


“—> CO 


reelle Zahl ist, die den Bedingungen 0 < # < 2a und |B — 9 2a/r| > 5 > 0, 
o=0,...,r—1, geniigt. Aus (32) folgt nun durch Limesbildung: Ko, 1) 
a= K(0, e**), oder anders ausgedriickt: Q = Hye(Q). Da Q aus der Klasse 
K,,r > 0, ist, so kann e* nur eine der Zahlen af, 9 = 0,...,7— 1, sein, was 
im Widerspruch zu |8 — 9 2a/r|>6>0,0=0,..., r—1, steht. Somit gibt 
es also positive reelle Zahlen e’ und e, so daB Abbildung (30) die Eigenschaft 
besitzt, daB nur die Punkte (°D o 2, ya;*), 9 = 1,...,r—1, denselben Bild- 
punkt wie (z, y) haben. Im Falle r = 1 ist die Abbildung (30) von R(e’, e) in X* 
somit schon eineindeutig. 

Durch die Zuordnung : 


(33) 1: (yr. - +s Sas Y) > (My. - -, S—) = (Y, Ze - - +> Bq) 
wird Rie’, e) eineindeutig und eRia fe auf ein Hartogssches Gebiet 
U := {z: 1—e< |z,|< 1+ «, |z,|<e’,»=2,...,} abgebildet. 


(34) Rsetmheaees 


stellt somit eine holomorphe Abbildung von 0 in X* dar, die der Bedingung 
geniigt, daB genau die Punkte'ez : = (z,a;%, z,a7"*,...,2,07"°),9=1,...,r—1, 
denselben Bildpunkt wie z = \z,,...,z,) haben. Wir wollen annehmen, daB 
e < 1 ist, dann liegen die Punkte ¢z, 9 = 0,...,r—1, alle isoliert, und die 
Abbildung (34) ist damit lokal eineindeutig. 

Eine zweite lokal eineindeutige holomorphe Abbildung von 0 auf ein 
(Py, - - -» Pn)-Gebiet Ugc C* ist durch die folgende Zuordnung gegeben: 


(35) F* : (2, . . «5 Bq) > (Wy, . . -, Wy) = (2, Zq2h*, . . ., Z_ ZR"), 
wobei p,=r ist. Wie bei Abbildung (34) gehen auch hier genau die Punkte 
¢z,0 = 1,...,r—1, in denselben Bildpunkt wie z tiber. 
Damit liefert dann: 
(36) Yq: P* + w:= F* o F-'(P) 


eine eineindeutige holomorphe Abbildung von Xg:= F(U )c X* auf das 
(Py, - - -» Pn)-Gebiet Ug. 

Wir haben nun im einzelnen zu priifen, ob (Xg, gg) eine Karte der Um- 
gebung X, von Q mit den Eigenschaften 1)—3) von Satz 2 ist. 

Ad 1): Ein Punkt P¢Xg kann geschrieben werden als P = K (x, y), 
(x, y) € R(e', e). Um zu zeigen, daB H,.(P), |y*| = 1, wieder zu Xq gehért, hat 
man nur folgendes auszurechnen: H,.(P) = Hye © K(x, y) = Hy o H,o y“(z) 


= Hyy 0 g(x) = K(x; yy*), (x, yy*) € Ree’, ¢). 
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Ad 2): Ug:= yg(XQ) ist per definitionem ein (p,,..., p,)-Gebiet. Wir 
haben uns nur zu iiberlegen, daB der g. g. T. von ,, . . ., P, gleich eins ist. Dies 
folgt aber sofort aus Lemma 2, da wir p, = r gesetzt hatten. 

Ad 3): Zu zeigen ist: 

(37) CAye ° Pq(P) = Pe 2) H,.(P) . 
P«¢Xg kann dargestellt werden durch P = K(z, y)= Ko x7} (z) = F(z). 
Um die Giltigkeit von Gleichung (37) nachzuweisen, rechnen wir beide Seiten 
getrennt aus: 
CAye O F* 0 F-1(P) = PA. 0 F*(z) = CAye 0 (29, 2g2%", . . ., Z_2P*) 
= (at y*™, ze2hoy®™, ..., 2,2 y*™) . 
Gq © Aye(P) = GQ 0 Hy © K(z, ¥y) = %e° K (x, yy*)=F*toF(o K(x, yy*) 
= F* 0 x(z, yy*) = F* (z, y*, ze, . . ., Zn) 
7 ((% f°), (2% y*)”, ee es 2n(% y*)?") . 
Damit ist Satz 3 fiir Punkte Q der Klasse K,, r > 1, bewiesen. 

Sei nun Q ein Punkt der Klasse K, und (X, g) eine komplexe Karte einer 
Umgebung X von Q mit der Eigenschaft: g(Q) = 0. Wir kénnen stets an- 
nehmen, daB X ¢ X" und (X) ein beschranktes Gebiet im C* ist. Es gibt 
dann eine Umgebung X’c X von Q, so daB P*= H,(P) « X fiir alle (P,y)« 
€ X’x{y:|y| = 1}. Andernfalls existiert namlich eine Folge von Punkten 
{(P,, yy): P,< X’, ly, = 1, »=1,2,...} mit lim P,= Q und lim y,= y%, 


v—> Cc v-—> 


lyo| = 1, so daB P¥ = H,,(P,)¢X. Das steht aber im Widerspruch zu: 
lim P* = lim H,,(P,) = Hy,(Q) = Q. Definieren wir nun X := {P: P= H,(P*), 


P*¢ X’, |y| = 1}, g:= 9|X, so stellt (X, @) eine Karte der Umgebung XcX 
von Q dar, wobei gilt: ¢(Q) = 0, 9(X) ist beschrankt, und X ist invariant 
gegeniiber den Transformationen H, der Gruppe L'. In den Koordinaten 


z= (z,,. . 5%) VOR 9(X ) lassen sich diese Transformationen folgendermaBen 
schreiben: 
(38) Fy:2>2:= 90H, 0 Gz), 
wobei die Komponenten /,(z, y), y= 1,...,”, von f,(z) die folgende Ent- 
wicklung besitzen: 
n 

(39) f(z, y)= 2 aly) z+ °°°, 

n=l 
oder auch: 
(40) fy(z) = Ayozt--:, 


wobei A, := (a,,,(y)) ist. Da g(x ) beschrankt ist, gilt der Cartansche Ein- 
deutigkeitssatz. Die Transformationen (38) sind somit eindeutig durch den 
Linearteil A, bestimmt. Es gilt ferner: A, Aye= Ayys, d. h. die Matrizen 
Ay, |y| = 1, bilden eine kompakte 1-dimensionale Liesche Gruppe. Es gibt 
dann eine nicht-singulire lineare Transformation S, so daB die Matrizen 
D,= 8 © A, © S-! Diagonalgestalt besitzen. Die Elemente in der Diagonalen 
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von D, seien mit 6,(y), y= 1, ...,, bezeichnet. Wegen D, 0 D,.= Dy, gilt 


dd,(y* dé, 
auch: 4,(y) 4,(y*) = 6,(yy*). Daraus folgt: 4,(y) iat _ y 5 i 





dé, 
(41) 6,(y) P=Yy Se Ow i, . . 09s 


6,(y*) 


wobei p, := te lne . Als Lésung der Differentialgleichungen (41) mit 


den Nebeubediagtiigel d, (1) = 1 erhalten wir: 
(42) 6,(y) = y”",v¥=1,...,” 
Dabei sind die p, ganze Zahlen. Der g. g.T. von p,,..., p, ist gleich eins, 
da D, nur fiir y = 1 gleich der Einheitsmatrix ist. 

Durch die Koordinatentransformation z—~w:= S oz erhalten wir eine 
neue Karte (X, y*) von X, wobei g* := S o @ ist. Die Abbildungen (38) gehen 
dabei tiber in Automorphismen von g*(X): 


(43) §,:w>w':= g* o A, o g*-'(w) = D,ow+:: 

Die holomorphe wnt plead 

(44) y:we>ri=>5 <i f D, 1 9,(w) d(logy) = w+--- 
wa 


von * (X) in den C* ist in einer Umgebung des Nullpunktes eineindeutig. Wir 
wollen annehmen, da8 X von vorneherein so klein gewahlt war, daB die Ab- 
bildung y in ganz ¢* (X) eineindeutig ist. Man verifiziert sehr leicht, daB 
(45) D, 1°) yp (w) = yo H,(w) ’ 
d.h. pc g*(X) ist ein (p,, ..., p,)-Gebiet. 

Setzen wir gyg:= y © g*, Xg:= X, so stellt (XQ, Yq) eine Karte der Um- 
gebung X, von Q dar, die simtliche Bedingungen von Satz 3 erfiillt. Es bleibt 
hierzu nur noch zu zeigen, daB 


(46) °Ay © Gg= Gg Hy. 

Dabei ist °A, per definitionem gleich D,. Setzen wir in Gleichung (45): 
w= y*(P), so ergibt sich: Dy o yo g*(P) = yo 9, © p*(P) = (yo ¢@*)o 
© (g*- 0 Hy Oo p*)(P) = (y © g*) O A, (P) oder ®A, 0 o9(P)= gg 0 H,(P), 
q. e. d. Damit ist Satz 3 auch fiir Punkte der Klasse Ky bewiesen. 
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Uber natiirliche Zahlen, deren Primteiler 
in mindestens k-ter Potenz auftreten 
Von 


BERNHARD HornFeck in Braunschweig 


Im Verlauf zahlentheoretischer Untersuchungen ergibt sich bisweilen die 
Frage nach der Anzahlfunktion 
A,(z)= J 1 (k => 1, ganz) 
ast 
a EAy 
der Menge 2, aller natiirlichen Zahlen, deren Primteiler alle in mindestens 
k-ter Potenz auftreten. Bekannt ist (vgl. § 1, Hilfssatz 1) 


A,(z) = 0(z*) (2 > 00) ; 
eine asymptotische Abschatzung von A,(z) scheint jedoch noch nicht vor- 
zuliegen. Sie wird in § 2, Satz 3 angegeben. 

Es ist das Ziel dieser Untersuchung, die angeschnittene Frage in einem 
allgemeineren Rahmen zu beantworten. Wir betrachten die Menge I, aller 
derjenigen natiirlichen Zahlen aus %,, deren simtliche Primteiler aus einer 
fest gewahlten Teilmenge £ der Menge aller Primzahlen stammen; iiber die 
Anzahlfunktion 7'(z) von & setzen wir die asymptotische Beziehung 


(1) T(x)~t 
voraus. 

In § 2, Satz 1 wird dann die Anzahlfunktion M,(xz) von M, asymptotisch 
abgeschatzt; die Satze 2 und 3 ergeben sich als Spezialisierungen dieses all- 
gemeinen Ergebnisses. Es stellt sich heraus, daB M,(x) nur unter der not- 
wendigen aber nicht zugleich auch hinreichenden Bedingung t = 1 von der 


GréBenordnung z* sein kann. Satz 2 gibt die asymptotische Abschatzung von 
M,(x); er ist erstmals von Wrrstne [6] bewiesen worden. Die vorliegende 
Untersuchung benutzt eine Erweiterung der gleichen Beweisidee, die auf der 
Anwendung eines reellen Taubersatzes von Harpy und LirrLewoop [2] (§ 1, 
Hilfssatz 7) beruht. 


2 


loge’ t>0O, 


§ 1. (Hilfssiitze, Definitionen) 
Aus beweistechnischen Griinden soll: fir alles Folgende 1 ¢¢, also auch 
1 € M,, angenommen werden. 
Hilfssatz 1: Zs gilt 


(2) M, (2) = 0(z*) (x 0). 





Uber gewisse natiirliche Zahlen 


Beweis: Jedes m € M, léBt sich in der Gestalt 


m= ninkt) ant 


mit natiirlichen Zahlen n, (i = 0,1,...,—1) schreiben. Die Anzahl aller 


nin**\< « ist aber héchstens 
=O (x*) , 





zx 
zr (gn)*< 
nitl<es 2 n,=1 n +} 


und (k — 2)-malige Wiederholung dieser Rechnung liefert (2). 
Hilfssatz 2: Es ist 
5 — ~ t log logz 


paz P 
pet 


Auferdem gilt fiir jedes u > 1 
(3) Py 


e<pse 
pet 


= t logu + o(1) 


| 


Beweis : Man hat mit (1) 


z 
1 faT®_ Tz) T(t) 
Za [or a (9 dt 
pet ; 


, 
= T log logz + o(log log) 
Genauso wird 


1 PaTy Te) Te , PTH 
t exe e t 
— = = +{— ae 
iipeat Et ee ee 
pet 


ez ez 








= 0(1) +f a dt = t logu + o(1) 
ez 


Definitionen: Wir setzen 
L,(z) =p; 3 logm, 


mse 
MEM 


9, (2) =py 2’ logp. 
psz* 
pet 
Hilfssatz 3: Es ist (x + co) 
(4) (x) =k FO, (=) + 0(z*). 


ms2 
mMEMe 


Beweis: Wir schreiben 
L,(z)= Llogm=. SY » logy 


ms ms rE 
mEMe MEM et 


- 5 begets SF loge— - 


(z+ 00). 


(x00). 


(x —> co). 


(2-00). 


log p* 


m'EMe, pes, =i m’EMs, PEL, azk m’EMe, PET, AZ 
m’ piss m' pise m 


(m’,p)=1 wot <2 
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mit 
+ logp= 2 logp Sax J  flogp 
m’EMe, PET, 22K m”"EMs, PET, ySLK ank, Bok m"EMe, PCL, yz2E 
P\m’ (p,m") = 1 +B=y (p,m") = 1 
m pt se mp’ Sz mp’ Ss 
= DJ mM, (4 7 ) loge : 
pentane Pp” 


Anwendung von Hilfssatz 1 liefert weiter 


logp=<qx* . logp = ¢, 2 2 loge ps 


m’EMe, PET, alk pet,ye2k p pet vye2k pt 
dee 1 
. <c2* d logp- <= 0(2*) (x00). 
pce 
Also ist 
1 
h(z)=  S _logp*+ O(zx*) 
m'EMs, PET, ak 
m' p2sz 
1 
= > klogp+ , a log p+ O(zx*) 
m’EMe, PET m’EMe, PET, aSk+1 

m' poz m’ piss 

=k) >» , logp+ R(x) + O(«*) 
mst z\t 
mem, PS (7) 

pet 

=k ¥ d,(2 -)+ R(2) + O(z*) (x + oo), 
m <2 
m’E My 


und wir haben noch R(x) = O (xt) zu zeigen: 


R(xz)= Slogp i) So ae ba = 


pest a2k+1 pest aZk+1 pe 
<¢,2* > logp: —+ =0 (z*) (x > 00). 
pet ny. + i 
Hilfssatz 4: Es ist 
1 
(5) 0, (x2) ~ tx* (a > co) . 


Beweis: Nach (1) ist 


1 1 
zt a* 


0,.(x) = [loge dT (t) = log x* T(x*) — = dt = ta ao o(x*) (x +> 00). 
i— i 


Definition: Wir setzen 


1 
m(z)= +) 7 . 
masz m* 
MEMe 


Hilfssatz 5: Es ist 
(6) M,,(x) ~ 


x 
ktm, (2) - log 
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Beweis : Nach Hilfssatz 3 ist (x > oo) 


1 z 1 1 
(7) L(x) — krm,(z)z*# =k ¥ #, (=) —krm,(2)2* +0(x*) : 
mete | 


hierin wird nach Eintragen von (5) 
k> 0, (=)— ktm,(x) +> x® 


msz 
meMe 
| 1 / t \| P } 
L 
zx x Lu - z z 
“Oa \ + of =) temo #-5o(=)  (F-4), 
maz mse \ 
mem, ™ o- mem, |™ 
und wegen m,(xz)= J’ |, co fiir 2+ 00 (Hilfssatz 2) bekommen wir weiter 
pst 
: : 
z 1 ‘ x x 
bE O,(=)—krmi(zyz*- | r]+ 2 ol=z 
k 
sin watay =m™Se m= / 2 > m,(2z) m 
m EM, mEM, 


/ 


1 
1 1 a* 
Bt) x a | is 
Zz z 
—— n - m 
m,(2) aese / 7” my (2) 
MEM, 





= o(x* log m, (x)) +0 (xt m,(x)) = o(x* m,(2)) (x -> co). 
In (7) eingesetzt, kommt 
(8) 1, (2) ~ krm,(z)2* . 
(8) und (2) liefern aber auch 


(9) i, (x) = J roge aM, (t) = loge M,(2)— [ #2 at ~ M,(zx) logz. 
i i 


(8) und (9) ergeben die Behauptung (6). 
Hilfssatz 6: Es ist (x > oo) 
1 
(10) r 4 aa ET +2) . a 
pct yn 9? ae | rae 


wobei C die Eulersche Konstante und 





— Cr+ 8,+ 0(l), 





@* —3 
(11) S,= > Fi 
PEt o(p—p * +1) 
ist. 
Beweis: Wrirsine [6] beweist 
(12) soa J 1 Or + off) (a +> 00) ; 
pet ts psa P 
pet 


31* 
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fiir z> 0 ist 


8,(z)= 2 i st 2 —- 





pet gre <a qi+ 2) 41 ve st 


ay Ofer. 
7 1+2 14+ " Bl ay d 
pet p = [p 7 = = ) + 1} 





gleichmaBig konvergent, also 


, , ew -—1 
(13) lim 8,(z) = 3 roa = §,. 
. Tr PEE y(p_p * 41) 
(12) und (13) liefern die Behauptung (10). 
Hilfssatz 7 (Harpy-LitrLEwoop [2]): Hs sei F(t) = 0 und 





f(s) = fe"F() dt 
0 


fiir s > 0 konvergent. Fiir t > 0 gelte 
(14) (8) ~z1(=) (s+0,s>0), 


& 
wobei L(x) eine fiir x > 0 stetige positive Funktion sei, fiir die mit jedem u> 0 


L(uz) _ 


(15) 2 le 


1 





z-—>o 


erfiillt ist. Aus diesen Voraussetzungen folgt 


z 
1 
6 
Vgl. hierzu auch Dortscu [1], 8. 511. 


§ 2. (Ergebnisse) 
Auf Grund von Hilfssatz 5 ist die gesuchte asymptotische Abschaétzung von 
M, (x) ermittelt, wenn eine solche fiir m,(z) angegeben werden kann; dies 
geschieht im folgenden unter Anwendung von Hilfssatz 7. Dabei bendtigen 
wir noch die Hilfssétze 1, 2 und 6. 
Fir s > 0 setzen wir 


foo) 


a 1 1 fay 
i(e) 7 aly ETH oe 


1— 





also, nach partieller Integration und Beriicksichtigung von (2), 


_ 1 fF Mi) ap foot Male 
é 
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und 
Fy — AHS 0. 
Es ist aber auch 
a7 1 
A+)fe)= 1 + oe ao OR) a pet Laon a+a 
1 
7 Wi 1 - vee 1 edie z 
pet [+ ~ (poe grate, i) 
Mit 
—tlgz + : 
an Lie) =e pte 1 ol» 1+ pp Fed), 4) 
ist also 
1 1 
(1 +8) fe) = L(5), s>0, 


woraus (14) folgt. 
Um Hilfssatz 7 anwenden zu kénnen, mu8 noch gezeigt werden, da8 fir 
jedes u > 0 (15) gilt; ersichtlich geniigt es, u > 1 zu wahlen. 
Aus (17) folgt wegen der gleichmaBigen Konvergenz von 
1 
PEE v22 y (,'* a gt Qa+ 2) + i)” 
und unter Verwendung von (10) (z - oo) 





x 





log L(x) =—trlogr+ 1_or+8, + J +o(l), 
ted pet, rz? y(p_ s* +1) 
also fir u> 1 
logL(uz)—logh(2)= S  — —rlogu+o(l)=o(l) (z+), 


e<pse* 
pet 


letzteres auf Grund von (3). Daraus ergibt sich (15). 
Samtliche Voraussetzungen des Hilfssatzes sind also erfiillt, und wir haben 
an Stelle von (16) 





logz 
M, (e** 1 
(18) f a ) dt ~ Tate) (log x)* L (log x) (x +> 00). 
6 


Hierin erhalten wir fiir die linke ws 
logz 


| a at = tf a —— [ M,(t)at™* 
(19) 


-oas fs i* 4M) =0(1) + m(z*) 





(x co), 


wieder unter Verwendung von (2). 
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Fiir die rechte Seite von (18) bekommen wir 


Zz i+0a) 
1 ¢ nee 
4 
Tats (log x)* L (log x) = Tats e 
mit 
S—Cr+ F RSE S “ae. ESSE 
ame pet, r22 * St - )” 


Dies und (19) in (18) eingesetzt, ergibt mit at an Stelle von x 


m, (x) ~ 


(xo). 


% 
Ti +t) , 
Hilfssatz 5 liefert nun den 
Satz 1: M, sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, deren Primteiler siimtlich 
a) in mindestens k-ter Potenz (k = 1) auftreten und 
b) aus einer Menge & von Primzahlen stammen, fiir die (1) mit einem t > 0 gilt. 
Es sei S, die durch (11) definierte Konstante, 





B,= p : 
pef,r22y(, 5 F 41 
und C die Eulersche Konstante. 
Dann gilt fiir die Anzahlfunktion von M, 


(20) B+8,-Cr 4} sagt 
My(2)~ bq) — "Tage 07 (2+). 
Fir k = 1 ist S,= S,= 0, und es folgt 
Satz 2: (Wirstne [6)): 
1 
1 —Cr+ PY =i, ode” 
M, (2) ~aye pefivz2"” | _ * 
Tt 





z 
Ist andererseits & die volle Primzahlmenge J, also t = 1, so erhalt man fiir 
die eingangs eingefiihrte Menge 2, den 

Satz 3: 2, set die Menge aller natiirlichen Zahlen, deren Primteiler alle in 
mindestens k-ter Potenz (k => 1) auftreten. Es set 





aff. 
| 
S=- > P =] , 
PE® plp_p * +1) 
1 
By = Py E1 





PEP ZZ y(p_ pF 41) 
Dann gilt fiir die Anzahlfunktion A,(x) von A, 


A, (2) ~ eM E+E. ge, 
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Beweis: Bekanntlich ist 
(21) p = = log loge + C— BY + o(1) (x > 00) ; 


Pst 
PED 


also hat man nach (20) 


4 
z 





Ay(z) ~ ke +8-° . (0 PE. = loga* = ef - 3+ St. 4 
Zz 


Bemerkung: Notwendig und hinreichend dafiir, daB 
M,(z) ~ cs 
wird, ist das Bestehen einer Relation (rt = 1) 
(21*) = = = log log + y+ o(1) (x 00). 


Pst 
pet 


Ist € die Menge aller Primzahlen einer primen Restklasse mod n, so wird 
statt (21) 


(22) 2 
Pat 
pez 





1 
=* sin log log x + c, + o(1) (x +> ov) 


(vgl. auch Lanpav [3], § 110); enthalt & die Primzahlen mehrerer, etwa r, 
solcher primen Restklassen mod n, so ist entsprechend (zx -> co) 


1 r 
(23) i? t log logz + c, + 0(1) (« sa) 
pet 


Satz 1 liefert dann nach Einsetzen von (22) bzw. (23) in (20) 
i 
M,,(z) — ¢y(k) = ——- Taga n° 
Die weitere Spezialisierung k = 1 fiihrt auf einen bekannten Satz von Lan- 
pav (4, 5]. 
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